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PRÉFACE. 


Le  Cours  de  Mécanique,  professé  par  Sturm  à  la  Sor- 
bonne  et  à  l'École  Polytechnique,  a  été  publié  par 
£.  Prouhet  d'après  les  Notes  trouvées  dans  les  papiers 
de  Sturm  et  les  feuilles  lithographiées  distribuées  aux 
élèves  de  l'École.  La  clarté  et  la  simplicité  de  ce  Cours 
lui  ont  valu  un  constant  et  légitime  succès  auprès  des 
personnes  qui  abordent  l'étude  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, et  l'on  n'y  peut  regretter  que  l'absence  de  certaines 
questions  qui  sont  maintenant  entrées  dans  l'enseigne- 
ment et  viennent  d'être  introduites  dans  le  programme 
de  la  Licence  es  Sciences  mathématiques.  Aussi  M.  Gau- 
thier-Yillars  a-t-il  voulu  que  cette  nouvelle  édition  fût 
conforme  aux  précédentes  ;  mais  en  même  temps  il  m'a 
confié  le  soin  de  la  compléter.  La  rédaction  d'une  seule 
Leçon,  la  cinquantième,  a  été  changée,  parce  qu'il  était 
facile,  sans  nuire  à  sa  liaison  avec  le  reste  du  texte,  d'y 
donner  les  propriétés  générales  du  mouvement  des  so- 
lides invariables  considéré  au  point  de  vue  de  la  Ciné- 
matique,  avec  des  applications  à  quelques  mécanismes. 


XII  PREFACE. 

Les  éditions  précédentes  contenaient  trois  Notes  :  les 
deux  premières,  rédigées  l'une  par  E.  Prouhet,  Tàutre 
par  M.  Puiseux,  ont  été  conservées  ;  la  troisième,  rendue 
inutile  par  les  modifications  apportées  à  la  cinquantième 
Leçon,  a  été  remplacée  par  Fexposé  de  la  théorie  géné- 
rale des  mouvements  relatifs.  Une  quatrième  Note  ren-* 
ferme  les  additions  les  plus  importantes  :  j!y  donne  une 
méthode  très-simple  pour  obtenir  les  équations  de  La- 
grange,  et  je  montre  par  plusieurs  exemples  avec  quelle 
facilité  ces  équations  permettent  de  résoudre  la  plupart 
des  problèmes  de  Dynamique  ;  puis  j'établis  les  équa- 
tions canoniques  et  le  théorème  de  Jacobi  qui  permet 
souvent  d'en  obtenir  les  intégrales  générales.  Cette  nou- 
velle édition  contient  ainsi  toutes  les  matières  de  la  Li- 
cence, sauf  quelques  questions  de  Mécanique  appliquée 
qui  ne  se  seraient  rattachées  que  de  loin  aux  Leçons  de 
Sturm.  Enfin,  comme  on  ne  saurait  bien  posséder  les 
théories  de  la  Mécanique  rationnelle  sans  en  avoir  fait 
des  applications,  nous  avons  donné  les  énoncés  de 
près  de  trois  cents  problèmes  empruntés  au  Recueil  du 
P.  JuUien  et  à  celui  que  j'ai  publié  moi-même  :  les 
lecteurs  studieux  y  trouveront  un  nombre  suffisant 
d'exercices  sur  les  différentes  parties  du  Cours. 
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AYERTISSEMENT 

DE  LA   PREMIÈRE  ÉDITION. 


Le  Cours  de  Mécanique  que  nous  publions  est  la  re- 
production des  Leçons  faites  par  M.  Sturm  à  TÉcole 
Polytechnique  et  à  la  Sorbonne.  II  est  composé  d'après 
les  feuilles  autographiées  de  FÉcole,  améliorées  à  l'aide 
des  notes  et  des  cahiers  de  M.  Sturm.  L'ordre  suivi  dans 
Fexposition  des  matières  est  celui  de  l'ancien  Programme. 
Peu  de  temps  avant  sa  mort,  M.  Sturm  s'est  expliqué  fort 
nettement  sur  les  raisons  qui  le  portaient  à  séparer  la 
théorie  de  l'équilibre  de  celle  du  mouvement. 

ce  Jusqu'à  nos  jours,  disait-il,  on  a  divisé  la  Mécanique 
en  deux  parties  distinctes,  la  Statique  et  la  Dynamique. 
La  première  emprunte  à  l'expérience  la  notion  du  point 
matériel  et  celle  de  la  force,  et  avec  ces  deux  seuls  prin- 
cipes elle  s'achève  comme  une  science  purement  géomé- 
trique. 

»  La  Dynamique  se  distingue  de  la  Statique  par  l'in- 
troduction de  plusieurs  notions  nouvelles,  tout  à  fait 
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étrangères  à  la  Statique,  telles  que  le  mouvemeot,  la 
masse,  le  temps.  Dans  Tordre  naturel,  où  l'on  passe  du 
simple  au  composé,  on  doit  donc  commencer  par  la  Sta- 
tique. Mais  nous  avons  changé  tout  cela,  ou  plutôt  on 
a  changé  tout  cela. 

»  Les  conditions  d'équilibre  sont  indépendantes  des 
idées  de  temps  et  de  mouvement. 

»  Il  ne  faut  pas  dire  que  le  théorème  des  vitesses  vir^ 
tuelles  est  le  principe  de  la  Statique  :  il  n'en  est  que  le 
résumé.  Le  véritable  principe  est  le  théorème  de  la  com- 
position des  forces.  » 

£•  Prouhet. 
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STATIOUE. 

'  PREMIÈRE  PARTIE 


PREMIÈRE  LEÇON. 

DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  MÊME  POINT. 

DéAnitions.  —  Comparaison  des  forces.  —  Résultante  de  plusieurs  forces. 
—  Composition  des  forces  dirigées  suivant  la  même  droite.  —  Règle  du 
parallélogramme  des  forces.  —  Composition  de  plusieurs  forces  con- 
courantes. —  Relations  entre  une  force  et  ses  composantes  suiTant  trois 
axes  rectangulaires. 

DÉFiniTIONS.  FORCE.  ÉQUILIBRE. 

1 .  On  appelle  corps  ou  matière  tout  ce  qui  aiïecte  nos 
sens  d^une  manière  quelconque. 

Les  corps  sont  composés  dépeints  matériels  ou  dH  atomes 
de  dimensions  insensibles. 

Un  corps  peut  être  en  repos  ou  en  moiwement.  Nous 
ne  pouvons  observer  que  des  mouvements  relatifs  :  lou* 
tefois  on  conçoit  le  repos  et  le  mouvement  absolus. 

2.  On  appelle  force  toute  cause  qui  met  un  corps  en 
mouYement  ou  qui  tend  à  le  mouvoir. 

3.  Quand  un  point  ou  un  système  de  points  liés  entre 
euXy  sollicité  par  un  système  de  forces,  se  trouve  dans  le 

Snnui*  — '  Mée,f  I.  i 
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même  état  de  repos  ou  de  mouvement  que  si  ces  forces 
n'existaient  pas,  on  dit  que  ce  point  ou  le  système  de  ces 
points  est  en  équilibre.  On  voit  quUl  n*est  pas  nécessaire 
pour  cela  que  le  système  soit  en  repos  :  toutefois  c*est  à 
ce  dernier  cas  que  cette  définition  s'attache  le  plus  ordi- 
nairement. 

COMPARAISON    DBS    FORCES. 

4.  Trois  choses  sont  à  considérer  dans  une  force  :  son 
point  d^ application,  sa  direction  et  son  intensité» 

8.  On  dit  que  deux  forces  sont  égales  quand,  appli- 
quées à  un  même  point,  suivant  la  même  direction  et  en 
sens  contraires,  elles  se  font  équilibre. 

Si  une  force  P' peut  remplacer  deux,  trois,  quatre,  etc., 
forces  égales  à  P,  appliquées  à  un  même  point  et  dans  le 
même  sens,  on  dira  que  la  force  P'  est  égale  à  aP,  à 
3P,. . . .  De  la  notion  d'une  force  multiple  d'une  autre, 
on  s'élèvera  à  la  notion  de  deux  forces  dans  un  rapport 
quelconque. . 

6.  On  démontre  aisément,  d'après  les  considérations 
précédentes,  que  le  point  d^ application  d*  une  force  peut 
être  transporté  en  un  point  quelconque  de  sa  direction, 
pourvu  que  ce  dernier  point  soit  lié  au  premier  d^une 
manière  invariable, 

RÉSULTANTE   DE    PLUSIEURS    FORCES. 

7.  Quand  une  force  unique  peut  faire  équilibre  à  un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  k  un  système  de 
points  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable,  on  peut 
remplacer  toutes  ces  forces  par  une  seule  force  R  égale 
et  opposée  à  la  première.  La  force  R  est  dite  la  résul- 
tante des  forces  qu'elle  remplace,  qui  en  sont  nommées 
les  composantes. 

8.  Un  système  de  forces  ne  peut  pas  toujours  être  rem- 
placé par  une  seule  force;  mais  quand  cela  a  lieu,  il 
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n^existe  qu'une  résultante.  En  effet,  si  le  même  système 
admeltail  deux  résultantes  R  et  R',  une  force  égale  à  R, 
appliquée  suivant  la  même  direction  et  en  sens  contraire, 
devrait  faire  équilibre  à  la  force  R',  ce  qui  est  impossible 
si  R'  n'a  pas  la  même  grandeur  que  R,  la  même  direction 
et  le  même  sens. 

COMPOSITION    DES    FORCES    DIRIGÉES    SUIVANT    Li.    IfÊMB 

DROITE. 

9.  «Si  un  certain  nombre  de  forces  sont  appliquées  sui- 
vant la  même  ligne  droite,  elles  se  composent  en  une 
seule,  égale  à  r  excès  de  la  somme  de  celles  qui  tirent 
dans  un  sens,  sur  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans 
r  autre  sens^  et  cette  résultante  agit  dans  le  sens  des 
forces  qui  composent  la  plus  grande  somme.  En  d^autres 
termes,  la  grandeur  et  le  sens  de  la  résultante  sont  don- 
nés par  la  somme  algébrique  des  forces,  en  regardant 
comme  positives  celles  qui  tirent  dans  un  sens,  et  comme 
négatives  celles  qui  tirent  dans  le  sens  opposé. 

RÈGLE  DU  PARALLÉLOGRiMME  DES  FORCES* 

10.  Si  deux  forces  P  ef  Q  sont  représentées  en  gran- 

deur et  en  direction  par  les  deux 
'^*  ''  côtés  contigus  AB  et  AC  du  pa^ 

rallélo gramme  A6CI),  la  résul- 
tante R  de  ces  deux  forces  sera 
représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  AD 
de  ce  parallélogratnme,  en  sorte  que  les  composantes  et 
la  résultante  peuvent  être  représentées  par  les  trois  côtés 
(la  triangle  ABD. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  commencerons  par 
faire  Yoir  que  la  résultante  est  dirigée  suivant  la  diago- 
nale AD,  en  nous  appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 
Soit  an  losange  ÂBCD,  de  forme  invariable  :  appliquon.< 
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aux  points  Â  et  C  quatre  forces  égales  dirigées  suivant  les 

côtés  AB,  AD,  CB,  CD.  On  peut  regarder  comme  évident 

Fig.  a.  que  les  forces  égales  appliquées 

en  A  donnent  une  résultante  di- 
rigée suivant  la  bissectrice  AC 
de  Tangle  BÂD,  et  que  les  forces 
D*  c  appliquées  en  C  donnent  une  ré- 

sultante égale  et  directement  opposée  à  la  première.  Le 
sysièmie  reste  donc  en  équilibre  sous  Faction  des  quatre 
forces. 

11.  Cela  posé,  soit/*  une  commune  mesure  aux  forces 
P  et  Q,  et  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait 

P  =  4/,     Q  =  3/; 

partageons  AB  en  quatre  parties  égales  et  AC  en  trois  par- 
_    ^  ties  ésales  entre  elles  et  par  con- 

séquent  égales  aux  premières. 
"'IrirJrkl''        Menons  EH,  FI,  GK  parallèles 
iptilti  à  AC,  etMS,  LN  parallèles  à  AB. 

fZj!—]!ulJ  Nous  ne  troublerons  pas  l'étal 

^  du  système  en  appliquant  aux 

sommets  L  ei  E,  M  et  F,  C  et  G,  H  et  B,  I  et  N,  K  et  S  des 
losanges  LE,  MF,  CG,  HB,  IN,  KS,  et  suivant  les  côtés  de 
ces  losanges,  des  forces  égales  kf.  Mais  les  forces  égales  et 
contraires  appliquées  aux  extrémités  des  droites  HE,  IF, 
KG,  MS,  LN  se  détruisent.  Donc  il  ne  reste  que  quatre 
forces  égales  à/* dirigées  suivant  CD,  et  trois  forces  égales 
à  y  dirigées  suivant  BD.  Les  quatre  premières  se  compo- 
sent en  une  seule  égale  à  P,  que  Ton  peut  supposer  appli* 
quée  au  point  D,  et  de  même  les  trois  autres  donnent 
une  résultante  égale  à  Q  et  appliquée  au  même  point  D. 
II  résulte  de  là  que  le  système  des  deux  forces  Pet  Q 
appliquées  en  A  peut  être  remplacé  par  deux  forces  P 
et  Q  appliquées  au  point  D.  Donc  la  résultante  passe  par 
le  point  D;  mais  elle  passe  déjà  par  le  point  A  :  donc  elle 
est  dirigée  suivant  AD.  c.  q.  f.  d. 


Fig.  4. 
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Nous  avons  supposé  que  les  forces  P  et  Q  étaient  com- 
mensurables  entre  elles;  si  elles  étaient  incommensu- 
rables, en  employant  un  mode  de  raisonnement  bien 
connu,  on  ferait  voir  que  dans  ce  cas  la  résultante  est 
encore  dirigée  suivant  la  diagonale  AD. 

12.  Après  avoir  trouvé  la  direction  de  la  résultante,  il 
reste  à  montrer  que  sa  grandeur  est  représentée  par  la 
longueur  de  la  diagonale  AD. 

Imaginons  une  force  AE  égale  à  la  résultante  inconnue 

et  dirigée  suivant  le  pro- 
longement de  la  diagonale 
AD.  Celte  force  fera  équi- 
libre aux  forces  P  et  Q.  Par 
conséquent  la  résultante  des 
forces  P  et  AE  sera  dirigée 
dans  le  prolongement  AF 
de  la  droite  AC.  Or,  d'après  le  numéro  précédent,  celte 
direction  doit  être  celle  de  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme AEFB.  Donc  les  deux  triangles  AEF,  DAC  se- 
ront égaux  comme  ayant  un  côté  égal  adj[^cent  à  deux  an- 
gles égaux,  savoir  :  EF  =  CD,  puisque  EF  =  AB  =  CD  5 
les  angles  AFE  et  ACD  égaux  comme  alternes-internes; 
les  angles  AEF  et  ADC  égaux  par  la  même  raison.  Donc 
AE  =  AD.  Donc  la  diagonale  représente  bien  Fintensité 
de  la  résultante. 


Fig.  5. 
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COMPOSITION    DE    PLUSIEURS    FORCES    CONCOURANTES. 

13.  En  partant  du  théorème  (  10),  il  est  facile  d'obtenir 

la  résultante  d'un  nombre  quel- 
conque de  forces  appliquées  en 
un  même  point.  En  effet,  sup- 
posons qu'un  certain  nombre  de 
forces  P,  P',  P'',  P'",  appliquées 
au  point  A,  soient  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par 


ni''    /  V 
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les  droites  AB,  AC,  AD,  AE.  Les  deux  forces  P  et  P'  au« 
ront  une  résultante  r  représentée  par  la  diagonale  AL  du 
parallélogramme  ABLC.  De  même  la  diagonale  AM  du 
parallélogramme  ALMD  représcniera  la  résultante  r^des 
forces  r  et  P'',  ou  la  résultante  des  forces  P,  P'  et  P". 
Enfin,  la  diagonale* AN  représentera  la  résultante  R  de 
r'  et  de  P''',  c'est-à-dire  la  résultante  des  forces  P,  P',  P'' 
etP". 

En  réduisant. la  construction  à  sa  partie  essentielle,  011 
voit  que,  si  Von  décrit  un  contour  polygonal  dont  les 
côtés  successif  s  soient  parallèles  à  la  direction  des  forces 
P,  P',  P''', . . . ,  et  proportionnels  à  leur  intensité ,  la 
droite  qui  fermera  le  contour  représentera  en  grandeur 
et  en  direction  la  résultante  cherchée^ 

14.  Si  le  contour  se  ferme  de  lui-même,  les  forces  P, 
P',  P", . . .,  se  feront  équilibre,  et  réciproquement. 

15.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  trois  forces 

p.    g  X,  Y,  Z,  représentées  par  les 

trois  côtés  contigus  AB,  AC,  AD 
du  parallélipipède  ABCDG.  Il 
résulte  de  la  construction  pré- 
cédente que  la  résultante  R  de 
ces  trois  forces  est  représentée 
par  la  diagonale  A  G  de  ce  pa- 
rallélipipède. 

16.  Réciproquement,  on  peut  toujours  décomposer  une 
force  R,  dirigée  suivant  AG,  et  appliquée  au  point  A,  en 
trois  autres  dirigées  suivant  trois  droites  quelconques 
A  jr,  Ky-y  Az  partant  du  point  A  et  non  situées  dans  un 
même  plan;  car,  si  Ton  mène  par  le  point  G  trois  plans 
parallèles  aux  plans  xy,  xz^yz^  on  formera  un  parallé- 
lipipède, et  AG  =  R  sera  la  résultante  des  trois  forces  X, 
Y,  Z,  représentées  par  les  arêtes  AB,  AC,  AD. 


y  y 
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RELATIONS  ENTRE   UNE    FORCE   ET    SES    COMPOSANTES 
SUIVANT   TROIS    AXES    RECTANGULAIRES. 

il.  Dans  le  cas  où  les  composantes  sont  perpendicu- 
laires entre  elles,  les  lignes  ÂB,  ÂC,  AD  sont  les  projec- 
tions orthogonales  de  AG  sur  les  trois  axes  Ax^  Ay,  Azi 
donc  si  Ton  désigne  par  a,  b^  c  les  angles  que  la  résul- 
tante fait  avec  les  axes,  on  aura 

(i)  X=Rcos<ï,     Y=:Rco5Ô,     Z  =  Rcosc. 

Ces  relations  font  connaître  immédiatement  les  com- 
posantes X,  T,  Z,  quand  R,  a,  b^  c  sont  connus.  Si,  au 
contraire,  les  forces  X,  Y,  Z  sont  données,  on  pourra  en 
déduire  R,  a^  i,  c.  En  effet,  en  élevant  au  carré  les  équa- 
tions (i)  et  les  ajoutant,  on  aura 

R»  =  X»-hY»4-Z% 


à  cause  de 


Il  en  résulte 


cos'a  -h  ces*  6  -4-  cos'c  =  I. 


(aj  R  =  ^X'-hY^-f-ZS 

et,  par  suite, 


(3) 


cosa 


cos^  =^ 


cosc  = 


V^X'  -^  Y» 

-^Z' 

Y 

VX^^Y^ 

4-Z> 

Z 

V^X' -M^  ' -f- Z^ 


18.  Les  formules  (i)  sont  générales,  pourvu  que,  re- 
gardant comme  positwes  les  forces  qui  tirent  le  point  A 
dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  et  par  suite 
comme  négatwes  celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire, 
on  prenne  pour  a^  bj  c  les  angles  que  fait  la  direction 
de  la  résultante  avec  les  parties  positives  des  axes  Aj:, 
Ajr,  Az. 
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Pours^en  convaincre,  il  suffit  d^examiner,  par  exemple. 


Fiff.  7, 


le  cas  où  X  et  Y  étant  positives, 
Z  serait  négative.  On  voit,  en 
construisant  le  parallëlipipède 
ABCD,  que  la  résultante  R  fait 
avec  Ax  et  Kj  des  angles  aigus 
et  avec  A  z  un  angle  obtus  \  on 
a  donc 


et  il  vient 


et 


cosû  >  o,     cosfc  ^  o,     cosc  <  o, 


X  :=:-  R  cosû,     y  =r  R  cos  by 


—  Z  =  t\cos(7r — c). 

Mais  cette  dernière  égalité  revient  à 

Z  =  R  cosc. 

Ainsi  les  formules  (1)  sont  encore  applicables  dans  ce 
cas. 
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DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COMPOSITION  DES  FORCES  CONCOURANTES. 

Calcul  de  It  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  Torces  appliquées  en 
un  même  point.  —  Conditions  d^équilibre  de  plusieurs  forces  concou- 
rantes. —  Équilibre  d'un  point  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface^ 
—  sur  une  courbe. 


CALCUL    DE    LA    RÉSULTANTE   D*UN    «OMBRE   QUELCONQUE 
^'  DE   FORCES    APPLIQUÉES    EN    UN    MÊME   POINT. 

10.  On  ramène  au  cas  de  trois  forces  rectangulaires  la 
composition  d'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
en  un  même  point  A. 

Eu  effet,  menons  par  ce  point  trois  axes  rectangulaires 
quelconques  Ax,  Aj^  Az,  Soient  a,  j3,  y;  a',  ^',  y'. .  • .» 
les  angles  que  les  directions  des  forces  P,  V\  V\ . . .  font 
avec  les  axes  Ax,  Aj^  Az, 

Si  Ton  décompose  la  force  P  en  trois  autres  dirigées 
suivant  les  axes,  ces  composantes  seront  représentées, 
quant  à  la  grandeur  et  au  signe,  par 

Pcosa,     Pcosp,     Pcosy. 

Des  expressions  analogues  représenteront  les  composantes 
des  forces  P',  P''^, ....  En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  ré- 
sultantes des  forces  dirigées  suivant  les  axes,  on  aura 

IX-  e  cosa  H-  l*'  cosa  -+-  P'^  cosa"  -h  .  .  . , 
Y^-Pcosp-hP'cosp'-.-P''cosp"-f-  .., 
Z  =::  P  COS7  H-  P'  COS7'  -r-  P"  COSy"  -j- 

La  question  est  donc  ramenée  à  la  composition  de  trois 
forces  appliquées  à  angle  droit  en  un  môme  point.  En 
appelant  R  la  grandeur  de  la  résultante,  et  a^  b^  c  les 
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angles  qu'elle  fait  avec  les  axes,  on  aura  (17) 

X  ,       Y  Z 

cosflr= —5      cost>=  ~ï      cosr=— . 

ti  A  K 

20.  Uintensité  de  la  résultante  ne  dépend  pas  du  choix 
des  axes  ou  des  angles  a,  (3,  y;  a',  |3',  7', ...  :  il  doit  donc 
être  possible  derexprimer  indépendamment  de  ces  quan- 
tités. 

En  effet,  élevons  au  carré  les  équations  (i)  et  ajou- 
tons-les. En  observant  que  Ton  a 

X'-hY^-l-Z'  — R% 

cos'a  -h  cos'p  -h  cos'7  ---^  1 , 
cos*  a'  -4-  cos'  p'  -h  cos*  7  '  —  1 , 


il  viendra 

R»  r=  F» -h  P'» -[-?">  +  ... 

H-  aPP'  (cosa  ces  a'  +  cosp  cosf'  -h  COS7  cosy'  ) 

Mais  si  l'on  désigne  par  (P,  P')  Tangle  que  font  entre 
elles  les  directions  des  forces  P  et  P',  on  a 

cosa  cosa'  -h  cosp  cosp'  -h  COS7  CO87'  =  cos(P,  P'). 

Par  conséquent,  on  a 

(  R'i==P>-hP'=-hP''»-4-... 

(3)    ' 

^     ^      (  H-2PP'C0S(P,  P')-h2PP"cOS(P,  P*')-^..., 

formule  où  la  grandeur  de  la  résultante  est  exprimée  en 

fonction  des  intensités  des  forces  et  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles. 

Si  Ton  considère  R,  P,  P',.  •  •  comme  les  côtés  d'un 
polygone,  cette  équation  donnera  la  valeur  d'un  côté  en 
fonction  des  autres  côlés  et  des  angles  que  ces  côtés  font 
entre  eux.  Il  en  résulte  ce  théorème  :  Le  catré  d*un  côté 
d*un  polygone  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  autres 
côlés,  plus  deux  fois  la  somme  des  produits  de  ces  der» 
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niers  côtés  pris  deux  à  deux  et  multipliés  par  le  cosinus» 
de  V angle  qiiils  forment. 

21 .  Au  lieu  de  décomposer,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  la  force  P  en  trois  forces  dirigées  suivant  les  trois 
axes  Ax,  Ay,  A^,  on  peut  la  décomposer  en  deux  forces 
agissant,  Tune  suivant  Ax,  et  Tautredans  un  plan  zKy 
perpendiculaire  a  Ax.  La  composante  suivant  Ax  est 
représentée  en  grandeur  et  en  signe  par  Pcosa.  On  dit 
alors  que  P  cosa  représente  la  force  P  estimée  suii^ant  la 
direction  A  X.  Sous  ce  point  de  vue,  les  équations  (i)  don- 
nent lieu  au  théorème  suivant  : 

La  résultante  de  plusieurs  forces,  estimée  suisfant  un 
axe  quelconque,  est  égale  à  la  somme  de  ces  forces  esti- 
mées suix^ant  le  même  axe, 

COADITIOfiS    D^ ÉQUILIBRE   DE    PLUSIEURS    FORCES 

CONCOURANTES. 

22.  Pour  que  plusieurs  forces  appliquées  à  un  même 
point  se  fassent  équilibre,  il  faut  que  leur  résultante  soit 
nulle.  Or,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  la 
question  précédente,  on  a 


On  devra  donc  avoir 

X  rr:  O,      Y  :=  O,      Z  =  O, 

c'est-à-dire 

(  P  Gosa  -h  P'  cosa'  H-  P^  cosa"  4-    •  •  --  o, 

(0  ^   PcOSp     r-P'c0Sp'-l-P''C0Sp"-^-.  .  .     -o, 

(  P  C0S7  -f-  F  C057'  4-  p"  cosv"  -r-  .  .  .    -  o, 

et  réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  il  j 
aura  équilibre,  puisque  la  résultante  sera  nulle. 

23.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  ces  conditions  sont 
remplies.  Tune  quelconque  des  forces  sera  égale  et  oppo- 
sée à  la  résultante  de  toutes  les  autres. 
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En  eflfet,  désignons  par  R'  la  résultante  des  forces  P', 
P'',  P'", . . . ,  et  par  a',  i',  c'  les  angles  que  cette  résul- 
tante fait  avec  les  axes  ;  nous  aurons 

(    R'  COSrt'  zr-.  P'  COSa'  -f-  P"  COSa*"  -+-.., 
(l)  I    R'  COSy  ==:  P'  CCS  P'  -¥  P"  COSP"  -+-...  , 

(  R'  ces  c'  ^  P'  C0S7'  -t-  P"  COS7''  -f- 

La  comparaison  de  ces  équations  et  des  équations  (1) 

donne 

[  P  cosa  —  ~  R'cosa', 

(3)  )  Pcosprr.-  R'cosp', 

(   P  ces 7  :=  —  R'  COS7'; 

d'où  Ton  tire,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à 

membre, 

P>  —  R'»     ou     P  -  R', 
et,  par  suite, 

cosa  :=r  —  cosfl',     cos  ^  =z  —  cos  6',     cosy  — -       cosc% 
ou  bien 

d'où  Ton  conclut  que  la  force  P  est  bien  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  R'  des  forces  P',  P",  P'",. . . . 


ÉQUILIBRE    n'uir    POINT    ASSUJETTI    À    SE    MOUVOIR 

SUR    UNE    SURFACE. 

24.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  point  A, 
k  part  Taction  des  forces  P,  P',  P'', . . . ,  était  parfaitement 
libre  dans  Tespace.  Les  conditions  d'équilibre  ne  seraient 
plus  les  mêmes  si  le  point  était  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée. 

Dans  le  premier  cas,  si  le 
pointÂ  est  sollicité  par  une  force 
R  normale  à  la  surface  considé- 
rée; il  devra  être  en  repos.  Car 
il  ne  pourrait  commencer  à  s'é- 
loigner de  sa  position  que  sui- 
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yanl  la  direction  d^unc  des  langentes  à  1a  surface  au 
point  A,  et  comme  toutes  les  tangentes  font  un  angle 
droit  avec  la  direction  AN  de  la  force,  il  n'y  a  pas  de 
raison  pour  que  le  mouvement  naisse  dans  un  sens  plutôt 
que  dans  un  autre;  donc  le  point  A  restera  en  repos. 

Au  contraire,  si  le  point  A  est  sollicite  par  une  force  S, 
dont  la  direction  ne  soit  pas  normale  à  la  surface,  il  ne 
restera  pas  en  équilibre.  En  edet,  on  peut  décomposer  la 
force  S  en  deux  autres,  Fune  dirigée  suivant  la  nor- 
male AN  à  la  surface,  l'autre  suivant  Tune  des  tangentes 
AT  à  cette  surface,  savoir  celle  qui  est  à  Tintersection  du 
plan  tangent  et  du  plan  SAN.  La  première  force  ne  fera 
que  presser  le  point  sur  la  surface;  mais  la  seconde  aura 
tout  sou  effet,  et  dès  lors  le  point  A  glissera  sur  la  sur- 
face. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
point  A,  placé  sur  une  surface  et  sollicité  par  des  forces 
quelconques  P,  P',  P", . . . ,  reste  en  équilibre,  est  que  ces 
forces  aient  une  résultante  R  normale  à  la  surface. 


FJC-  9- 


25.  Pour  exprimer  cette  condition  par  l'analyse,  pre- 
nons trois  axes  rectangulaires 
quelconques  Ox,  Oy^  Oz,  Ap- 
pelons a,  /3,  y\  «',  P',  y';..., 
les  angles  que  font  les  forces  P, 
P',  P'', . . .  avec  les  axes.  Il  y 
aura  équilibre  si  nous  introdui- 
sons une  force  N  égale  et  direc- 
tement opposée  à  R.  Donc  si  X, 

|x,  V  désignent  les  angles  que  la  force  N  (dirigée  suivant  AI 

ou  hV)  fait  avec  les  axes,  nous  aurons 


(•) 


N  CCS  >  -h  P  cosa  -h  P'  cosa'  -'r- . . .  ^=  o, 
N  cosp  -f-  P  cosp  -f-  P'  cosp'  ^- . . .  =  o. 
(  N  ces  V  -f-  P  COS7  -i-  P'  C0S7'  -;-   . .  =  o. 


Ces  trois  équations  peuvent  être  mises  sous  une  forme 
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plus  simple.  En  effet,  soit 

(2)  /(^,^,  8)l=0 

réauatîon  de  la  surface  ;  on  aura 
(3)  cosXr=±: — .=:=^ 


\/m'-m^m 


Il  faut  laisser  le  double  signe,  parce  que  la  force  incon- 
nue N  peut  tirer  de  A  vers  I  ou  de  A  vers  F.  Si  l'on  pose, 

pour  abréger, 

t 


v/(l)'-il)'-(i7 


on  a 

(4)  COSX=:V^,        cOStt=:V^,        COSv  =:.  V  ^• 

^^'  €ix  ^  dy  dz 

De  plus,  si  X,  T,  Z  désignent  les  sommes  algébriques 
des  forces  P,  P',  P^v?  estimées  suivant  les  axes  Ox,  Oy, 

Oz,  on  a 

X  =r  P  cosa  -f  P'  cosa'  -+-..., 

Y  =^  P  cosp  -f-  P' cosp' -f  .  .  . , 

Z  =::  P  COS7  -f-  P'  COS7'  H-  .  .  .  • 

Les  équations  (i)  deviennent  donc 

(5)  ^NV^H-Y^o, 

dz 

Comme  N  est  une  inconnue  auxiliaire,  on  trouvera  les 
conditions  d^ équilibre  cherchées  en  éliminant  N  ou  N\ 
entre  ces  équations,  ce  qui  donne 

djc       djr       dz 
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On  énonce  ce  résultat  en  disant  que  les  sommes  des 
forces  estimées  suwant  trois  axes  dowent  être  propor^ 
tionnelles  respectivement  aux  dénuées  partielles  du  pre^ 
mier  membre  de  t équation  de  la  surface,  rapportées  au 
point  d^ application, 

26.  Si  les  équations  (6)  sont  vérifiées,  il  y  aura  équi- 
libre, et  il  sera  facile  de  connaître  le  sens  suivant  lequel 
agit  la  résultante  des  forces  P,  P',  P^"^, .  . . ,  car  on  a 

-""-=1= 

ce  qui  montre  que  V  est  de  signe  contraire  a  Tun  quel- 
conque de  ces  quotients.  Quant  à  N,  qui  est  la  pression 
exercée  sur  la  surface  par  les  forces  données,  elle  sera 
représentée  par  Tun  des  trois  quotients 

X  Y  Z 


T 

Z 

d/~ 

■rf/ 

dy 

dt 

7.» 77.» 


y±  S±  y^ 

dx  iiy  dz 

27.  Les  deux  équations  de  condition,  trouvées  plus 
haut,  auraient  pu  être  établies  plus  rapidement,  en  obser- 
vant que  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  résultante  des 
forces  P,  P',  P'', . . .  avec  les  axes  sont  proportionnels  à 

X,     T,     Z, 

et  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  AN  avec 
les  mêmes  axes  sont  proportionnels  à 

dx       djr       dz 

On  exprimera  que  ces  deux  directions  coïncident,  en  écri- 
vant que  leurs  cosinus  sont  proportionnels,  c'est-à-dire 
que 

2L  — Z  — ^ 

dx       dy       dz 
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28.  Si,  donnant  seulement  les  directions  et  les  inten- 
sités des  forces  P,  P',  P'', .  . . ,  on  ne  fixait  pas  la  position 
du  point  A  sur  la  surface,  il  faudrait  joindre,  aux  deux 
équations  d'équilibre,  l'équation  de  la  surface 

ce  qui  déterminerait  complètement  les  coordonnées  du 
point  A. 

ÉQUILIBRE    d'un    POINT    ASSUJETTI    A    DEMEURER 

SUR    UNE    COURBE 

29.  Supposons  maintenant  que  le  point  d'application 
des  forces  P,  P',  P'', . . .  soit  assujetti  à  demeurer  sur  une 
courbe  fixe  LM. 

On  fera  voir,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équilibre  ait  lieu,  est 
que  la  résultante  R  de  toutes  ces 
forces  soit  perpendiculaire  a  la 
tangente  AT  a  la  courbe,  c'est- 
à-dire  située  dans  le  plan  nor- 
mal mené  par  le  point  A.  Or,  en  appelant  a,  i,  c  les 
angles  que  la  résultante  fait  avec  les  axes,  on  a 

X  Y  Z 

(l)  00511  =  ~>       COS^=:— -j       COSC  =  ■-- 

D'ailleurs,  or,^,  z  étant  les  coordonnées  du  point  A, 
et  ds  la  différentielle  de  l'arc  de  courbe,  la  tangente  AT 
fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

<ix       djr       dz  ^ 

ds        ds        ds^ 

donc 

^^_       TL  dx       Y  dx       Z  dz 
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donc,  comme  Tangle  RAT  est  droit,  on  aura 

cosRAT  =  o 
on 

(a)  X£/jr-hY£(r-f-Zi/z  =  o; 

c'est  la  seule  condition  d^équilibre  dans  le  cas  actuel. 

Si  le  point  A  n'était  pas  donnd  d'avance,  on  aurait 
pour  le  déterminer  l'équation  (s)  et  les  équations  delà 
courbe. 

30.  Quand  le  point  A  est  donné,  on  peut  choisir  la 
tangente  AT  pour  l'un  des  axes,  Taxe  desx  par  exemple, 
et  alors,  en  décomposant  chaque  force  en  deux  autres, 
l'une  dirigée  suivant  la  tangente  AT,  et  l'autre  située 
dans  le  plan  normal,  on  voit  que  la  seule  condition  d'é- 
quilibre sera 

(3)  X  =  o, 

puisque  les  forces  normales  à  la  courbe  ne  peuvent  pro- 
duire aucun  effet.  C'est  ce  que  donne  encore  l'équation 
générale,  car  dans  ce  cas  on  a 

fiy  dz 

et  Féqnation  (a)  se  réduit  à 

X=:  o. 


SruRii.  —  Méc.y  I. 


l8  COVRS  DE   MÉCiLlflQUE. 


TROISIÈME  LEÇON. 

œilPOSmON  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  PARALLÈLES. 

Composition  de  deux  forces  parallèles.  —  Couple.  —  Composition  d*un 
nombre  quelconque  de  forces  parallèles.  —  Centre  des  forces  parallèles. 
—  Théorème  des  moments.  —  Calcul  des  coordonnées  da  centre  des 
forces  parallèles.  —  Équilibre  des  forces  parallèles. 


COUPOSlTlOn  DE  DEUX  FORCES  PARALLELES.  COVPLE. 

31.  On  sait  que,  si  deux  forces  P  et  Q,  parallèles  et 

dirigées  dans  le  même  sens, 
sont  appliquées  respectivement 
a  deux  points  A  et  B  liés  inva- 
riablement entre  eux,  elles  ont 
une  résultante  R  égale  à  leur 
somme  P  +  Q,  dirigée  dans  le 

même  sens  et  appliquée  en  un  point  C  de  AB  tel,  que 

Ton  ait 

P  __Q  _  JL. 
BC  ~"  CA  ~"  AB' 

Quand  les  deux  forces  agissent  en  sens  contraires,  la 
^»e-  "3«  résultante  R  est  égale  à  leurdij^ 

férence  P — Q  si  l'on  a  P >  Q, 
tire  dans  le  même  sens  que  la 
force  P,  et  sa  direction  rencon- 
tre le  prolongement  de  AB  en 
un  point  C,  situé  du  côté  du 
point  A  et  tel,  que  Ton  ait  encore 

BC""CA  ""  ad' 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  deux  forces  parallèles  et 
leur  résultante,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois  forcer 


li 
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parallèles  qui  se  font  équilibre  sont  proportionnelles 
chacune  à  la  distance  des  points  d'application  des  deux 
autres. 

32.  Dans  le  cas  de  deux  forces  de  sens  contraires,  on 
aura 

R  =  P-.Q,     BC  =  ^^— ^. 

Si  Q  =  P,  on  a  R  =  o  et  BC  =  oo  .  Ainsi,  le  système 
de  deux  forces  parallèles,  égales  et  de  sens  contraires, 
qui  n*agissent  pas  suit^ant  la  même  droite,  rCa  pas  de 
résultante.  Un  pareil  système  se  nomme  un  couple. 

33.  On  peut  démontrer  directement  qu'un  couple  n'a 
pas  de  résultante.  En  effet,  supposons  que  le  couple  (P,  Q) 

ait  une  résultante  R.  En  faisant 
pivoter  le  couple  en  même  temps 
que  la  force  R  autour  du  milieu 
O  du  bras  du  levier  AB ,  on 
amène  la  force  P  à  prendre  la 
place  de  Q  el^ice versa;  R  aura 
pris  la  position  R'.  Mais  dans  cette  nouvelle  position  on 
aura  le  même  couple  qu'auparavant.  Il  en  résulte  que  ce 
couple  aurait  deux  résultantes  différentes  R  et  R',  ce  qui 
est  impossible  (8).  Donc  un  couple  ne  peut  pas  être  rem- 
placé par  une  force  unique. 

couPosmoR  d'un  nombre  quelconque  de  fobces 

PARALLÈLES. 

34*  Soient  P,  P',  P^, . .  •  plusieurs  forces  parallèles  ap- 
pliquées à  des  points  A,  A',  A^^ . . .  liés  entre  eux  d'une 
manière  fixe  et  invariable,  et  supposons  d'abord  que  toutes- 
ces  forces  tirent  dans  le  même  sens.  Le  point  d'applica- 
tion G  de  leur  résultante  s'obtiendra  en  composant  Ics- 
deux  premières  forces,  puis  la  résultante  des  deux  pre- 
mières avec  la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  La  résultante 

a. 
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des  forces  P,  P',  P'', . .  .  sera  évidemmenl  parallèle  à  ces 
forces  et  égale  à  leur  somme. 

Admettons,  en  second  lieu,  qu'un  certain  nombre  de 

forces  P,  P',  P",  par  exemple, 
.j(^  agissent  dans  un  sens,  et  les  au- 

-Ç ),  très  P"',  P*^  dans  le  sens  con- 

traire.  On  composera  d^abord 


B 


R^  les  forces  P,  P',  P''  en  une  seule 

R,  =  P  -h  P'  -f-  P^,  appliquée 
au  point  D;  puis  les  forces  P*"'  et  P*'  en  une  seule 
R,  =  P'^H-  P*^,  appliquée  au  point  E  et  parallèle  à  Rj, 
Alors,  SI  la  force  Ri,  par  exemple,  est  plus  grande  que  Rt, 
la  résultante  totale  sera  une  force 

R  =  R,  —  R,  =  P  -f-  P'-f-  P'—  P"—  P'\ 

appliquée  en  un  point  O  déterminé  par  la  proportion 

OD       R, 

oe"~r;' 

35.  Si  l'on  avait  R|  =:  Ri  et  si  le  point  E  n'était  pas 
sur  la  direction  de  Ri,  le  système  des  forces  proposées  se 
réduirait  à  un  couple. 

CEMTRE  DES  POUCES  PARALLÈLES. 

36.  Le  point  d'application  de  la  résultante  d'un  sys- 
tème de  forces  parallèles  ne  dépend  que  des  rapports  de 
grandeur  qu'ont  ces  forces  entre  elles  et  de  la  figure  for- 
mée par  leurs  points  d'application,  d'où  résulte  ce  théo- 
rème :  Si  l'on  change  simultanément  les  directions  et 
les  intensités  de  toutes  les  forces,  de  manière  que,  pas- 
sant toujours  par  les  mêmes  points  d^ application ^  elles 
conservent  les  mêmes  rapports  de  grandeur  et  leur  pa^ 
rallélisme,  la  résultante  de  toutes  ces  forces  passera  tou- 
jours par  le  même  point. 

Ce  point  est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 
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37.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  par  le 
calcul  la  position  du  centre  des  forces  parallèles. 

Considérons  en  premier  lieu  deux  forces  P  et  P'  tirant 
Fig.  i5.  dans  le  même  sens.  Soient  A  et  A' 

leurs  points  d^applicaiion,  et  C 
celuiide  leur  résultante  P  -H  P'. 
Prenons  trois  axes  rectangu- 
laires, et  soient 

AB  =  z,     A'B'  =  z',     CF  =r  «,. 

Menons  HCH'parallèle  k  BW . 
Les  deux  triangles  CAH,  CA'H'  donnent 


tt\ 

AH         CA 

vO 

AH'  ""<ÎA' 

ou 

z.— z        F 

z— *,  ""  P 

d*où  Ton  tire 

C^) 


(PH-P')z,  =:PzH-P'z'. 


L'expression  P^,  ouïe  produit  de  la  force  P  multipliée 
par  la  distance  de  son  point  d'application  au  plan  xOjr, 
comptée  sur  une  direction  parallèle  a  0^,  est  ce  qu'on 
appelle  le  moment  de  la  force  P  par  rapport  à  ce  plan  et 
à  cette  direction.  Le  plus  ordinairement  cette  direction 
est  perpendiculaire  au  plan  xOjr  :  dans  tous  les  cas, 
l'équation  (2)  montre  que  le  moment  de  la  résultante  de 
deux  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan  est  égala 
la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  ce 
plan. 

38.  De  là  on  conclut  aisément  que  si  l'on  a  un  nombre 
quelconque  de  forces  P,  P',  P'', . . .  parallèles  et  de  même 
sens,  appliquées  en  des  points  A,  A',  A", . . .  situés  d'un 
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même  côte  du  plan  xOjr^  on  aura 

(3)  R».  =  Pz-f-P'»'-4-P''»''-4-..., 

R  étant  la  résultante  et  Zi,  z,  z\  z'\ ...  les  distances  au 
plan  xOy,  comptées  parallèlement  à  l'axe  des  js,  des 
points  d*application  des  forces. 

39.  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  forces  P 

et  P'  parallèles  et  de  sens  con- 
traires. Soient  A,  A'  et  C  les 
points  d'application  des  deux 
forces  et  de  leur  résultante.  Po- 
sons 

AB  =  «,     A'  B'  =  »%    CF  =  «,. 

Menons  CHH'  parallèle  à  BB^, 
nous  aurons 


AH 
A' H' 


s—  z. 


CA^ 
CA' 

P' 


On  déduit  de  U 

(2)  «,(P  — P')=P»— PV. 

Par  conséquent,  le  moment  de  la  résultante  de  deux 
forces  qui  agissent  en  sens  contraires  est  égal  à  la  dif- 
férence des  moments  de  ces  forces, 

40.  Enfin,  considérons  plusieurs  forces,  dont  les  unes, 

P,  P',  V"j  tirent  dans  un  sens, 
et  les  autres,  P"',  P'^,  tirent  dans 
le  sens  opposé. 

La  composition  des  forces  P, 
P',  P''  donnera  une  résultante 

R,=:P-4-P'-4-P'^ 

appliquée  au  point  D,  et  Ton 


Fig.  17, 


s 
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aura 

(i)  R..DI  =  Pa  4-  P'a'-+-  ^'t'. 

La  composition  des  forces  P'^  et  P*^  donnera  une  résul- 
tante 

R,=  P*'-4-P«* 

appliquée  en  E,  et  Ton  aura 

(a)  R,.EB  =  P*'«^-+-  P«»»»\ 

Donc,  si  R  esl  la  résultante  de  toutes  les  forces,  G  son 
point  d^application,  et  si  Ton  pose  GK  =  4^1,  on  aura,  en 
supposant  Ri  >  Rf , 

R=R.— R„ 

Ra,r=  R,.DI  =  R,.EH, 
ou  bien 

^   '         1  R«,  =  Pz+P's'-4-P^»*'— P-'i"'— P«»»«\ 

41  •  On  voit  que  ces  deux  équations  rentrent  dans  les 
suivantes  : 

I     R=rP-f-P'+P''-4-P*'-«-P'% 
^^^         I  R«.=  Pz-|-P'«'H-P''«''-+-P*'z*'-f-P«^«'% 

pourvu  que,  regardant  comme  positîi^es  les  forces  qui 
agissent  dans  un  sens,  on  regarde  comme  négatives  celles 
qui  agissent  dans  le  sens  contraire.  A  Taide  de  cette  con* 
vention,  on  peut  dire,  en  général,  que  le  moment  de  la 
résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  par  rapport  à 
un  plan  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  de 
ces  forces. 

42.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  points 
d^application  des  forces  étaient  situés  du  même  côté  du 
plan  xOjr^  mais  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire,  et 
le  théorème  des  moments  a  toujours  lieu  eu  regardant  les 
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quantités  désignées  par  z^  z\  z^\» .  .^Zi  comme  positives 
pour  des  points  situés  d^un  certain  côté  du  plan,  et  comme 
négatives  pour  des  points  situés  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  A',  A^, . .  • ,  auxquels  sont  appli- 
quées les  forces  considérées,  étant  situés  d^une  manière 
ir,g.  ,3,  quelconque,    menons    le   plan 

a/(yjr'  parallèle  à  xOjy  et  à  une 

distance  00'  =  h  assez  grande 

X         pour  que  tous  les  points  A,  A', 

^         A", . . .  soient  au-dessus  du  plan 

x'O'y.  Alors  si  Z,  Z',  Z'', .... 
Zi  désignent  les  distances,  comp- 
tées parallèlement  kOz,  des  points  d'application,  au  plan 
x'Oy^  on  aura 

RZ.  =  PZ  H-  FZ'  -h  P^Z"  -I- ...  ; 
mais,  à  cause  de  R  =  P  -h  P'  -h  F'  -h . . . ,  on  a 

R//=P/i-h  pVi4-P"//-4-...; 
donc,  en  retranchant  membre  à  membre, 

R(Z.-.A)=P(Z-/i)-+-P'(r--A)-+-P''(Z"-.^)H-.... 

Mais  on  sait  qu'en  ayant  égard  aux  signes  des  coordon- 
nées, on  a  toujours 

Z  —  /i  =Zf    TJ  —  //  =  s', . . . ,     Z,  —  /i  =  z,  j 

donc  on  aura,  dans  tous  les  cas, 

Rz,  ==  P«  4-  P'z'  -f-  P''z"-f- . . .. 

CALCUL   DES  GOOIlDONlfÉES    DU    CENTRE   DE    PLUSIEURS 

FORCES    PARALLÈLES. 

43.  Si  Ton  applique  le  théorème  des  moments  à  trois 
plans  coordonnés,  on  aura,  pour  déterminer  la  grandeur 
de  la  résultante  R  d'un  système  de  forces  parallèles,  et 


TBOISIÈME   LEÇOlf.  23 

les  coordonnées  Xi,  j^t,  z^  de  son  point  d'application,  les 
quatre  équations 

IRx,  =  Px  -+-  P'x'  4-  P''^"  -r  .  .  .  , 
Rr.  ^  P^  -^  P>'  ■+-  PV+  •  •  I 
Rz.  —  Pz  -hP'z'-4-P"z"-H.... 

Quand  les  coordonnées  sont  obliques,  on  peut  rempla- 
cer les  JCjjr^  z  par  les  perpendiculaires  abaissées  des  divers 
points  sur  les  plans^Oz,  xOz,  xOy\  car  cela  revient 
à  multiplier  chacune  des  équations  (2)  par  le  sinus  de 
Tangle  que  fait  l'axe  correspondant  avec  le  plan  des  deux 
autres  axes. 

44.  Si  le  plan  xOy  était  mené  par  le  centre  des  forces 
parallèles,  on  aurait  Z|  =  o,  et  par  suite  Rz|,  ou 

(3)  Pz4-P'2'4-P''*"-f-...=o. 

Donc  la  somme  algébrique  des  moments  d^un  système 
de  forces  parallèles,  par  rapport  à  tout  plan  guipasse 
par  le  centre  de  ces  forces,  est  nulle»  Et  réciproquement, 
si  la  somme  algébrique  des  moments  d*un  système  de 
forces  parallèles,  par  rapport  à  un  plan,  est  nulle,  ce 
plan  contient  le  centre  de  ces  forces,  car  de 

P2-»^P'z'4-P"2"  +  ...  =  o 

on  déduit  Rzi  -=  o,  et,  par  suite,  z^  z=  o. 

45.  Si  le  système  des  forces  proposées  se  réduisait  à  un 
couple,  on  aurait  R  =:  o  et 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  résultante,  comme  on 
le  sait  déjà. 

46.  On  peut  encore  déduire  des  formules  ce  fait,  d'ail- 
leurs évident  par  la  construction  géométrique,  que  si  tous 
les  points  d'application  sont  dans  un  même  plan,  le  cen- 
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tre  des  forces  sera  dans  ce  plan.  En  effet,  si  Ton  prend 
ce  plan  pour  plan  des  xy^  on  aura  2  =  o,  z'  =  o, . . . ,  et 
la  troisiènfie  des  formules  (a)  donnera  Z|  =  o.  On  verra 
de  même  que  si  tous  les  points  A,  A',  A^, . .  •  sont  sur  une 
ligne  droite,  le  centre  des  forces  parallèles  sera  sur  cette 
ligne. 

ÉQUILIBRE    DES    FORCES    PARALLÈLES. 

47.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  plu- 
sieurs forces  parallèles  P,  P', 
P', ...  se  fassent  équilibre,  est 


K 


'^'  T*'     I  que  l'une  d'elles,  P  par  exem* 


pie,  soit  égale  et  directement  op- 
posée à  la  résultante  R'  de  toutes 
les  autres.  Pour  exprimer  cette 
condition  par  Tanalyse,  prenons 
trois  axes,  dont  Tun  OZ  soit  pa- 

^  rallèle  à  la  direction  des  forces. 

La  force  P  et  la  force  R'  se  faisant  équilibre,  on  doit 

avoir 

R'— —  P     ou     P-f-R'  =  o; 

mais 

R'  —  P' -4- ?"-+-.... 

Donc  une  première  condition  d^ équilibre  est  qun  l'on  ait 

(i)  P-hP'H- P*'-4-...  =  o. 

Il  faut,  en  outre,  que  les  directions  des  forces  P  et  R' 
coïncident,  par  conséquent  que  Vx  et  \y  de  leurs  points 
d'application  soient  les  mêmes.  Or,  si  a  et  J3  sont  les  coor- 
données du  point  K,  où  est  appliquée  la  force  R',  on  doit 
avoir  (43) 

R'p=rzpy-f.pv'-4--... 

Mais  Duisque  «  =  x,  13=/,  R'  =  —  P,  il  en  résulte 
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ces  deux  nouvelles  équations  d'équilibre 

(2)  PjrH-P'jr'-f-P''jî^-+ .  .    —  O, 

(3)  p^^P'y^-P-'y'^  .    ^o. 

48.  Réciproquement,  si  les  coudi lions  (1),  (a)  et  (3) 
sont  remplies,  la  force  P  sera  égale  et  direcleuient  op- 
posée à  la  résultante  R'  des  autres  forces,  et  il  y  aura 
équilibre. 

49.  Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  sont  données  par  les  trois  équations 

l  P    ^-P'    -f  r     4-...:r-o, 

(4)    4  ]    P*  4-  P'*'-4-  P^X'^-I    .      .  :^  O, 

1    Pj  -î-  9' y  4-  P"  j"  -h  ...  ni  o. 

On  les  énonce  ordinairement  en  disant  que  la  somme 
algébrique  des  forces  doit  être  nulle,  et  que  la  somme 
algébrique  des  moments  des  forces ^  par  rapport  à  deux 
plans  parallèles  à  leur  direction,  doit  être  nulle  pour 
chacun  de  ces  deux  plans. 

50.  Quand  le  système  renferme  un  point  Gxe  O,  les 
forces  proposées  ne  peuvent  pas,  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre, se  réduire  à  un  couple.  En  eiret,si  l'équilibre  existe, 
le  point  O  éprouve  une  certaine  pression,  déterminée  de 
grandeur,  de  direction  et  de  sens.  Par  conséquent,  si  Ton 
remplaçait  la  fixité  du  point  O  par  une  force  L  égale  et 
directement  opposée  à  cette  pression,  il  devrait  y  avoir 
encore  équilibre;  donc  un  couple  et  une  force  unique  se 
détruiraient,  ce  qui  est  absurde. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  d'un  point  fixe,  les 
forces  doivent  avoir  une  résultante  unique,  dont  la  direc- 
tion passe  par  le  point  fixe,  sans  quoi  cette  force  et  la 
force  L  ne  pourraient  se  faire  équilibre.  Celte  condition 
est  d'ailleurs  suffisante. 

Or,  si  Ton  prend  le  point  fixe  pour  origine  et  Taxe 
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des  z  parallèle  à  la  direction  des  forces,  la  résultante  des 
forces  devant  être  dirigée  suivant  cet  axe,  ses  moments, 
par  rapport  aux  plans  zOx  et  zOy^  devront  être  nuls, 
et  par  conséquent  on  aura 

(   Pjr-f-P'x'4-P***'4-...  =  0, 
^^'  I  P^-}-PVh-PV'-+-...=:o. 

Dans  ce  cas  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  à 
deux. 

Si  le  point  fixe  était  le  centre  des  forces  parallèles,  ces 
conditions  seraient  remplies  d'elles-mêmes.  Par  consé- 
quent V équilibre  existe  dans  un  système  de  forces  pa- 
rallèles quand  on  fixe  le  centre  de  ces  forces,  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

Notions  sur  la  pesanteur.  —  Poids.  —  Centre  de  gravité.  —  Poids  spéci- 
fique. —  Densité.  —  Centre  de  gravité  d*un  assemblage  de  poids.  — 
Propriétés  du  centre  de  gravité.  —  Centre  de  gravité  des  lignes. 


ê 
nOTIONS    SDR  LA    PESANTEUR. 


51.  Od  appelle /7eja/i£eiir  ou  graràe  la  force  qui  sol- 
licite tous  les  corps  vers  la  surface  de  la  terre.  Elle 
s'exerce  sur  chaque  particule  matérielle,  suivant  une  di- 
rection perpendiculaire  à  la  surface  de  la  terre,  ou  plutôt 
à  la  surface  des  eaux  tranquilles.  Cette  direction  est  ap- 
pelée 'verticale. 

Comme  les  corps  que  nous  considérons  ont  toujours 
des  dimensions  très-petites  relativement  au  rayon  ter- 
restre, il  est  permis  de  regarder  les  verticales  menées  des 
différents  points  d*un  même  corps  comme  parallèles  entre 
elles. 

L'intensité  de  la  pesanteur  varie  avec  la  latitude  et 
avec  la  hauteur  du  corps  \  mais  on  peut,  sans  erreur  ap- 
préciable, supposer  cette  intensité  constante  aux  divers 
points  d'un  même  corps. 

POIDS.  —  ceutre  de  gravité. 

52.  La  force  de  la  gravité  ne  s'exerce  pas  seulement 
sur  les  molécules  situées  à  la  surface  d'un  corps;  elle 
sollicite  également  toutes  ses  particules,  puisqu'il  faut  le 
même  effort  pour  soutenir  un  corps  que  pour  soutenir 
les  différentes  parties  dans  lesquelles  on  le  décompose. 

Un  corps  pesant  peut  donc  être  considéré  comme  un 
assemblage  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  ma- 


I 
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nicre  invariable  et  sollicités  par  de  petites  forces  paral- 
lèles, puisqu'elles  agissent  toutes  dans  la  verticale,  et  de 
même  sens.  La  résultante  de  toutes  ces  forces  est  appelée 
le  poids  du  corps,  et  leur  centre  est  dit  le  centre  de  grat- 
uité du  corps. 

53.  La  direction  du  poids  du  corps  passera  toujours  par 
le  centre  de  gravité,  quelle.que  soit  la  position  du  corps, 
et  le  corps  demeurera  en  équilibre,  si  Ton  fixe  le  centre 
de  gravité. 

De  là  résulte  un  moyen  de  déterminer  par  Texpérience 
le  centre  de  gravité  d^un  corps.  Car  si  Ton  suspend  le 
corps  à  un  point  fixe,  par  un  fil  flexible,  la  direction  de 
ce  fil,  quand  Téquilibre  est  établi,  doit  passer  par  le  cen- 
tre de  gravité.  Donc,  si  Ton  suspend  le  corps  dans  deux 
positions  difiérentes,  son  centre  de  gravité  sera  déterminé 
par  Tintersection  des  deux  directions  du  fil. 

POIDS    SPÉCIFIQUE.    —   DENSITÉ. 

54.  Quand  la  matière  d'un  corps  est  homogène^  des 
volumes  égaux  de  ce  corps  ont  des  poids  égaux;  en  d'au- 
tres termes,  le  poids  est  proportionnel  au  volume. 

Si  Ton  compare  entre  eux  deux  corps  homogènes,  for- 
més de  substances  différentes,  les  poids  de  chacun  d  eux, 
sous  le  même  volume,  sontdiflcrents. 

On  appelle  pesanteur  spécifique  d'un  corps  le  poids  de 
Tunité  de  volume  de  ce  corps.  Si  u  désigne  ce  poids,  P  le 
poids  du  corps  et  u  le  volume,  on  aura  donc 

P  =  CJP. 

On  prend  pour  unité  de  poids  le  poids  de  i  centimètre 
cube  d'eau  distillée,  h  son  maximum  de  densité,  c'est-à- 
dire  à  la  température  de  4^,i.  Le  poids  d'un  corps  varie 
avec  le  lieu  où  il  est  placé;  mais,  comme  les  poids  de  tous 
les  corps  varient  dans  le  même  rapport,  le  poids  d'un 
corps  quelconque  exprimé  en  grammes  est  le  même  par- 
tout. 
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55.  Quand  un  corps  n*cst  pas  homogène,  on  nomme* 
densité  moyenne  le  rapport  du  poids  de  ce  corps  k  son 
Tolume.  On  appelle  densité,  en  un  point  M  de  ce  corps^ 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  densité  moyenne  d'un  vo- 
lume de  matière  tout  autour  du  point  M,  quand  ce  volume 
tend  vers  zéro.  La  densité  d*un  corps  non  homogène  est 
ordinairement  une  fonction  continue  des  coordonnées  de 
ses  différents  points. 

CEUTRE    DB   gravité   d'u»    assemblage   UB  iCORPS. 

56.  Quand  on  connaît  les  poids  et  les  centres  de  gra- 
vité de  plusieurs  corps  liés  entre  eux  d'une  manière  inva- 
riable, on  peut  trouver  le  centre  de  gravité  de  leur  en- 
semble, soit  par  la  composition  successive  des  poids  de  ces 
corps,  soit  par  le  théorème  de^  moments. 

Soient  A  (x.y,  z),  A'(x',  y,  z'),  A"  (x",  y\  z"),... 
les  centres  de  gravité  de  différents  corps,  dont  les  poids 
sont  p,  p\  p^,....  Nommons  P  le  poids  total  et  Xi,  j^i,  i, 
les  coordonnées  du  centre  de  gravi  té  du  système  ;  on  a  (  43  ) 

(i)  ?=//+;»' -h/?'' -!-..., 

IPx,  ^=px  -4-  p'x'  -+-  p"x"  -^    . .. , 
Pz,  ™ /?«  4-  /?'  z'  -I-  /?"  «"  -:-..., 

équations  qui  font  connaître  P,  Xi,  y^  et  Zj. 

Quand  les  corps  sont  homogènes,  on  peut,  dans  les  éga- 
lités précédentes,  substituer  les  volumes  aux  poids  corres- 
pondants. 

57.  Si  Tun  des  plans  coordonnés,  par  exemple  le  plan 
des  xy^  contient  le  centre  de  gravité,  alors  jE|  =o,  et 
Ton  a 

(3)  pzA-p' t'-hp^'iT-^^'  .  — o, 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  moments  des  poids,  par 
rapport  à  tout  plan  passant  parle  centre  de  grai^ité  du 
système^  est  égale  à  zéro. 


i2  COLES    DE    MÊCAMIQUE. 

PBOPRïÉTÉS    DU    CEKTHS    DE    GBÀVITÉ. 

58.  Soient  A  [xyjr.z),  A'(x',jr\z'),  A''(.^^J^  «''),... 

les  centres  de  grai^ilé  de  plu- 
sieurs corps  dont  les  poids  sont 
rcspcclii^ement  p,  p',  /?'',..., 
et  O  le  centre  de  gravité  du 
système  de  ces  poids;  posons 
OA=  r,  OA'=r',  OA''=r%...  : 
si  Von   applique  suii^ant  OA, 

OA',  OA'',. . .  des  forces  pr^  p'/'S  P^f^y*  •  •  t  ces  forces 
referont  équilibre. 

En  efTet,  menons  par  le  point  O  trois  axes  rectangu- 
laires. Puisque  le  plan  z  Ojr  passe  par  le  centre  de  gravité, 
on  aura  (57) 

(l)  pX-\- p'af -^  p^x" -{- ,,  .TTrO, 

Or  on  a 

j-=:rcosa,     x'=:r'cosa',      x"  =  r"  co^ql" ^ ,  , ,  ^ 

a,  a',  a'^, . . .  étant  les  angles  que  OA,  OA',  OA'', .  - .  font 
avec  Taxe  des  x\  donc 

(2)         /^rcosa  -l-/^'r'cosa'4-/?''r"cosa*4-. .  -::=  o. 

Mais  prcosa,  p'r'cosa',  p^r'^^cosot",. . .  sont  les  compo- 
santes des  forces /7r,  p'r'^, . .  estimées  suivant  l'axe  Ox. 
Donc,  comme  la  somme  algébrique  de  ces  composantes 
est  nulle,  quelle  que  soit  la  direction  de  cet  axe,  les 
forces  pr^  p'r\ •  •  •  ?  appliquées  suivant  OA,  OA', . . . ,  se 
font  équilibre  (22). 

59.  On  conclut  de  là  que,  si  les  poids  appliqués  en  A. 
A',  A"', ...  30/if  égaux,  des  forces  appliquées  au  point  O 
et  représentées  par  les  droites  OA,  OA',  OA", . . .  se  font 
vquilibre, 

60.  Réciproquement,  si  des  forces  appliquées  en  un 
même  point  O,  et  représentées  t  en  grandeur  et  en  direc^ 
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tion,  par  OA  =  r,  OA'  =  r',  OA"  =  rf ,. ..,  se  font  équi- 
librcy  des  corps  ayant  tous  des  poids  égaux  à  p,  et  leurs 
centres  de  grauité  aux  points  A,  A',  A",.  .  .  ,  forme- 
ront un  système  dont  le  centre  de  grav^ité  sera  au 
point  O. 

En  effet,  puisque  les  forces  se  font  équilibre,  on  a 

(i)  rcosa  4-r'co5a'-4-r"cosa''-f-.  •  .-- o; 

par  suite 

(2)  prcosct  -t- /?/•' cos a '-T- /?/•*' CCS «"-t-  .  .  .n^io, 

ou  bien 

px  -f-/jy  -^-px" -^  .  .  .=:  o. 

Mais  si  P  désigne  le  poids  du  système,  et  :r|,  y,,  z^  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  le  premier  membre  de 
la  dernière  équation  est  égal  kVxx.  Donc 

(3)  X|  =::  O. 

Ou  démontrerait  de  même  que  Ton  a 

(4)  ri~o,    «,  —  0; 

donc  le  point  O  est  le  centre  de  gravité  du  système. 

61.  Soient  A  (x,j,  z),  A'  [x^f,  z%  A"  [x",y\  z"),... 
PI     jj  les  centres  de  gravité  de  divers 

poids  ;?,/?',//,.,.,  et  G  (xj,ji,z,) 
le  centre  de  gravité  du  système, 
G*  les  axes  étant  menés  par  uu  point 

quelconque.  Posons 

OA  m  r,     OA'  --  r\ 
OA^^r"....,     OG  — r.. 

On  a,  comme  nous  Favons  vu  (56) , 

IPx,  z=zpx'\'p'x'  -\-  p"  x"  -^    -     . 
Pj,  =px  +y//  ^^p^jr'  -r-  .  .  .  , 
P  «,  z=pz  -!-/>'/    "rp^z    H   .  .     . 
Stcrm.  —  Méc,^  I.  3 


O 


A.  «A* 


•À' 
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Élevant  ces  trois  équations  au  carré  et  ajoutant,  on  a 


Or  on  a 
aonc 


2  (j»'4-r/ 4- m')  =  r«+r'»— AA'  , 

et  de  même 

2  (xx' 4- jr^'' 4- M*' =  r»  4- r*'*  —  AA'' \ 

et  ainsi  de  suite. 
Donc 

P'rJ  =:/?'r»  4-  p'^  r'*  +  p"*  r"»  4- . . . 

4-  pp'  (r«  4-  r'*  —  AA'*)  -hpp"  (r»  4-  r''»  —  Ap*) 
4- 

OU  bien 

PVJ  =  (pr^-hp^r'*  4-  /^''r"*  4-.  ..){/>-+■  Z''  -*"/'*' "^  •  •    ) 
—  pp'Tk^^  pp^'Âjïf'^— ...  —  p'p^A'A"^— . . . , 
ou,  a  cause  de  P  =  />  4-  p'-f  p"  4- . . .  t 

PV;  =  P  (or«  4-  p'r'«  4-/»"^''*  -I- . . . 
(a) 


—  pp' AA'  —  pp"  AA"  — 

Cette  formule  donne  la  distance  r,  du  centre  de  gravité 
à  un  point  quelconque  O,  en  fonction  des  distances  des 
points  A,  A',  A^,.; .  au  point  O,  et  des  distances  mu- 
tuelles de  ces  points.  On  pourra  donc  déterminer  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  G,  en  calculant  par  cette  for- 
mule sa  distance  à  trois  points  donnés. 

62.  De  la  dernière  formule  on  tire 
f?H4-yr'»4-/r''»4-...  =:Pr;  4- 1  (/v'AA'4-/y''AÂ?V..O  • 
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Quand  le  point  O  se  déplace,  le  terme  Pr\  varie  seul 
dans  le  second  membre  ;  on  en  conclut  que  l'expression 

/?r» -4- /> V  H- /;"  r"» -t- .  .  . 

atteint  sa  plus  petite  valeur  quand  Tj  =  o,  c'est-à-dire 
quand  le  point  Û  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  du 
système,  et  que  cette  expression  a  la  même  valeur  pour 
tous  les  points  de  la  surface  d'une  sphère,  ayant  le  point 
G  pour  centre. 


CENTAE   DE   GRAVITÉ    DES    LIGNES. 

63.  Les  lignes  et  les  surfaces  que  Ton  considère  eu 
géométrie  n'ont  aucun  poids  ;  mais  on  peut  supposer  que 
ces  figures  soient  chargées  d'une  multitude  de  points  ma- 
tériels pesants,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  tous  leurs 
points  géométriques  soient  sollicités  par  de  petites  forces 
parallèles.  Le  centre  de  ces  forces  sera,  par  définition, 
le  centre  de  gravité  de  la  ligne  ou  de  la  surface  considérée. 

Une  ligne  est  homogène  quand  des  parties  de  cette 
ligne  égales  en  longueur  sont  sollicitées  par  des  résul- 
tantes égales  ou  des  poids  égaux.  De  même,  une  surface 
sera  homogène  lorsque  des  portions  égales  de  cette  sur- 
face auront  des  poids  égaux. 

64.  Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  ho- 
mogène CD,  il  suffit  d'exprimer  que  le  moment  du  poids 
de  cette  ligne,  par  rapport  à  trois  plans  quelconques,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  poids  des  éléments 
linéaires  qui  composent  cette  ligne,  par  rapport  aux 
mêmes  plans. 

Soient  CMD  =  /  la  longueur 
de  Tare  entier,  M  (x,  jr^  z)  un 
point  quelconque  de  cette  ligne, 
et  posons 


Fig.  33. 


0 


A\. 


¥t'  A 


On  a  d'abord,  entre  des  limites 

3. 
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convenables. 

Le  moment  de  l'élément  MM'  =  A5,  par  rapport  au 
plan  ocy^  est  i^s(z  -{-a)  ^  a  devenant  nul  en  même 
temps  que  As,  Eu  effet,  on  peut  supposer  que  le  point 
M'(x  -h  Axy  y  -+•  A/,  z  -h  Az)  soit  assez  rapproché  du 
point  M  pour  que  Tare  MM'  soit  entièrement  compris 
entre  deux  plans  parallèles  a  xOy^  menés  par  les  points  M 
et  M';  par  suite,  le  z  du  centre  de  gravité  de  ce  petit  arc 
sera  compris  entre  z  et  2  +  As.  On  pourra  donc  le  re- 
présenter par  z  +  OLy  a  étant  moindre  que  Ax. 

Donc,  si  Ton  désigne  par  Xi  ,^1 ,  z^  les  coordonnées  du 
point  G,  centre  de  gravite  de  CD,  on  aura 

de  quelque  manière  que  la  courbe  soit  partagée.  Cette 
équation  a  donc  encore  lieu  quand  les  éléments  analogues 
à  MM'  sont  infiniment  petits  et  leur  nombre  infini.  Mais 
on  sait  que 

donc 

(2)  /zi  =  \zds. 

On  opérera  de  la  même  manière  par  rapport  aux  plans 
xO^  et  j'Oz,  de  telle  sorte  que  les  cooi  données  du  point 
G  seront  déterminées  par  les  trois  formules 

(3)  lxt=  I  xdsy      lxtz=:  jjrds^      izi=zltdSj 

ces  trois  intégrales  étant  prises  entre  des  limites  qui  cor- 
respondent aux  extrémités  C  et  D  de  Tare  proposé. 

65.  Si  la  courbe  est  plane,  on  peut  prendre  son  plan 
pour  celui  des  X)',  et  alors  Zi  =  o.  On  n'a  donc  plus 
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besoin  qne  des  formules 

(4)  /r,  =  /  X  <&,     //,  —  jxds. 

66.  On  peut  encore  parvenir  aux  formules  (3)  en  con- 
sidérant la  ligne  CD  comme  la  limite  d*une  ligne  polygo- 
nale et  bomogèoe  qui  lui  serait  inscrite. 

En  effet,  on  peut  admettre  comme  évident  que  le 
centre  de  gravité  d'une  droite  homogène  est  au  milieu  de 
sa  longueur.  Le  moment  de  la  droite  MM',  par  rapport 
au  plan  xOy^  sera  donc 

ou 

Zx  étant  le  z  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  polygonale 
inscrite,  on  aura  donc 

Zi.ZMM'  =  iMM'.z-f-  2  • 

Si  Ton  passe  à  la  limite,  on  aura 

/»  MM'  Â  % 

zds^      limZ — ^ —  =  o; 

donc 

zd$t 


MM'  X  (  «  H- 


/..  =  j; 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  UGNES  ET  DES  SURFACES. 

Application  des  formoles  préeëdentat  s  ligne  droite,  —  are  de  cercle,  — 
cyelolde,  —  parabole.  —  Centre  de  graTité  de»  tarfacet.  —  Cai  dea 
figurée  planée.  —  Application  au  triangle,  à  la  parabole,  —  au  seg- 
ment circulaire.  —  à  la  cyclolde. 


LIGNE   DROITE. 


67.  Comme  exemple  de  ce  qui  précède,  cherchons  le 
centre  de  gravité  d'un  segment  de  droite. 

Fig.  33.  Appelant  a,  &,  c  les  coordon- 

nées du  point  C  ;  a,  Pi  yles  angles 
que  la  droite  fait  avec  les  axes,  et 
CM  =  ^  la  longueur  comprise 

oj sur  la  droite  entre  le  point  C  et 

un  point  quelconque  M  (x^y^  z) 
"y  de  cette  droite  :  il  est  facile  de 

voir  que  celle-ci  est  déterminée  par  les  trois  équations 

|x  =  tf  4-  f  cosa, 
y:=-h  +  JcosS, 
»  1-:  r  -f-  ^cos7. 

Or,  en  appelant  /  la  longueur  CD  du  segment ,  on  a 
d'abord 


/Xi  =  1  xds  rrz  I  ads  -+•  j  sds 
Cette  intégrale  indéfinie  est 


cosa. 


s* 


Ixx  =ûf  -t cosa. 

2 


IVous  ne  mettons  pas  de  constante,  parce  que  le  mo- 
ment IXi  doit  être  nul  poUr  5  =  0.  Cette  intégrale  devant 
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être  prise  de  5  =  o  a  5  =  /,  on  a 


iXi^=zal  -{ — oosa, 
2 


39 


OU 


on  a  de  même 


ar»  =  <ï  H — /cosa: 


r=ri  -I —  /gos6, 


»,  =c  H —  /C0S7. 


Le  centre  de  gravité  G,  ainsi  déterminé,  est  le  milieu 
de  CD  :  car  les  équations  (i),  en  y  faisant  5  =  -  /  don- 
nent, ponr  les  coordonnées  du  point  milieu  de  CD, 


x  =  <ï  H — /cosa, 
a  ' 

j'=  6h — /cos6, 
a 


z=zc  -A — /co$7. 


ARC  DS    CSaCLE. 


68.  Le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  cercle  BÂC  est 


évidemment  situé  sur  la  droite 
OA,  qui  passe  par  le  centre  du 
cercle  et  par  le  milieu  de  Tare. 
Prenons  donc  OA  pour  axe  des 
X9  et  une  perpendiculaire  Oy 
pour  axe  des  y. 
Posons 


OA=^a,     BAC  =  /.     AM=:f,     jr,  =  OG. 


4o 

On  a 
donc 

(0 

Op 
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=  0P  =  a  cosMOP  =  a  cos  -; 

a 


te,  rr  :  j  xds--  ta  COS  —  ds. 


donc 


/• 


a  cos  -/is=.a*ùn  — h  C , 
a  a 


II 


a  cos  —  ds  :=i^a}%\n  —  =  a  X"  211  sin  —  =r  «  X 


=  tf  X  fiC. 


— -/ 

3 


Donc  si  l'on  désigne  par  c  la  corde  6C,  on  aaia 


(a) 


ae 


Ainsi,  la  distance  OG  du  centre  de  gravité  de  F  arc 
au  centre  du  cercle  est  une  quatrième  proportionnelle  à 
rarcj  à  sa  corde  et  au  rayon. 


CYCLOIDE. 


Fig.  25. 


69.  L'équation  différentielle  de  la  cycloïde  rappor- 
tée aux  axes  A  a:  et 
Ky  est,  comme  on 
sait  (Cours  d^Ana^ 
lyse.  246) , 


(0        ^-:-    -/*!-, 

a  étant  le  diamètre  du  cercle  générateur.  Pour  détermi- 
ner le  centre  de  gravité  de  Tare  CM,  compté  à  partir  du 
sommet,  prenons  pour  axe  des  y  la  tangente  au  sommet, 
et  pour  axe  des  x'  la  perpendiculaire  Cj:^  Posons 

AP  =  *,     MP=:/,     CQ=:*^,     MQ=r', 
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On  A 

OU 

L'équation  difierentielle  (i)  devient  donc 


et,-  en  supprimant  les  accents, 


(2)  dy=\J''—JLdx. 
Soit  CM  =  /.  On  aura 

c'est-à-dire 

(3)  /=  2  y/rtJT. 

L'abscisse  x^  se  calculera  par  la  formule 


xds-=i  I     ^a  ^xdxzzz -^x  ^ax\ 


donc 


2*  i/rij: 

'•       3/ 

ou' 

(4) 

I 

On  a  ensuite 

'r-Jx'Is-ylajr---^, 

et,  en  intégrant  par  parties, 


4^  C0VK8  DB  XÉCAiriQnB. 

Or,  pour  x  =  o,  on  a  ^t  =  Oy  donc 


C  = 


4 


d*où,  en  divisant  par  /=  a  ^ôx, 


(5) 


3  ^x 


70.  Sî  l'on  veul  avoir  le  centre  de  gravité  de  Parc  CA, 
on  fera,  dans  les  formules  précédentes, 


et  Ton  aura 
(6) 


*  =  «I     J  =  -  ««» 


,  =  ^«,    j..  =  «(^_|] 


71.  Soi: 


(') 


Fig.  aC. 


A      B      r    « 


PARABOLE. 


Téquaiion  d'une  parabole  rapportée 
à  son  axe  et  à  la  tangente  au  som- 
met; soit  /  la  longueur  de  Tare  AM, 
et  nommons  encore  Xi,yi  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  de  cet 
arc.  On  a  (Cours  â* Analyse,  408} 


{«) 


/ 


-k{'^'' 


'-+-/?' 4- />M 


sTr 


M-^\ 


et  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  Tare  AM  se 
détermineront  par  les  formules 


(3) 


lx,=  I  xds,      ljr,z=:  I  jr  ds. 
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Cherchons  d'abord  Iji*  Puisque 


ds='-^X'-^P^djr, 


on  a 


s/x'-^p" 


Or,  pour  j-  =  o,  on  a 

/r=:o    et    (r,  =05 


donc 


^          3' 

et  enfin 

(4) 

'^'-sp^^'^^'y  3' 

d'on  Ton  déduira  yi  en  divisant  les  deux  membres  par  /, 
dont  la  valeur  est  connue. 

Pour  obtenir  Xt,  on  partira  de  Téquation 


or 


En  achevant  Tintégration  indiquée,  on  arrivera  à  la 
formule 


2 
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COURS    DE   MÂCAHIQXTS. 


CERTRE   DE   GRAVITÉ   DES    SURFACES. 

72.  Soient  M  (x,y,  z),  M'(x-^  Ax^y-h^fj  x-^Az) 


Fig.  «7. 


m 


w 


/; 


deux  points  voisins  pris  sur  une 
surface  rapportée  à  trois  axes 
rectangulaires  ;  soit  eo  rclëmcnt 
de  surface  MmM'm'  intercepté 
entre  quatre  plans,  parallèles 
ê  deux  à  deux  aux  plans  zOx  et 
zOy. 

Quand  les  accroissements  Ax 

et  Aj^sontinGniment petits,ci) devient  r/jr</)^^i  +  ^*H-</', 

p  eiq  désignant  les  dérivées  partielles  —  et  — -,  on  aura 
donc 

(i)  w=r  AirAj(v/7T>M^-4-a), 

où  a  représente  une  quantité  qui  devient  nulle  à  la  limite. 
Le  z  du  centre  de  gravité  de  MmM'm'  peut  être  repré- 
senté par  z  +  Sy  S  devenant  nul  en  même  temps  que  Ax 
et  A/,  car  ce  point  est  compris  entre  deux  plans  pa- 
rallèles au  plan  des  xjr  menés  par  le  point  le  plus  haut  et 
par  le  point  le  plus  bas  de  Télément  M.mM'm\  Dès  lors 
le  moment  de  l'élément  par  rapport  au  plan  xOy  est 


(z-\-^)àxAj'  (y^i-f-//>-f-7'-t-a) 


OU 


y  étant  une  quantité  qui  s'évanouît  avec  A. r  et  Ay.  Si 
Ton  décompose  de  la  même  manière  toute  la  surface  con- 
sidérée, en  appelant  X  Taire  de  cette  surface  et  X|,  Xn  ^i 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  on  aura 


(2)  >z,  =  22z  ^'i  -f-  p^-\'  7^  A.r  Aj  -I-  TL^^x  A/. 

Or,  puisque  celte  équation  subsiste,  quels  que  soient 
Ax  et  Ay,  elle  sera  encore  vraie  quand  ces  accroisse- 
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ments  seront  infiniment  petits.  Mais  alors 


donc  enfin 


\Xi 


X». 


(3)  lz^=  j    l  zyji-^p^-^q^dxdr 

En  opérant  de  cette  manière  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés,  on  aura,  pour  déterminer  les  inconnues  Xi, 
Ju  ^i»  1^  équations 

(4)  j  >r.  =  r/f  »' 

u  tenant  ja  place  de  v't^-h  p*  -4-  9*  dx  dj.  On  a  d*ailleurs 

(5)  \=  j    i^i-hp^-hg'dxdx. 

73.  Quant  aux  limites  de  ces  diverses  intégrales,  elles 
sont  faciles  à  assigner.  Si 

sont  les  valeurs  de  jr  correspondant  à  deux  points  qui, 
sur  la  projection  du  contour  de  la  surface  sur  le  plan  X)  , 
ont  le  même  x,  il  faudra  intégrer  d'abord  par  rapport 
à  jr^  en  'considérant  x  comme  une  constante,  depuis 
jr  =  (^  {x)  jusqu'à  jr  =^^  {x).  On  intégrera  ensuite  par 
rapport  à  x,  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b^  en  supposant 
que 

soient  les  équations  des  plans  menés  parallèlement  au 
plan  des  zy^  par  les  points  extrêmes  du  contour,  a  étant 
moindre  que  b. 
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COVBS    DE   MÉCÀniQITB. 


CBNTRE   DE    GRAVITÉ   DES    FIGURES    PLANES. 

74.  Les  formules  (4)  se  simplifient  lorsque  la  surface 
est  plane.  Si  Ton  prend  le  plan  de  cette  figure  pour  plan 
des  x^,  on  aura 


dz 


dz 


«i=:0, 


—  o, 


=  0, 


djn        '     dy 
et  les  formules  (4)  et  (5)  se  réduisent  aux  suivantes  : 


(6) 


dxdy^ 


dxdjr^ 


y  dxdy. 


Fig.  28. 


75,  C'est  ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  trouver  directe- 
ment. En  effet,  soient  y  et  y' 
les  ordonnées  des  courbes  CD 
et  C'iy,  correspondant  à  une 
même  abscisse,  et  posons 

OA  =  fl,     OB  =  b. 
On  a  d'abord 


(7) 


Jfb  pi   pr' 


Maintenant  si ,  par  les  points  infiniment  voisins 
M  (a:,/)  et  W  [x +dx^  y-^- dj)  pris  sur  la  surface, 
on  mène  HH'  et  KK'  parallèles  à  Taxe  Oy^  on  formera 
une  tranche  HKH'K'  qui  différera  infiniment  peu  du  rec- 
tangle HR'I'I  obtenu:  en  menant  HI  et  H'I^  parallèles 
a  Ox. 

Le  centre  de  gravité  g  de  celte  tranche  est  infiniment 
voisin  du  centre  de  gravité  du  rectangle,  et  par  suite  du 
milieu  de  HH\  On  peut  donc,  en  négligeant  des  quantités 

infiniment  petites,  prendre  x  et pour  les  coor* 
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données  da  centre  de  gravité  de  la  tranche  HKK'H^;  or 
cette  tranche  a  pour  mesure  (jr  — jr')  dx.  Donc  son  mo- 
ment par  rapport  i  Ojy  est  (y  —  y)^  dx^  et  son  moment 

par  rapport  à  Ox  est  -  [y* — j'*)  dx,  ce  qui  donne 


(8) 


formules  qui  reviennent  à  celles  qu'on  a  trouvées  plus 
haut  (74). 

Cette  démonstration  pourrait  être  rendue  tout  à  fait 
rigoureuse  par  la  méthode  des  limites. 


▲PPLIGÀTIOnS.  TAIANGLE. 


Fîg.ag. 


76.  Prenons  deux  axes  rectangulaires  Âx,  A^,  pas- 
sant par  le  sommet  Â,  et  dont 
Pun  Âx  soit  perpendiculaire  au 
■  côté  BC.  Soit  AD  =  A.   Nom- 

mons Xi  et  yi  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  G,  et  A  la 
ij    D  «  surface  ABC.  Soient 

(i)  y=mxy     y'z=im'x 

les  équations  des  droites  AB  et  AC.  On  aura 


Jq  Jq 


m-^m'^h^ 


2 


(m  — m')  h* 


{,y~X')xdx=  i    {m  —  m')x'dx— 

d'où  l'on  conclut 

,   .                               a  .                 (m -h  m')  h 
(a)  *»  =  3*»    ^'^  3~^" 
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Or  le  point  F,  milieu  de  BC,  a  pour  coordonnées 


AD  =  //,     FD 


(m  4- ///M// 


2 


donc  le  centre  de  gras^ité  du  triangle  ABC  est  sur  la 
ligne  médiane  AF  et  aux  ?  de  cette  ligne  à  partir  du 


sommet. 


11.  Soit 


(') 


pauàbolb. 


jr^  z=:  7,px 


Téquation  de  la  parabole  rapportée  a  son  axe  et  à  la  tan- 
Pig,  3o  gente  au  sommet.  Proposons- 

nous  de  trouver  le  centre  de  gra- 
viié  du  segment  OÂD.  Comme 
la  courbe  dont  l'ordonnée  était 
désignée  par  j" Mans  le  cas  géné- 
ral se  confond  ave^  Taxe  des  jr, 
on  a  j^'  =  o,  et  les  formules  gé- 
nérales (7)  et  (8)  du  n^  75  se  réduisent  à 


(^) 


X-nzX     jrdr^     \xt=  j     x^dx,     X«,  =:^-    /     jr^dx. 


On  aura  donc 


^/â^ .  d?*  «fa-  =  -r  X  ^2px, 
^2/7  .X*  dx  .^-por  ^7.px 


>/. 


X*  px^ 

pxdxz=z  — ' 


Par  conséquent 
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SECTEUa    CIRCULAIRE. 

78.  Le  point  cherché  est  sur  la  droite  AO,  qui  passe 

par  le  milieu  de  Tare  BC  et  qui 
partage  le  secteur  en  deux  par* 
ties  symétriques.  Il  ne  reste  donc 
plusqu'à  trouver  ladistanceOG. 
Imaginons  que  Ton  ait  in- 
scrit dans  Tare  BC  une  ligne 
polygonale  régulière,  et  que  Ton  ait  joint  les  sommets 
au  centre.  On  aura  un  secteur  polygonal  composé  de 
triangles  égaux,  et  dont  le  centre  de  gravité  coïncidera 
avec  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  polygonale  régu- 
lière inscrite  dans  Tare  WC  décrit  d'un  rayon  OA'  égal 

à  ^OA.  Ce  résultat,  indépendant  du  nombre  des  divi- 
sions de  Tare  BC,  conviendra  encore  lorsqu'on  passera  à 
la  limite;  d'où  résulte  que  le  point  cherché  G  sera  le 
centre  de  gravité  de  l'arc  B'A'C^  Soient 


OA  =  a,     BC  =  c,     BAC  =  /, 


on  aura  (68) 


OG^- 


OA'.RT' 
B'  A'  C 


2        2 
—  il  —  C 
3      3 


ou  bien 


OG  —  -  — . 
3   / 


De  là  il  est  aisé  de  conclure  le  centre  de  gravité  du 
segment  BAC,  puisqu'on  connaît  ceux  du  secteur  OBAC 
cl  du  triangle  BOC. 


CYCLOIDE. 


79.  Prenons  pour  axe  des  jr  la  tangente  au  sommet,  et 
pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  CD.  4Soient  x  =  CP, 

Stckx  —  J/ec,  I.  ,  4 


5o  cou  as    DE   MÉCANIQUE. 

y  =  MP  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe, 

«  Xij  yt  celles  du  centre  de  gra- 

vi té  G  du  segmenl  MCP,  et  a  le 
diamètre  du  cercle  générateur. 
L'équation  de  la  courbe  est 


(!)      rfr 


,         /a  —  .1 


et  les  formules  a  employer  pour 
déterminer  Xi  et  j^i  sont 


(a)     >=/    7<ir,     X«i=/     *rdr,     > j»  =  ^  /    j'dlr. 


Or 


et,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur, 


1  ==:  .r^  —   I      rfjr  ^ax  —  J? . 


Mais  si  l'on  appelle  V  Taire  du  segment  GNP  du  cercle 
générateur,  on  a 

donc 


(3) 


>=.xr-v, 


ce  qu'on  pouvait*  d'ailleurs  poser  immédiatement  [Cours 
d* Analyse,  4U3). 

80.  On  a  ensuite 

lx^=fjrxdx=:frd^=^:f^Ljx^eir 

r^"     I  r  .    / 

= f  xax  k/ax  —  a:'. 

a         a  J         ^ 


CIlSQtJlEME   LEÇOir.  Si 

Mais 

j xdx \'ax  —  x^  =  I   I ( a:|L/x  ^tix  —  x% 

et,  par  conséquent, 

j  xfix  sjax  —  jc'  =  ~    I  dx  yjax  —  j?* 

ï  {a  —  2  x)  dx  ^ax  —  jc*. 


ou  bien 

// I  1  » 

X dx  ^ax  —  x^  =:  -  a\  —  -  [ax  —  or*) *  r 

donc 

(4)  ^^'^--^-^-^-gC^^-^')'' 

d'où,  en  divisant  par  X,  on  déduira  X]. 

81.  Le  calcul  de  ji  est  un  peu  plus  compliqué.  On  a 

or 


f^4X=j^y\/ dxzzz  ly^Jx^a^xdx    ' 

=  —  ^  J  (a  —  x)  sjax  —  «'  H-  ^  j  {a^x)*  y/xdy 


dx 


|/(-')^ 


Maïs 


^(«  -  x'Ç^'^dy  =  Ç{a—a:Ydx=  -  i  (a  —  *)"', 

4. 
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lîonc 


/■ 


2j ^ 


3-^         '"  9 

d'où  Ton  lire,  en  désignant  par  c  une  constante, 

j 


xjrdjr  =^  e jr(a  —  -c)  ^ax  —  * ' 


SI  l'on  fait  x  =  o,onaj^  =  o,    /  jryily  =  o,  et,    par 
suite,  c  =  ^  a'.  On  a  donc  enfin 

6  ^  '       o 

82.  Si  Ton  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de  la  demi- 
cycloïde  ACD,  il  faudra  faire,  dans  les  formules  trouvées, 


et  Ton  aura 


;  = 


ijr,  = 


8 

7  ISA* 

17" 


d'où 


O  i2  O  3j  U 


7  TT/l  4" 

X.  =:  -=- <7,       J,  ==  -^ -— 

12  4  CiT 
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SIXIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  SURFACES.  (Suite.) 

Centre  de  gravilé  des  surfaces  de  rérolotion  —  Centre  de  gravité  d'une 
lone  Bphériqae,  —  d*oae  sone  cycloldale.  —  Théorèmes  de  Gnldin.  — 
Volame  da  cylindre. 


CENTRE    DE   GRAVITÉ    DES   SURFACES   DE   RÉVOLVTIOïî. 


Fig.  33. 


r 

i 

1 

\^ 1 

c/ 

/^ 

A 
1 

P 

p 

G         B 

83.  Considérons  la  surface  engendrée  par  la  révolution 

d^une  courbe  plane  CD,  tour- 
nant autour  d'un  axe  Ox  situé 
dans  son  plan.  Prenons  cette 
droite  pour  axe  des  abscisses  et 
pour  axe  des  ordonnées  une  per- 
^  pendîculaire  à  Ox  située  dans 
le  plan  de  la  courbe. 
Le  centre  de  gravité  de  la  surface  est  évidemment  sur 
Ox.  On  n*a  donc  qu'à  déterminer  son  abscisse  OG  =  X|. 
Soient  M  (x,  j)  et  M'  (x  -i-  r/x,  y  4-  dy)  deux  points 
infiniment  voisins  pris  sur  la  courbe.  On  peut  regarder 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  Tare  infiniment 
petit  MM'  =  ds  comme  celle  d'un  tronc  de  cône  dont 
Taire  est  alors  ^t^y  d%\  donc  si  S  est  la  surface  engendrée 
par  CD,  on  aura 

d'où 

(I)  s 


=  2ir  iy  ds. 


D'ailleurs  le  moment  de  Télément  de  surface  </S,  par 
rapport  â  un  plan  zOy  perjjbndiculaire  à  Ox,  est 
^Kxydf]  car  x  est  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de 
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rélëment  à  un  infiniment  petit  près;  le  moment  de  la 
surface  totale  estS^i  :  donc 


{») 


Sxi  =2w  j  xyds. 


84.  Si  Tare  CD  tournait  autour  de  Taxe  des^,  en  nom- 
mant G'  le  centre  de  gravité  de 
la  surface  ainsi  engendrée,  on 
aurait 


Ffff.  34. 


k       Q      B     s 


S'xOG 
Mais  on  a 


'  =  27r  jJexds. 


donc 


SX0G  =  2îr  j  xfds; 


S'  X  OG'  =  S  X  OG, 


relation  qui  fera  trouyer  Tune  des  quatre  quantités  S,  S', 
OG,  0G^  quand  on  connaîtra  les  trois  autres. 

CENTRE   DE    OEÀYITÉ    D*IINB    ZONE   SPHÉRIQUB. 

85.  Soit  CD  un  arc  de  cercle  qui,  en  tournant  autour 
Fig.  35.  de  Oxy  engendre  la  zone  dont 

«I  on  veut  avoir  le  centre  de  gra- 

vité. Posons 

0A  =  «,     OB  =  ô,     OE==R, 

nous  aurons 


d'où 


ou 

0) 


/  X*       Viilx 

V        y^       y 

S  =  2fr  I     jrds:=2ft  j     Kdx 


S==2»R(*  — «), 


donc 

Ainsi,  le  centre  de  gravité  d'une  zone  sphérique  est 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  aux  deux  bases  et  à 
égale  distance  de  ces  bases. 

CEirTKE   DE   CHlVITi   d'l'KE   ZDNS   CTCLOIdALE. 

86.  En  prenant  les  axes  comme  au  n"  69,  l'équation 
pjj_  36_  de  la  cycloïde  sera 


.=^y/i^ 


d^</7i 


-m 


S  =  4"/  v'"'  - 


Si  l'on  veut  obtenir  l'aire  engendrée  par  Tare  CiVf, 
-lira S  =  o  pour  x=  o.  On  a  donc 
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donc 

(2)  S=4trrv/«X-f-— ^(fl~x)* ^ 

Maintenant, 


mais 


En  effectuant  ces  dernières  intégrations  et  déterminant 
la  constante  arbitraire  par  la  condition  que  Sxi  soit  nul 
pour  X  ==  o,  on  aura 

(3)  ^  ^  9 

d^où  Ton  déduira  a:,. 

87.  Si  Ton  veut  avoir  le  centre  de  gravité  de  la  surface 
engendrée  parla  demi-cycloïde ,  il  faudra  faire 


ira 
*  =  «,      jr  =  - 


ce  qui  donnera 
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d*où 


ir.  r-z  - 


a 
3 


r 


i5 


If  —  — 


4 

3 


THéonÈMES    DE   GULDIN. 

88.  Soient  CD  une  courbe  plane,  /  sa  longueur  et 

Fîp.  37.  g  (-^lO'î)  80Ï*  centre  de  gravité; 

ds  étant  la  dilTérentielIe  de  cet 
arC|  on  a 


fy.^jyd.. 


Maintenant,  si  S  est  Taire  de 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  CD  autour  de 
Ox,  on  a 

S"  air  \xds\ 

on  aura  donc 

S  -2tr^,  X/, 

d'où  Ton  conclut  ce  tlicorème  : 

La  surface  engendrée  par  la  réxfohuion  d\ine  coiirhe 
plane  autour  ft un  axe  situe  dans  son  plan  y  a  pour  me- 
sure la  longueur  de  la  courbe  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  son  centre  de  grav^ité. 

89.  Si  la  courbe,  au  lieu  d^accomplir  une  révolution 
entière,  ne  tournait  que  d'un  angle  6,  en  appelant  S' Taire 
engendrée,  on  aurait 


s; 


G 


—  » 
2ir 


d'où 


ou 


2r 


Of  ijx  est  Tare  décrit  par  le  point  g  :  on  peut  donc 
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dire  aussi  que  :  La  surface  engendrée  par  une  courbe 
plane  tournant  d'un  angle  quelconque  autour  d'une 
droite  située  dans  son  plan  est  égale  à  la  longueur  de 
la  courbe  multipliée  par  Varc  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

90.  Soît  CC'D'D  une  surface  plane  comprise  enlre 
"^^  38-  deux  courbes  CD,  CD',  et  deux 

droites  CA,  DB  perpendiculaires 
ik  Ox\  soient  G  (j?i,  /f)  le  centre 
de  gravité  de  cette  surface,  et  X 
son  aire;  on  aura 


^Xi-^-{f(y'-y')dx, 


les  équations  des  deux  courbes  CD,  C'D^  étant 

Soit  V  le  volume  engendré  par  la  révolution  de  Taire  X 
autour  de  l'axe  Ox  situé  dans  son  plan,  on  a 


^./(^ 


>— /")r/j?; 


donc 


V-  ).  X  2ir/„ 


Ainsi,  le  volume  engendré  par  la  révolution  d'aune 
aire  plane  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  est  égal 
à  Vaire  de  la  surface  génératrice,  multipliée  par  la  cêr- 
férence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

91.  Si  Faire  n'accomplissait  pas  une  révolution  en- 
tière, le  volume  engendré  serait  égal  à  Taire  X  multi- 
pliée par  Tare  de  cercle  que  décrit  le  centre  de  gravité  de 
Taire. 

92.  Par  exemple,  soit  un  cercle  de  rayon  a,  tournant 
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autour  d'an  axe  situé  à  une  distance  CH  =  h  de  son 
Ft^.  3g.  centre,  nous  aurons 

VJ,^  et,  par  suite, 


H 


S  =  ^v'ah,     V  =  %fc^a}h. 


Si  une  ellipse  dont  les  axes  sont  a  a  et  %b  tourne  aix 
Fig.  40.  iQQp  d^un  axe,  situé  dans  son 

^       ^  plan  à  une  distance  h  de  son 

f  y  centre,  on  aura 


u 


Yr^in'abh, 


93.  Le  théorème  de  Guldin  relatif  aux  volumes  est 
susceptible  d'extension. 

Si  une  surface  plane  se  transporte  dans  V espace  de 
telle  sorte  qu'un  de  ses  points  restant  toujours  sur  une 

courbe  quelconque  IK,  son  plan 
demeure  constamment  normal 
à  cette  courbe,  le  solide  exgen- 
dré  par  le  mouvement  de  cette 
surface  aura  pour  mesure  Vaire 
de  la  surface,  multipliée  par  la 
courbe  que  décrit  son  centre  de 
grcufité. 

En  efTet,  soient  MO  et  M'O  deux  droites  infiniment 
voisines  suivant  lesquelles  le  plan  de  la  surface  mobile 
rencontre  successivement  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
IK  au  point  M.  Les  deux  plans  qui  auront  ces  droites 
pour  trace  étant  normaux  à  la  courbe,  se  couperont  sur 
une  droite  projetée  en  O  et  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur MM'O  de  la  courbe  au  point  M.  Cette  droite  est  Taxe 
du  cercle  osculateur  et  O  en  est  le  rentre.  Donc,  quand  la 
surface  génératrice  passera  de  la  position  qui  correspond 
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h  OM,  k  celle  qui  correspond  à  OM',  elle  pourra  èirc  sup- 
posée tourner  «utour  de  l'arc  projclé  en  O.  Tièû  lors  le 
volume  du  solide  engendre  par  ce  déplacement  itiriiiimcnt 
peiit  aura  pour  mesure  Taire  de  la  surface  mobile,  mul- 
liplîce  par  le  petit  arc  de  cercle  que  dtîcrit  le  centre  de 
gravit*^  de  cette  surface.  La  mime  cliose  peut  se  dire  àt 
chaque  élëment  de  volume  ainsi  forme  ;  on  voit  donc  bien 
que  le  volume  toul  sera  égal  à  l'aire  génératrice  multi- 
pliée par  la  courbe  que  décrit  le  centre  de  gravite. 

On  remarquera  que  le  plan  de  la  surface  mobile  reste 
toujours  tangent  ji  la  surface  développable  formt^e  par  le.o 
intersections  successives  des  plans  normaux  è  la  couibc 
directrice. 

VOLVMB    DU    CYLIKOnE. 

yi.  Soit  ABCD  un  cylindre  dont  la  section  droiio  est 
Fie-  4»-  AB,  coupé  par  un  plan  CD  in- 

cliné i  ses  arêtes.  Soient  î.'  l'ait-e 
de  la  base  AB,  et  x,  la  distance 
du  rentre  de  gravité  de  la  base 
supérieure  à  la  base  inféncnre. 
Je  dis  que  le  volume  du  cylindre 
ABCD  est  égal  à  î/x,. 

En  effet,  soient  Ox,  Oj-,  0« 
trois  axes  rectangulaires,  dont  deux,  O  j-,  Oj,  soient  dans 
le  plan  de  AB.  En  désignant  par  X  l'aire  CD  cl  par  m  l'aire 
d'un  de  ses  éléments  infiniment  petits,  on  aura  (72) 


' 

II 

y' 

/"^ 

1 

'L- 

-^, 

^//" 


(') 

Soient  S  l'angle  des  deux  plans  AB  et  CD,  et  w'  la  pro- 
jection de  u  sur  te  plan  AB,  on  aura 

«'^«cosfl,     l'  =  lcos8. 
En  multipliant  l'égalité  (i)  parle  facteur  co»$,  on  aura 


IcosSj 


-ff" 
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OU 


(^) 


l'Zj  '-il  ««'• 


Or,  z  étant  la  hauteur  du  centre  de  gravi  ré  de  l'élé- 
ment ci>,  za>'  est  le  volume  du  cylindre  infiniment  pistil 

tùtù'y  et  dès  lors  /   /  zco'  est  le  volume  du  cylindre  entier 
ABCD.  On  a  donc 

(3)  V=:X'».. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

95.  Le  centre  de  gravité  G'  de  la  section  droite  AB  est 
la  projection  du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  de  la 
section  droite. 

Eu  effet,  soient  x^j^i,  £|  les  coordonnées  du  point  G, 
et  x\^  jr\t  o  celles  du  point  G'.  On  a 

d'où  Ton  déduit,  en  multipliant  par  le  facteur  constant 
cosd, 

on  aurait  de  même 

donc 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

96.  De  là  résulte  que  les  centres  de  gravité  G,  G^  G'^ 
de  toutes  les  sections  planes  faites  dans  un  cylindre 
quelconque  sont  sur  une  même  droite  parallèle  aux 
ai  êtes. 
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Enfin  on  peut  en  déduire  que  le  volume  d'un  cylindre 


Fig.  43. 


droite  AB,  on  aura 


d'où 
ou  bien 


quelconque  EFCD  est  égal  à 
Taire  d'une  section  droite,  mul- 
tipliée par  la  distance  GC  des 
centresdegravitédes  deux  bases. 
En  effet)  soient  Yi  le  volume 
ABCD,  V,  le  volume  ABEF,  et 
V  le  volume  EFCD.  En  désî- 
gnant  par  X'  Taire  de  la  section 

V,  =  VGG', 
V,  =  VG'G", 


V  ^  Vi  -  V,  =^  V (GG'  -  G'G''), 
y  =  V  GG'. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  VOLUMES 

Centre  de  gravité  du  cône.  —  Centre  de  gravité  du  secteur  sphérique.  — 
Centre  de  gravité  des  solides  de  révolution.  —  Corps  dont  le  centre  de 
gravité  s'obtient  par  une  seule  intégration.  —  Volume  et  centre  de  gra- 
vité d*un  corps  quelconque. 

GENTAB   DE    GHÀYITÉ    DU    cÔfîE. 

87.  Soit  OIL  un  cône  quelconque  à  base  plane  IL  et 
posons  OH  =  h.  Soient  OP  =  x,  OP'  =  a:  -h  dx,  les  dis- 
Fig.  44.  tances  au  point  O  de  deux  sec- 

tions planes ,  infiniment  voi- 
sines et  parallèles  à  la  base. 
Nommons  u  Taire  de  la  section 
il  et  b  celle  de  la  base  IL.  On 
peut  considérer  la  tranche  ilVV 
comme  un  cylindre  ayant  pour  base  u  et  pour  hau- 

teur  dx.  Ce  volume  sera  donc  u  dxj  ou  -—  dx  k  cause  de 
Tégalité 

//  b 

Par  suite,  on  aura  pour  le  volume  du  cône 

Jo     ~^ 
OU 

(■)  -». 

Appelons  maintenant  Xi  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité du  cône  à  un  plan  parallèle  à  IL  mené  par  le  sommet. 
Le  centre  de  gravité  de  la  tranche  infiniment  mince  ili'l'  à 
ce  même  plan  est  Xj  en  négligeant  des  quantités  infini- 
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ment  petites.  On  aura  donc,  en  prenant  les  moments  par 
rapport  à  ce  même  plan, 


donc 

d*où 

(2)    . 


4 


D^aillcurs  le  centre  de  gravité  du  cône  est  sur  la 
droite  Og^  menée  du  sommet  O  au  centre  de  gravité  de 
la  base  IL,  puisque  les  centres  de  gravité  de  toutes  les 
tranches  sont  sur  cette  droite;  par  conséquent  le  centre 
de  gray^ité  d'un  cône  à  base  quelconque  est  sur  la  droite 
qui  va  du  sommet  au  centre  de  grauité  do  la  base  et 
aux  trois  quarts  de  cette  droite  à  partir  du  sommet, 

98.  En  appliquant  ce  théorème  â  la  pyramide  trian- 
gulaire, on  démontre  aisément  que  le  ceutre  de  gravité 
d'une  telle  pyramide  est  le  même  que  celui  de  quatre 
poids  égaux  appliqués  à  ses  sommets,  et,  par  suite,  que  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  un  ()lan  quelconque  est 
le  quart  de  la  somme  des  distances  des  quatre  sommets  à 
ce  plan. 


cbrthv  de  gravité  du  secteur  sphérique* 

99.  On  peut  concevoir  le  secteur  sphérique  engendré 

par  la  révolution  du  secteur 
circulaire  BOA  autour  de  OA, 
comme  décomposé  eu  une  inG- 
nité  de  pyramides  triangulaires 
équivalentes,  dont  les  bases  se- 
raient les  éléments  triangulaires 
infiniment  petits  de  la  zone,  base  du  secteur  sphérique. 
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Or  les  centres  de  gravité  de  toutes  ces  pyramides  se  trou- 
veront uniformément  distribués  sur  la  zone  décrite  par  la 

3 
révolution  de  A'B',  arc  dont  le  rayon  OB^  =  j  OB.  Donc 

le  centre  de  gravité  du  secteur  sphérique  coïncidera  avec 
le  centre  de  gravité  de  cette  zone.  Ce  point  sera  donc  le 
point  G  situé  à  égale  distance  de  A'  et  de  D^  D'  étant  le 
point  où  la  corde  de  Tare  B'A'C  rencontre  OA. 

Si  Ton  désigne  par  r  le  rayon  de  la  sphère  et  par  a, 
Tangle  AOB,  on  aura 

3  3 

OD'  rz::  -r  OD  =  -7  rcosa, 

4  4 


OA'^jr; 


donc 


0G  = 


OD' 


on  bien 


OA'      3    , 

i =  8'"(' 


0G  =  -7'"cos*  -a. 
4  2 


cosa), 


Ainsi  on  obtiendra  le  point  G  en  projetant  le  point  h!  sur 
la  bissectrice  de  F  angle  AOB,  et  en  projetant  cette  pro- 
jection sur  OD. 

CBRTaE   UE   GRAVITÉ   DES    SOLIDES    DE    RÉVOLUTIOIT 


100.  Soit  CDC'D^  une  surface  plane  comprise  entre 

deux  courbes  CD,  CD' et  deux 
droites  parallèles  CC,  DD'. 
Supposons  que  cette  aire  tourne 
autour  d'une  droite  Ox,  située 
dans  son  plan  et  perpendiculaire 
à  CC^  Considérons  la  bande  in- 
finiment mince  MNM'N'  limitée  aux  deux  courbes  CD 
et  ÇJ\i  et  aux  deux  parallèles  infiniment  voisines  Pftl 

Stcrm.  —  Méc,^  L  5 


B    JB 
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et  QN.  Soient 

OP  =  x,     PQ^ûtr,     PM  =  j-,    PH'=y. 

Le  volume  engendre  par  MM'NN'  peut  être  regarde 
comme  la  différence  de  deux  cylindres  ayant  pour  hau- 
teur commune  dx,  et  pour  bases  les  cercles  décrits  par 
les  droites  PM  et  PM'  :  ce  volume  sera  donc 

"(j'  — /■)«''. 
et  si  V  est  le  volume  total,  on  aura,  en  posant  OA  =  a, 
0B  =  6, 


(") 


'XV- 


y-)dc. 


Maintenant  x  étant  l'abscisse  du  centre  de  gravité  du  vo- 
lume engendré  par  MM'NN',  le  moment  de  ce  volume, 
par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à  O^c,  mené  par 
le  point  O,  sera  irx{jr* — jr'*)dx.  Donc  ai  x,  est  l'ab- 
scisse du  centre  de  gravïlé  que  l'on  clierche,  on  aura 

égalité  qui  fera  connaître  x,. 

CORFS   nOHT    LE   CENTRB    DE   CR&VITâ    s'oBTIBKT    FAB    ClfE 
SEULE    INTËCHATIOK. 

101.  On  peut  obtenir  par  une  seule  inlégration  le 
ccnire  de  gravité  d'un  corps 
lorstju'il  est  décomposable  co 
éléments  infiniment  petits, 
ayant  leurs  centres  de  gravité 
en  ligne  droite. 

Considérons,  par  exemple, 
un  segment  d'ellipsoïde  com- 
pris entre  deux  plans  parallèles 
AI,  et  BM. 

Alcnons  parle  centre  O  du  l'ellipsoïde  an  plan  zOy, 
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parallèle  i  ces  deux  plans  \  soient  Oy,  Oz  deux  diamè- 
tres conjugués  de  la  section  ainsi  obtenue,  et  Ox  le  dia- 
mètre conjugué  i  ce  plan  diamétral.  Le  diamètre  Ox* 
passera  par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections 
parallèles  à  sOj,  puisque  ces  centres  de  gravité  sont  les 
centies  de  toutes  ces  ellipses. 

Or  2a,  ai,  ac  étant  les  longueurs  des  trois  diamètres 
conjugués,  Téquation  de  Tellipsoïde  sera 

a^        b*         c* 

On  peut  concevoir  le  segment  AL6M  comme  formé 
d*une  infinité  de  tranches  infîiiiment  petites,  limitées  par 
des  plans  parallèles  à  zOy.  Soit  PRP'R^  une  de  ces 
tranches,  telle  que  OP  =  x,  OP'  =  x  -h  dx.  Le  volume 
de  cette  tranche  différera  infiniment  peu  de  celui  d'un 
cylindre  qui,  ayant  T ellipse  PR  pour  base,  aurait  pour 
hauteur  la  distance  entre  PR  et  PR'.  Or  Téquation  de 
l'ellipse  PR  est 

ï^  ■*"  "7  ~"  '  ~  ô»  * 
et  par  suite  son  aire  est 

ffbci  I ^  jsinO, 

0  étant  Fangle  tOj,  D'un  autre  côté,  ).  désignant  Tangle 
que  le  diamètre  Ox  fait  avec  le  plan  diamétral  zOy^ 
c/xsinX  est  l'épaisseur  de  la  tranche^  le  volume  de  cette 
tranche  sera  donc 


ir ^c sin 9 sin X  (  i -\  dx. 


Par  suite,  x  =  a,  x=|3  étant  les  équations  des  plans 
AL,  BM,  le  volume  V  du  segment  sera 


nbc  %m^s\f\\  C^ 


V= ^, j     («>-x»)itr, 


5. 
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ce  qui  donne,  en  intégrant, 

îT^f  sinOsînX  .^  wo   .        .        ^       «.v 

(2)       V= ^— (p-a)(3û»-.a«-«p-P')- 

Maintenant  le  centre  de  gravité  G  du  segment  ALBIVI 
est  sur  le  diamètre  Ox,  et  coniuie  Tabscisse  du  centre  de 
gravité  de  la  tranche  infiniment  petite  diffère  infiniment 

peu  de  X, 

6<!sîn0sîn\,    ,  .      , 

^ (^a —  x*)xdx 

sera  le  moment  de  cette  tranche  par  rapport  au  plan  zOy 
et  à  la  direction  Ox.  D'un  autre  côté,  si  0G=  Jt^, 
VXi  sera  le  moment  du  segment.  On  aura  donc 

ou 

7rAcsîn0sin>  ,,  .»  /      .        .      «.. 

d*où,  en  divisant  par  V, 

^^^  •""     4(3û»-a'-ap-p')     ' 

On  doit  remarquer  que  Xx  ne  dépend  ni  des  dia- 
mètres 'ib  et  2C^  ni  des  angles  6  et  X,  en  sorte  que  cette 
formule  donne  immédiatement  Tabscisse  du  centre  de 
gravité  d'un  segment  sphérique  dont  le  rayon  est  a  et 
dont  a  et  |3  sont  les  distances  des  bases  au  centre  de  la 
sphère. 

CENTHE    de    GRiVITÉ    d'cHT    corps    QUELGOIUQUE* 

102.  Siippoions  le  corps  rapporté  à  trois  axes  rectan- 
gulaires Ox,  Oy^  Oz.  Si  l'on  mène  une  infinité  de  plans 
parallèles  au  plan  xOy^  on  partagera  le  solide  eu  une 
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infinité  de  tranches  dont  les  bases  seront  parallèles  à  ce 
plan;  en  menant  des  plans  parallèles  au  plan  zOx^  on 
''*ff*  48.  décomposera  chaque  fran- 

che en  une  infinité  de  petits 
'    filets    prismatiques    ayant 
toutes  leurs  arêtes  perpen- 

-^        diculaires  au  plan  zOy^  et 

enfin  au  moyen  de  plans  pa- 
^  rallèles  au  plan  zOy^  cha- 

cun de  ces  filets  se  trouvera  partagé  en  une  infinité  de 
parallélîpipèdes  infiniment  petits  dans  toutes  leurs  di- 
mensions. 

Soient  M(t,^,  z)  et  W  (x -h  dxj  jr -h  dj^  z -{- dz) 
deux  sommets  opposés  d'un  de  ces  parallélipipèJes  infi- 
niment petits.  Son  volume  sera  dvdjclz^  et  par  consé- 
quent, si  V  est  le  volume  du  solide  tout  entier,  on  aura 

(1)  yz=:Ç  Ç  Idxdjdz. 

Si  le  corps  est  homogène,  cette  intégrale  triple  pourra 
être  considérée  comme  représentant  le  poids  du  coi*ps.  Si 
le  corps  n^est  pas  homogène,  le  poids  de  Télcment  MM' 
sera  représenté  par  pdxdjdz  et  le  poids  du  solide  en- 
tier P  par  la  formule 

(2)  P=ffJpfUdjdz, 

P  désignant  la  densité  du  corps  au  point  (x,y,  z).  On  sup- 
pose que  p  est  une  fonction  continue  des  coordonnées, 
fonction  qui  peut  être  considérée  comme  ayant  sensible^ 
ment  la  même  valeur  dans  toute  Tétcndue  d'un  élément 
infiniment  petit. 

Toici  maintenant  comment  on  devra  effectuer  l'înté- 
1^ ration  indiquée.  L'équation  de  la  surface  du  corps 
ttonne,  en  général,  pour  un  système  de  valeurs  de  x  et 
de  jr^  deux  valeurs  de  z  :  soienty(jr,  j')  la  plus  petite,  et 
F  (x,  j^)  la  plus  grande  de  ces  valeurs.  On  commencera 
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par  chercher  rinlégrale 

en  regardant  xctjr  comme  des  constantes. 

Imaginons  maintenant  que,  de  Téquation  de  la  trace 
sur  le  plan  des  xy  d'un  cylindre  parallèle  à  Oz  et  cir- 
conscrit à  la  surface  du  corps,  on  tire 

la  première  étant  la  plus  petite  et  la  seconde  la  plus 
grande  des  valeurs  de  y  qui  correspondent  à  une  valeur 
attribuée  â  x.  En  regardant  x  comme  une  constante,  on 
cherchera  l'intégrale  déGnie 

EnUn 

étant  les  équations  de  deux  plans  parallèles  au  plan  zOj^ 
l'un  mené  par  le  point  le  plus  rapproché,  l'autre  par  le 
point  le  plus  éloigné  de  ce  plan  sur  la  surface  du  solide, 
on  aura 

(3)  Pz=  j     dx  j         dy  \  pdz. 

103.  Pour  trouver  maintenant  le  centre  de  gravité 
(jTi,  jt,  Zi)du  solide,  observons  que  xpdW^ypdY,  zpdW 
seront  les  moments  du  parallclipipède  MM'  par  rapport 
aux  plans  coordonnés,  en  regardant  x,  j'y  z  comme  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce  parallélipipède. 
On  aura  donc,  d'après  le  théorème  des  moments, 

(4)  j  Pj.  =  ffjjfdv. 
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Si  le  corps  étail  homogène,  le  fadeur  constant  p  pourrai  i 

P 
sortir  du  signe  d'intégration  et,  en  remplaçant  -  par  Y, 

on  aurait 


Va. 


=///""'• 


Les  limites  de  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  pour 
l'intégrale  qui  représente  le  volume 
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HUITIÈME  LEÇON. 

VOLUME  ET  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  CORPS  RAPPORTÉS 
A  DES  COORDONNÉES  POLAIRES.- 

Coordonnées  polaires.  —  Poids  et  volume  d^un  corps  rapporté  à  des  coor- 
données polaires.  —  Coordonnées  polaires  du  centre  de  gravité.  — 
Limites  des  intégrales  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes.  — 
Application. 


COORDONKÉES    POLAIKES. 

104.  Soient  z  =  MP,  jr  =  PQ,  x  =  OQ  les  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  point  M.  Ce  point  peut  être  dë- 

p.     /  terminé  par  sa  distance  OM  =  r 

à  un  point  fixe  O,  par  Tanglt! 
MO j:  =  B  que  fait  le  rayon  vec- 
teur OM  avec  Taxe  fixe  Ojr, 
enfin  par  Tangle  MQP  =  f^  que 
le  plan  MOx  fait  avec  le  plan 
fixe  xOjr,  Les  quantités  r,  9,  ^ 
sont  dites  les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

On  voit  que  les  coordonnées  polaires  déterminent  le 
point  M  par  Tintersection  de  trois  surfaces,  savoir  une 
sphère  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  r  pour 
rayon  :  un  cône  de  révolution  dont  Ox  est  Taxe  et  dont 
la  génératrice  fait  avec  Taxe  un  angle  0]  enfin  un  plan 
passant  par  O j:  et  faisant  un  angle  ^  avec  le  plan  xOy. 

105.  Les  formules  propres  à  passer  des  coordonnées 
rectangulaires  x^y,  z  aux  coordonnées  polaires  r,  0,  ^  se 
tirent  immédiatement  de  la  considération  des  triangles 
MOQ  et  MPQ,  qui  donnent 

ar^rcosO, 
(  l)  l^  y--r  sin  9  cos^ , 

z  =  rsinOsin>|;« 


if 
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i06.  Inversement,  pour  passer  du  second  système  au 
premier,  on  aura  les  formules 


(a) 


tangip  = 


cos  0  = 


zV^j:»-+-7^-f-«S 

» 

z 
—  » 

jr 

X 

yi»' 

ipyr^L^a 

POIDS    ET    VOLUME    DES    COUPS    RAPPORTÉS 
A    DES   COORDONNÉES    POLAIRES. 

107.   Sgît  M  (r,  d,  ^)  un   point  pris  dans  le  corps 
considéré.  Décrivons  dans  le  pian  MOx  et  du  point  O 

comme  centre  deux  arcs  de  cer- 
cle MI  et  LK,  avec  les  rayons 
OM  =  r  et  OL  =  r  4-  Ar,  ter- 
minés à  la  droite  OK  telle  que 
LOK  =  AO. 

Si  Ton  imagine  que  le  qua- 
drilatère plan  IMLK  tourne  au- 
tour de  Ox  d'un  angle  Afp  et 
vienne  en  l'M'L'K',  nous  obtiendrons  un  petit  solide 
MK^que  nous  prendrons  pour  1  élément  du  volume  total. 
D'après  le  théorème  de  Guldin  (90),  MK'  aura  pour  me- 
sure Taiie  IMLK  multipliée  par  Tare  de  cercle  que  dé- 
crit le  centre  de  gravité  G  de  cette  aire.  Or 

IMLK  =  OKL  —  OMI  ^  i  (r  -f-  Ar)>AO  —  i  r^àO, 

2  ^  '  2 


ou  bien 


IMLK 


■-={r^l^r) 


ArÂO. 


D*un  autre  côté,  si  u  est  la  perpendiculaire  GH  abaissée 
du  point  G  sur  Taxe  Ox,  Tare  décrit  par  le  point  G  sera 
égal  i  uùkf^.  Mais  le  point  G  étant  compris  dans  Tinté- 
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rieur  du  quadrilatère  IKLM,  peut  devenir  aussi  voisio 
que  Ton  voudra  du  point  M  en  prenant  A 9  et  A^  asse? 
petits.  Par  conséquent,  GH  différera  peu  de  la  perpendi- 
culaire MQ  =  r  sin  d  abaissée  du  point  M  sur  Taxe  Ox  : 
on  aura  donc 

(i)  «  =  rsinO-ha, 

CL  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  o  en  même  temps 
que  Ar  et  Ad;  et  par  suite 

(2)  AV=  (rsin0-ha)[r-hlArJArAOA4i. 

Mais  si  Ton  appelle  p  la  densité  du  solide  au  point  M, 
p  -f-  S  sera  la  densité  moyenne  de  l'élément  de  vo- 
lume AV,  6  devenant  nul  à  la  limite.  En  appelant  AP 
le  poids  de  cet  élément,  on  aura  donc 

AP=(p4.6)AV 
et  par  suite 

(3)  AP  =  (p  -h  6)  [r  sinO  -4-  a)  ( r  H-  i  Arj  ArAOA^i. 

De  là  on  conclut,  en  désignant  par  y  un  inGniment  petit, 

Pz=i  îpr'sinôArAOA^  4-  27ArA0A+. 

Or,  si  Ton  suppose  les  accroissements  Ar,  AO,  A^»  de  plus 
en  plus  petits,  on  a 

limZyArAOA;!'  =  o, 

lim2pr»sin9ArA0A>I^  ==  I    /   j  pr^sinQdrdBd'^. 
Donc 

(4)  r=z  j   j    Ur^sïnQdrdBd^, 

relation  que  Ton  aurait  pu  obtenir  plus  rapidement  par 
la  niétbode  des  infiniment  pelits. 

Quand  le  corps  est  homogène,  p  est  une  constante  qu'on 
peut  faire  sortir  du  signe  d^intégration,  et  si  Ton  observe 
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p 

que  -  est  ëgal  au  volume  V  du  corps,  on  aura 
P 

(5)  V=  Ç  Ç  ÇrUïnBdrclQd^. 

COORDOIiliéES  POLAIRES  DU  CENTRE  DE  GRÀyiTÉ  d'uN  CORPS. 

108.  En  "posamt' dV  =  pr*  sin  Odr (19  d^^  un  raison- 
nement analogue  à  celui  que  nous  venons  de  faire  nous 
donnera,  pour  les  moments  du  solide  par  rapport  aux 
trois  plans  coordonnés,  les  intégrales 

///'""♦  fff''''  ÎIH^ 

et  comme  ces  moments  sont  aussi  égaux  à  Px},  P/i,  Pir,, 
on  aura  finalement,  pour  déterminer  les  coordonnées 
rectangulaires  du  centre  de  gravité  solide,  les  formules 
suivantes  : 

(4)  P~  Ç  j    Çpr'ilnBdrdBd^, 

Pjt,  —  /    1    j  pr^sïnOcosOdrdOd'^y 

(6)  \^^'"^  f  f  F''*  *'"*^  ^^^^  ^'''^^  ^'^' 

Pl^  =:  I    I    Ipr' sin'Osin>p  drd^dlf. 

On  obtiendrait  ensuite  les  coordonnées  polaires  pi,  9i,  ^i, 
du  centre  de  gravité  à  Taide  des  formules  du  n^  106. 


LIMITES    DES    INTÉGRALES    PRÉCÉDENTES. 

109.  Quant  aux  limites  de  ces  intégrales,  il  faut  dis- 
tinguer deux  cas,  suivant  que  Torigine  des  coordonnées 
est  dans  le  corps  ou  hors  du  corps. 

Dans  le  premier  cas,  i^  on  intégrera  d'abord  par  rap- 
port â  r  en  regardant  0,  ^^  dQ^  d^  comme  des  constantes, 
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depuis  r=o  jusqu'à  r=y(0,  ^),  T équation  polaire  de 
la  surface  du  corps  résolue  par  rapport  à  r  étant 

On  aura  ainsi  le  poids  et  le  centre  de  gravité  d'une  pyra- 
mide infiniment  petite  ayant  son  sommet  au  point  O,  et 
dont  les  quatre  arêtes  seraient  les  droites  OL,  OK,  OL^ 
OK^  qui  correspondent  aux  angles  9  et  (|/. 

'2^  On  intégrera  ensuite  par  rapport  à  9,  en  regardant  é 
et  e/(p  comme  des  constantes,  depuis  9  =  o  jusqu'à  d  =  ir, 
ccqui  donnera  le  poids  et  le  centre  de  gravité  d'une  tranche 
infiniment  mince  comprise  entre  deux  plans  infiniment 
voisins  passant  par  Ox  et  correspondant  à  un  angle  (p. 

3*^  Enfin,  on  aura  le  résultat  définitif  en  intégrant  les 
quatre  expressions  trouvées  par  rapport  à  fp  entre  les 
limites  (j/  =  o  et  ^  =  27r.  D'après  cela,  la  formule  qui 
donne  P  pourra  s'écrire 

f       d^  j     sînOrfÔ  I  pr^cir. 

i  10.  Si  le  point  O  est  extérieur,  on  intégrera  d'abord, 
Fig.  5,.  par  rapport  à  r,  entre  les  limites 

en  supposant  que  l'équation  de 
la  surface,  résolue  par  rapport 
à  r,  donne  pour  celte  variable 
les  deux  valeurs 

r=OArr:/{0,  4»),     rr=  OB  =  F  (0, 4»). 

Soient  maintenant  6'  et  0''  les  angles  que  les  tangentes 
menées  par  le  point  O  à  la  courbe  d'intersection  de  la 
surface  et  du  plan  MOx  font  avec  Ysme  Ox.  On  inté- 
grera par  rapport  à  6  depuis  0'  jusqu'à  6".  Enfin,  on  inté- 
grera par  rapport  à  ^  depuis  ^r=a  jusqu'à  tp  =  |3,  «  et  /3 
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étant  les  valeurs  de  ^  correspondant  à  deux  plans  menés 
par  Ox,  et  tangents  à  la  surface. 

Si  Taxe  Ox  passait  par  i'inicrieur  du  corps  solide,  il 
faudrait  intégrer  par  rapport  a^de^=-ok^=  27r. 

EuGn,  dans  tous  les  cas,  on  pourrait  changer  l'ordre 
des  intégrations*,  mais  les  limites  des  intégrales  ne  se- 
raient plus  les  mêmes. 

APPLICATION. 

111 .  Nous  allons  appliquer  les  formules  précédentes  à 
la  recherche  du  centre  de  gravité  d^un  corps  homogène, 
terminé  par  deux  surfaces  sphériques  concentriques  de 
rayons  a  et  £  et  par  la  surface  d'un  cône  droit  ayant  son 
sommet  au  centre  commun  des  deux  sphères. 

Prenons  pour  origine  ce  centre  et  pour  axe  des  x  Taxe 
du  cône.  Le  centre  de  gravité  sera  évidemment  situé  sur 
cette  droite.  Nous  n'aurons  donc  que  la  seule  coordon- 
née Xi  à  déterminer  au  moyen  des  formules 

d^  j     sïn9 dO  /    r'dr, 

I       d^  j     sinOcosOr/0  /    r*dr, 
o  Jo  Ja 

Or,  ou  a 


sinOc/G  =  1—  cosa=  asin»-a, 


donc 

(3)  V=^(6»-a«)8in»i«. 
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On  aura  ensniie 

J'     sinecosO  =  -  /    sin2e</d=:-uii'a; 
donc 

(4)  \x,^ntàn^a^^, 

4 

et,  en  divisant  (4)  par  (3), 

3    b*  -^  a*    sîn*a 


'*—  ,6  à'^a* 


sin'  -  a 


ou 


(5;  *'  =  7  Ti 5  cos'  ~«- 

4  ^'  —  «*  2 

Si  a  =  o  el  «  =  go®,  on  trouve 

Ainsi,  le  centre  de  gravité  d  une  demi-sphère  est  si  lue 
k  une  distance  du  centre  égale  aux  trois  huitièmes  du 
rayon,  comme  on  le  trouverait  par  la  formule  du  n®  99. 
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ATTRACTION  DES  CORPS. 

Loi  de  rattraetion.  —  Attraction  d'aune  couche  sphérîqiie.  —  AttractioD 
de  deux  sphères.  —  Formules  générales.  —  Réduction  des  intégrales 
générales  à  une  seule.  -»  Propriétés  de  la  fonction  V. 


LOI  DE  l'atthactioit. 


ii2.  Tous  les  corps  de  la  nature  s^attirent  mutuelle- 
ment, et  rintensiié  de  Tattraction  pour  deux  corps  est 
proportionnelle  aux  masses  ou  quantités  de  matière  de 
ces  corps  et  en  raison  iny^erse  du  cartx  de  leur  distance. 

Pour  ëclaircir  cet  énoncé,  supposons  que  deux  corps 
de  dimensions  et  de  formes  quelconques,  ayant  chacun 
une  masse  égale  à  Tunîté,  s^atlirent  mutuellement,  et 
concevons  que  cette  attraction  ne  varie  ni  en  grandeur  ni 
en  direction  dans  toute  retendue  de  ces  deux  corps,  en 
sorte  qu'elle  soit  la  même  entre  deux  points  matériels 
/i  et  £  de  ces  deux  corps  que  celle  qui  aurait  lieu  entre  ces 
deux  points  s*ils  étaient  places  à  Tuniié  de  distance  Tun  de 
Tautre.  Appelons^  Tattraction  totale  exercée  par  Tun  de 
res  deux  corps  sur  l'autre.  La  loi  énoncée  plus  haut  si- 
gnifie que  si  deux  points  matériels  ont  des  masses  fx  et  y! 
et  sont  placés  à  une  distance  u  Tun  de  Tautre,  Tattraction 

exercée  par  l'un  d^eux  sur  Tautre  sera  mesurée  par    '  "■« 


ATTRACTION    D  UIÏE   CODCHE    SPHÉRIQUE. 

il3.  Considérons  une  couche  homogène  comprise 
entre  deux  sphères  concentriques  dont  les  rayons  soient 
b  et  Cj  et  cherchons  â  déterminer  T attraction  exercée  par 


Fij;.  5a. 


K  T 
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la  couche  sur  un  poiot  maiériel  K  extérieur  à  ceUt 

couche. 

Soit  M  un  point  matériel  de 
la  couche  \  nommons  \i!  sa  masse 
et  r,  6,  ^  ses  coordonnées  polai- 
res, en  prenant  le  point  O  pour 
pôle,  pour  axe  polaire  la  di-oite 
Ox  qui  passe  par  le  point  K, 
et  cnGn  pour  plan  ûxe  le  plan 

xOy.  Posons  en  outre 

En  nommant  dS  Télément  de  volume  de  la  couche, 
on  a  (107) 

et  par  conséquent,  si  p  est  la  densité  de  la  substance  dont 
la  couche  est  formée,  ou  a 

L'attraction  exercée  par  le  point  matériel  M  sur  le  point  K 
aura  pour  expression  (112) 


w 


c'est-à-dire 


/ftp  r*  sin  0  r/r  rf  0  d-l^ 


u} 


• 
114.  Les  attractions  exercées  par  tous  les  points  de  la 

couche  sphérique  sur  le  point  K  sont  des  forces  appli- 
quées en  ce  point,  et  dont  la  résultante  doit  èlre  dirigée 
suivant  KO,  car  tout  est  symétrique  autour  de  cette 
droite.  Il  suffira  donc  d'évaluer  la  somme  des  composantes 
partielles  dirigées  suivant  KO.  Or,  la  composante  sui- 
vant KO  de  Tattraclion  mutuelle  des  points  M  et  K  est 

:^cosMKO=-^"'*''''-^"'-'" 


u' 


a^a 
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on,  en  remplaçant  fi!  par  sa  valeur, 

fl»  _|_  a*  —  r* 
/uûr^sinQdrdQd'^ ; ; 

mais  on  a 

a*=rû»-f-r* —  2arcos9, 

d'où 

uduz=  arsinBdB, 

Donc  l'expression  ci-dessus  peut  s'écrire 

/^p  r  dr  du  d-^  /  a*  —  r'  \ 

llo.  Pour  intégrer  celle  expression,  on  remarquera 
d  abord  que  t^  n'y  entre  que  par  sa  diflércnlielle,  car  u  et  r 
sont  indépendants  de  ^.  En  intégrant  par  rapport  à  t|>, 
depuis  zéro  jusqu'à  a?:,  on  aura  donc 


^/-/('  -  ^*)- 


lulégrant  par  rapport  à  £i^  on  aura  d'abord  pour  Tinlé- 
grale  indéfinie 

J  (•  +  —«.-)''"  =  «  + -ir--^c- 

1 16.  Maintenant  si  le  point  K  est  situé  entre  le  centre 
Fig.  53.  et  la  couche  sphérique,  comme 

la  dislance 

doit  être  positive  et  que  les  li- 
mites de  0  sont  zéro  et  tt,  les 

ILnites  correspondantes  de  u  seront  r —  a  et  r  +  a*  mais 
Il  résulte  de  la  qu'en  multipliant  par  -^, —  et  inté- 

Stckh-  —  Jl/fV.!.  6 
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grant  par  rapport  à  r,  ou  aura  une  cousiante  pour  Tinte- 
gralc  indéfinie,  et  par  suite  zéro  pour  l'intégrale  définie. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

La  résultante  des  attractions  de  tous  les  points  maté- 
nels  d^une  couche  sphcrique  homogène  sur  un  point  ma- 
tériel  placé  dans  son  intérieur  est  nulle. 

117.  En  second  lieu,  si  le  point  K  est  situé  à  rextérieur 
de  la  couche,  après  avoir  intégré  par  rapport  à  ^,  il  fau- 
dra intégrer  par  rapport  à  u  de  ii  =  a  —  r  à  ii  =  a  -i-  /*, 
valeurs  extrêmes  de  u  :  or 

(  I  A ; — W«=a-4-r — «-t-r — {a  —  r  —  r — a)jr^^r\ 

par  suite,  en  intégrant  entre  les  limites  6  et  c  Texpres- 
sion       ^'^     or,  on  aura 


On  peut  simpIiBer  ce  résultat,  en  observant  que  si  m 
est  la  masse  de  la  couche  sphérique,  p  étant  sa  densité 

et  ^  TT  (c' —  i')  son  volume,  on  a 


'w  =  |^(c»-^')p, 


d'où  résulte  que  l'attraction  exercée  sur  le  point  est 


a' 

De  là  ce  théorème  : 


V attraction  exercée  par  une  couche  sphérique  homo- 
gène sur  un  point  matériel  extérieur  à  cette  couche  est 
égale  à  celle  qu^ éprouverait  ce  point  si  toute  la  masse 
de  la  couche  était  réunie  à  son  centre. 

118.    Les  résultau  trouvés  (116  et  117)  s'étendent  au 


NEUVlkME   LCÇOK.  83 

cas  d'un  corps  composé  de  couches  sphérîques  et  concen- 
Fig.  54.  triques   dont   la    densilé   varie 

de  Tune  a  l'autre  suivant  une 
loi   quelconque,  mais  de   telle 
sorte  que  celte  densité  reste  con- 
stante dans  toute  retendue  d'une 
même  couche. 
En  eflet,  si  le  point  K  est  dans  Tintérieur  du  corps,  la 
résultante  des  actions  de  chaque  couche  élémentaire  étant 
nulle,  Faltraction  totale  est  bien  nulle  aussi. 

En  second  lieu,  si  le  point  est  à  Textérieur  du  corps, 
chaque  couche  élémentaire  agissant  comme  si  toute  sa 
masse  était  concentrée  en  son  centre,  l'attraction  du  corps 
tout  entier  sur  ce  même  point  sera  la  même  que  si  la 
masse  totale  était  réunie  au  centre. 

119.  Si  le  point  K  fait  partie  de  la  masse  attirante,  on 
concevra  celle-ci  partagée  en  deux  couches  sphérîques 

Fig.  55  concentriques  au. moyen  d'une 

sphère  de  même  centre  passant 
par  ce  point.  L'attraction  totale 
exercée  sur  le  point  par  la 
couche  extérieure  sera  nulle  et 
le  point  sera  seulement  attiré 

par  la  seconde  couche,  comme  si  toute  la  masse  de  celle-ci 

était  réunie  au  centre. 

120.  Quand  le  rayon  intérieur  de  la  couche  sphérique 
est  nul,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  sphère,  les  résultats 
précédents  subsistent  encore.  En  supposant  la  sphère  ho- 
mogène,     ^     p  est  la  partie  de  sa  masse  qui  agit  sur  le 

point  considéré  et  l'attraction  a  pour  valeur  ^  îrj"//p a; 

ainsi  V attraction  d^une  sphère  sur  un  point  intérieur  est 
proportionnelle  à  la  distance  du  point  attiré  au  centre» 

121.  Au  contraire,  si  le  point  attiré  est  extérieur  à  la 
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sphère,  Tatlraction  exercée  sur  ce  point  sera  récipro- 
quement proportionnelle   au    carrd  de  sa   distance  au 

centre  et  aura  pour  mesure  -^  T^ff^p  —  •  Du  reste  la  com- 

4  r*       4 

paraison  des  expressions  ^  t^ffJ^p  —  et  ^  tt/iipa  fait  voir 

que  ^attraction  a  sa  plus  grande  valeur  quand  a  =  c« 
c'est-à-dire  quand  le  point  est  à  la  surface  de  la  sphère  et 
que  cette  attraction  est  nulle  pour  a  =  o  ainsi  que  pour 
a  =  00  ,  ce  qu^il  était  facile  de  reconnaître  à  priori» 


▲TTUÀCTIOIf    DE    DEUX    SPHEEES.. 

122.  Soient  deux  sphères  de  rayons  a  et  £  et  dont  les 
centres  soient  à  une  distance  c  Tun  de  Tautre. 

Tous  les  points  matériels  de  la  première  sphère  attirent 
une  molécule  de  la  seconde  comme  sMls  étaient  réunis 
au  centre  de  la  première.  On  peut  donc  remplacer  celle-ci 

par  un  point  matériel  de  masse  ^  Tipa'.  L'attraction  exer- 
cée par  la  seconde  sphère  sur  ce  point  matériel  étant  la 
même  que  si  la  masse  ^  v.p'b^  de  celle-ci  était  réunie  à  son 

centre,  il  en  résulte  que  l'attraction  mutuelle  des  deux 
'  sphères  sera  égale  à 

i6  it'pù'  nH^ 


9 


c 


3 


Ainsi  deux  sphères  homogènes  (ou  composées  de 
couches  homogènes  dont  la  densité  varie  d'une  couche 
<à  Tautre)  s^attirent  comme  deux  molécules  de  même  masse 
placées  à  leurs  centres  respectifs. 


FORMULES    GÉNÉRALES. 


123.  L'attraction  exercée  par  un  point  M  (x,  j^,  z)  de 
masse  dm  sur  un  point  O  (a,  6,  y)  dont  la  masse  est  fx 
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est  égale  à 

yidm 


u* 


.y 


et  les  composantes  de  cette  attrac- 
tion élémentaire,  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées,  sont 

Jj^hziflj^,  /dizi^rf^,  /iikpL)j«, 

a*  a*  a* 

en  regardant  ces  composantes  comme  positives  quand  elles 
tendent  à  diminuer  les  coordonnées  du  point  attiré.     ■ 

Pour  avoir  les  composantes  A,  B,  C  de  Tailraction 
totale  exercée  par  tous  les  points  du  corps  attirant,  il  fau- 
dra intégrer  les  expressions  précédentes  dans  toute  Télcn- 
due  de  ce  corps.  On  aura  ainsi 


(«) 


124.  Pour  rendre  l'intégration  plus  facile,  transportons 
Torigine  au  point  attiré  et  désignons  par  g^  A,  /  les  angles 
que  la  droite  OM  fait  avec  les  axes  de  coordonnées.  Ou  a 

X  —  a  ,        y  —  6  z  —  7 

cosf  = »     cos  A  ==: 9      cos  X*  = • 

^  u  u  u 

Prenons  en  même  temps*  des  coordonnées  polaires  u,  &,  ^ 
liées  aux  angles  g^  h^  /par  les  formules 

(3)  {  cos  h  ==  sin  0  cos ^ , 

eosX'  '-^  sin  9  sin  ^ 


• 
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[ce  qu^on  voit  en  faisant  u  ou  r  =  i  (  105)].  D'ailleurs  on  a 

dm  =  ou^ du  sinB  dB  d^. 
On  aura  donc 

A=—  /pi    1    j  p  coâg  du  sinO  d9  d^f 
(3)  <  B  =  — /f*  /    /   j pcoshdusïnBdBd^f 

C  =  —/itlj    j  pcos A' du  sinBdBd-^. 

Si  le  point  O  est  intérieur,  îl  faut  intégrer  par  rapport 
à  u  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  R,  R  désignant  le  rayon 
vecteur  terminé  à  la  surface  du  corps  ;  par  rapport  à  6, 
depuis  6  =  o  jusqu'à  ô  =  tt  ;  par  rapport  à  t|/,  depuis  t|/  =  o 
|usqu  à  (j;  =  2  7r. 

RÉDUCTION    DES    INTÉGRALES    GÉNÉRALES    À    UNE    SEULE. 

125.  Les  intégrales  comprises  dans  les  formules  (i) 
peuvent  être  ramenées  à  la  seule  intégrale  triple 

(4,  ^-///v' 

étendue  à  toute  la  masse  du  corps. 
En  effet,  puisque 

a»  =  (x  -  a)»  H- ( j -- €)« -f.  (z  —  y)* 


on  aura 


'^'^  J  J  J  *^ 

«/v  _     r  r  r  (7  -  »)  dm 
d^-~JJJ       »•     = 
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par  suite  (123) 


da 


k=-/i^—. 


(6)  (B=-/,^, 

Ainsi  tout  le  calcul  se  réduit  à  la  détermination  de  la 
fonction  V. 

PROPniÉTÉS    DE    LA    FONCTION    V. 

126.  Si  le  point  attiré  est  extérieur,  la  différentielle 

tint 

—  ne  devient  pas  inGnie  dans  les  limites  de  l'intégra- 
tion.  On  peut  donc  appliquer  les  règles  de  la  différentia- 
tion  »ous  le  signe  à  l'intégrale  définie 

et  Ton  en  tirera 


r  r  r  id^i  d>i  ^'A 

'V      rf'V      rf'V         I      I      I  j    {       u  «   ,       «  ) 


^5 


Mais  à  cause  de 


tf  —  V^  (a  —  x}=»  -t-  (6  — /•)*  -f-  (7  —  «)* 


on  a 


(3) 


(4) 


d'- 

a 

X  — 

2 

« 

dix  "~ 

a^ 

■"  # 

u 

3(x 

^__ 

«)'- 

uK 

da?  a* 
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On  conclut  de  cette  dernière  égalité 

d^L     d^i     d^^ 

^  u  a  u 

m 

Le  second  membre  de  Téquation  (a)  est  donc  nui,  et 
Ton  a 

^,  d'Y       d'Y       d'Y 

127.  Si  le  point  attiré  est  intérieur,  on  part  des  for« 
mules  (6)  du  n°  125^  en  les  différentiant  on  a 


d 
d 


«V       d^V       d^Y  1   [dk       ^B       ^C\ 

V  rtS'  d-l^  /p\doL  dZ  dyj 


OU,  en  vertu  des  formules  (3)  du  u°  124, 
d'Y       d^Y       d^Y 


c/6'         dy^ 


^=  —  I  f  I  pcosgsinB du dBd'^^ 
j  l  j  pco%hs\nBdudBd'^ 
I    I    I  p  cos  X'  sio  QdudQ  d*j . 


dl 


dt 

Si  Ton  efiectue  les  diflférentiations  en  appliquant  les 
règles  relatives  au  cas  où  les  limites  d'intégration  soiit 
variables,  on  trouve 

d'Y       d'Y       iVY 


da}         dZ'         df 
=  11   f  s\n^dudOd'^lcosg-T^-\'COsh-^'\-cos^' -^\ 

4-  I    j  piSinQdQd^icosg- }- cosA -rs- -H  cosX-7- 1> 


dK  ^dK  dK\ 

-7-  -h  cosA  --T^  -h  cosX  —- 
doL  aS  dy  / 


/9i  et  R  désignant  les  valeurs  de  p  eide  u  k  la  surface.  On 
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a  d'ailleurs 

fiù  ,  dp  .dû         dp 

cosg  -j-  4-  cosA  -j^  H-  cosX  -ri-  =  -i-, 
^  doL  dZ  df         du 

dK  ^dK  ,dK 

cosg  -= — h  cosA  -r-  -h  cos*  -7-  ==  —  I. 
^  d»  a6  07 

Par  couséquent 

d^y    d^y    d^v    rrr.  A^.^.^p^ 

Mais  sS  Ton  désigne  par  pi  la  densité  du  corps  au  point  O, 
on  a 

I    I   j  s\nBdùd'^-^du=z2n  j      (/»î  —  p,)  sinO</0 


donc 


=  — 4^P«"+-/    I  p»sinO</ôrf}  ; 


éf'V       £/'V       rf^V 
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ATTRACTION  D*UN  ELLIPSOÏDE  HOMOGÈNE  SUR  UN  POINT 

INTÉRJEUR. 

Formules  relatÎTes  k  l'ellipsoïde.  —  Conséquences  de  ces  formules.  -— 
Suite  de  IMntéçration.  —  Formules  de  Jacobi.  —  Cas  où  TellipsoEde  est 
peu  différent  de  la  sphère. 


FORMULES    EELÀTIVES    À    l'eLLIPSOÏDE. 

128.  Proposons-nous  de  trouver  TaUraclion  de  rdlîp- 
soïde 


I 
i 

I 


^'^  ?  +  ^  +  ?^' 

sur  un  point  intérieur  («,  6,  7). 

Pour  avoir  la  valeur  de  R,  il  faut  faire 

IX  =r  a  -+-  a  cosgf, 
yzzz^  -^  «cos/i, 
s  :rr  Y  H-  ttCOsX-, 

t 

dans  Téquation  (i),  ce  qui  donne 

(3)  pu}  -hiqur^l^ 


en  posant 


P=—. 


cos*^   .    cos'/i        cos'A 


a'  o'  c- 


(4)  ^--^  +  -^  +  V-' 


On  tire  de  inéquation  (3) 


U  i — ;    < 
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G>inine  p  et  /sont  positives,  on  a  deux  valeurs  de  u.  Tune 

positive,  qui  est  — ^^ ^j  1  autre  négative,  qu  il 

faut  rejelér,  car  le  rayon  vecteur  est  une  quantité  posi- 
tive, sa  direction  étant  déterminée  par  les  angles  gy  A,  /r, 
qui  peuvent  être  aigus  ou  obtus.  On  prend  donc 

P 

et  l'on  a,  en  intégrant  par  rapport  à  u  la  première  des 
formules  (3)  du  n°  12-1  et  en  omettant  le  facteur  con- 
8lant/pf), 

A=:—  /    I  KcosgsinBdBd^ 

ou 

(4)  A=  r  M  ""  ^^'"^ ^^  cosg-smQ e/0  r/^^, 

et  de  même 

(5)  B  ^    C^lzdlIlL  cash  sin ô  rfô  d^, 

{6)  Czr  :rrg--W-^/^^eos;^sînQe/Qi/4>. 

129.  On  peut  supprimer  le  radical  ^y*  -i-  ^/  dans  ces 
formules.  Par  exemple,  la  partie 

r  Clt^tEi  cosg  sin  ô  £/0  d^, 

m 

qui  entre  dans  la  formule  (4),  est  nulle,  car  si  Ton  consi- 
dère un  élément  de  l'intégrale  double  correspondant  à  uue 
certaine  direcliou  (6,  ^)  du  rayon  vecteur,  puis  l'élément 
correspondant  à  la  direction  opposée  (tt  —  6,  r:-j-^)y 
cosg  ou  cosd  changera  dç  signe  sans  changer  de  valeur  en 
passant  du  premier  clément  au  second;  il  en  sera  de 
même  de  sin^  et  cos^)  quant  à  sind,  il  ne  changera  pas, 
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de  sorte  que  les  deux  élémeuts,  étant  égaux  et  de  sîgues 
contraires,  se  détruisent.  La  valeur  de  A  se  réduit  donc  à 

ou,  eu  remplaçant  q  par  sa  valeur  (128), 

7       r /*C05^C0S^*     .     ^    ,^    ,, 

-i-jjj  — ^ sin9«/9df 

130.  En  prenant  deux  éléments  pour  lesquels  6  ait 
deux  valeurs  supplémentaires  tandis  que  ^  sera  le  même, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  éléments  qui  répondent 
à  des  valeurs  supplémentaires  de  g  et  aux  mêmes  valeurs 
de  h  et  de  A:,  on  voit  que  les  deux  dernières  intégrales  sont 
composées  de  parties  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  et  A 
se  réduit  à  la  première  intégrale.  Une  simplification  ana- 
logue aura  lieu  dans  les  valeurs  de  B  et  de  C.  On  aura  donc 

c=.xrr!:2^:^sîn6rf9rf^ 

ou,  en  remplaçant  p^  cosg^  cos/i,  cosAi  par  leurs  va- 
leurs (124), 

{  Ç  Ç »«g'cos»OsinQr/0^i^ 

l       "  J  J  ^^<^cos'0-l-a2c*cos*rpsin'O-i-fl'6'siu*j;sin'O' 

J     '  "  J  J  6'c*cos'0  +  «*c'cos'^sin'eH-a*^'sin'>psin*C* 

~~'J  J  6'c»cas'ô-ha'c»cos*4»sin»0-ha»^»sin2TÎ»sia' 


V 
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CONSÉQUENCES    DES    FORMULES    PRÉCÉDENTES. 

131 .  Avant  d'effectuer  ]es  intégrations,  on  peut  déduire 
de  ces  formules  plusieurs  conséquences. 

i^  Fous  les  points  situés  dans  un  même  plan  perpen- 
diculaire à  un  axe  sont  é^^alément  attirés  dans  le  sens  de 
cet  axe,  et  les  composantes  de  Tattraction  sont  proportion- 
nelles aux  distances  du  point  attiré  aux  trois  plans  prin- 
cipaux de  Tellipsoïde.  Par  conséquent,  cette  attraction 
reste  parallèle  à  une  mÊme  direction  pour  tous  les  points 
situés  sur  une  ligne  droite  passant  par  le  centre,  et  elle 
est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  attiré  au  centre. 

a®  On  a 


A       B 

a         6 


-=/   I  sïnBdOd'^  =  ^iç 


et 


fik        dB       dC       , 

«a         c/S         dy        ^ 

cas  particulier  de  la  formule  (7),  n"  127, 

d'V       r/*V       d^y 

7 


d^'^d^-^d^-"^''^'' 


3^  Les  valeurs  des  composantes  A,  B,  C  ne  renferment 
que  les  rapports  des  axes  derellipsoïde;  elles  restentdonc 
les  mêmes  quand  ces  trois  axes  varient  proportionnelle- 
ment, c'est-à-dire  deviennent  /la,  n&,  ne.  Donc  une 
couche  homogène  comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoï- 
dales concentriques,  semblables  et  semhlablement  pla- 
cées (homothétiques),  n'a  aucune  action  sur  un  point 
placé  dans  l'espace  vide  iniéricur,  et  par  conséquent  Tac^ 
tion  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  propre  masse  se 
réduit  à  celle  de  la  partie  de  ce  corps  qui  est  terminée 
par  une  surface  concentrique  et  semblable  à  la  sienne  et 
passant  par  le  point  donné. 
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SUITE    DE    l'intégration    DES    FORMULES    DANS    LE    CAS 

DE    l'ellipsoïde. 


132.  Comme  la  fonction  sous  les  signes  l   /  dans  les 
formules  (S), 

/• /•  ô*c*cos*ÔsînOrfOrf>j/ 

~    j  J  6*c^cos*0 -h  fl'c'cos*)}*  sin'ô  -H  û'6*sin'i|»  sin^ô' 

~~    J  J  b^c^cos^B  -h  fl*c'pos'^|/  sin'O  4-  aH^  sm'\j;  sio'ô' 

/•  /•  «'  ô«  sin'  0  sin^'^  dBei^ 

J  J  ^*c'cos*0  -f-  «'c^cos'rp  sÎQ'ô  -H  «*^'  sin*^|;  sin^ô' 

a  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  de  6  supplémentaires 
et  pour  des  valeurs  de  ^  telles  que  y,  îi  —  y,  ît  -H  9, 

27r  —  y,  il  suffira  d'intégrer  par  rapport  à  6  de  zéro  à  - 

puis  de  doubler  le  résultat;  et  par  rapport  à  v]^,  de  zéro 

à  -  en  quadruplant  le  résultat.  Occupons-nous  d'abord 

de  la  valeur  de  A.  En  mettant  les  limites  en  évidence,  on 
aura 

A  — 8^* c'a  /  'cos'OsinO^O 


'a  /     cos'Osii 


"* 


io    b' 


c^cos^Q  -i-  a^c^  cos»^j/  sin'O  -f-  fl*6'sin'i|i  sin^O 

Posant 

tang  >|/  —  /, 

d'où 

^       n-r*  ^       1-+-/'  ^       n-r» 
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on  a 


d^ 


cos'ô-f-. .  . 

"  dt 


c»  {^'cos'ô  H-  «»sin'0)  -h  b^  (c^cos'Ô  +  n'sin^e)  r' 


I 

—  TT 
2 


be  ^{b^cos^O  •+-  a*sïn^Q)  {c»co8*0  4-  fl^sin'ô) 
à  cause  de  la  formule 

donc 

,  /"â  ^ccos'OsinOrfO 

A  =  4  VPA    I       ■  -^  • 

Jo    V(^*cos>«  -h  fl»sin'9)  (c'cos»Ô  +  a'sin'O) 

Sans  nouveau  calcul  dn  déduira  B  el  C.de  A  par  de 
simples  permutations.  On  aura  donc 


—  4ra  / 
Jo 


a  6ecos'OsînO£/0 

o 


^(^'cos*ô-|-fl'sin'Ô)(c*cos'ô  +«'sin^Ô) 


(9)   /   B  =  4tre  {""-= 

Jo     V^(«' 


/jrros'OsinO^Ô 


o 


C  =  4  ïr7   I        , 

Jo     V(«'C"S' 


/?^cos*Ôsin9r/0 


ô  -H  c'sin'ô)  (^>cos*ô  4-  c'sin'ô) 


Ces  composantes,  étant  positives,  tendent  à  rapprocher 
le  point  O  du  centre  de  rellipsoïde.  Elles  ne  renferment 
que  les  rapports  des  axes,  de  sorte  qu'en  remplaçant 
a,  &,  c  par  na,  nb^  ne  elles  restent  les  mêmes.  Ainsi 
Vellipsoïde  étant  augmenté  cTune  parue  comprise  entre 
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sa  surface  el  une  surface  semblable,  Vaction  de  la  couche 
ajoutée  sur  le  point  intérieur  est  nulle  (131 ,  3**). 

133.  Faisant  cosd  =  u,  on  a 


a 


bc     n  '                                «*  du 
OU,  en  posant  M  =  ^  tzabc^  V  =  — ^ — 9  /     = ^—' 


3 '  a^      —     —      ^, 


,     ,  ,       3Ma  /•'  w'r/tf 

(10)  A=— y-j       , 


En  permutant  a  et  &,  on  a  de  même 


B  =  4ire-7T 


puis,  faisant  ^^  =    ,              =  — r  » 

(II)  B  =  -^-  /     ,  > 


^  cw  «  V 1 4-  a" 

et  pour  C ,  en  posant  i^  =  — ,.  =  —=r-rr' 

(,2)  C=— 1/      . 

J„    (i+V«a')'/r+F? 


434.  Posant 


v»i.) 


on  a 
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3Ma^ 


3Me  d\F 

(i3)  p-"7n~'rfr' 

SMyrtVF 


FORMULES   DE   JACOBI. 

i35.  Jacohi  fait 

u= %     d  où      au  = J-» 

V'  -*-  ^'  2  (r  -h  fl^f 

ce  qui  lui  donne  les  formules  plus  symétriques 

2aa      /»*  £// 


A  = 


2c6      /»*  dt 


c  =  ^ 


CAS  OU  l'ellipsoïde  est  peu  différent  d'une  sphère. 

136.  Si  Fellipsoïde  est  peu  di fièrent  d'une  sphère,  en 

sorte  que  les  quantités ^ —  et —  ou  X*  et  W*  soient 

très-petites,  on  développera  A  [formule  .(lo)]  en  séria 
convergente.  Posons  à  cet  effet 


Stobii.  ~  Mie,,  l. 


08  COUKS    DE    MÉCANIQUE. 

on  aura 

2.4  32 

2.4  '2.4 


el  il  en  résultera 

3Ma/l         l^         I  î  \ 

a'    \6        5  ij  9 

Des  suites  semblables  exprimeront  B  et  G. 
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ONZIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  L'ATTRACTION  DES  ELLIPSOÏDES. 

Réduction  aux  fondions  ellipthqaes  des  composantes  de  l'attraction.  — 
Cas  d*an  ellipsoïde  de  révolution.  —  Théorème  de  Newton.  — Cas  d'an 
point  extérieur.  ~  Théorème  d'iTory. 


RÉDUCTION  AUX  FONCTIONS    ELLIPTIQUES   DES  COMPOSANTES 

DE   l'attraction. 

137.  On  peut  exprimer  généralement  A,  B,  C  par  des 
fonctions  elliptiques  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

En  supposant  a<C,b<^Cj  d'où  X  <  X',  on  pose  dans  les 
valeurs  de  A,  B,  C  (133) 

Vu  — tangç,     c»=:i  — — ,     langT  =  X' =  i/^l^^', 
et  l'on  trouve 


(0  {^--^     ] — 77t 


T 


3M7   r*      sin»(pr/(p 
^'*  ^Jq    ^  I  —  t'^  sin*  ^ 
Or,  on  a 

^T  ^«*'?  ^       v/i-^'sin»ç 

Si  Ton  remplace  dans  cette  formule  ^i  —  e^sin'cp  par 

~f  on  trouve 
^i  —  tf'sîn*f 


ran£»»(p 


—  tangç  ^1 — tf'sia'y=  ^i — e'sm"^ -f-(i — c^)  — , 

"î  y^i— c*sin»y 

7- 
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en  intégrant,  il  vient  alors 

tang'<p  rf<p     fangy  yi —  c'sin'y  —  E  (g,  y;^ 


c^sin^«j>  1  — <?' 


En  posant,  conformément  à  Tusagc, 


Jo  • 

n?        c/(p 


on  a  de  même 

r.^j^^=^[F(.„)-E(.,ç)]-, 

^  y  I  —  c'sin'^        ^ 

on  a  ensuite 
^      sincpcoscp 

f  cos*<p  —  sin*<p)  (  f  —  ff»  sin'tp)  -I-  c*  sîn'9  cos'9 

(i —  e*sin*ç)' 
cos'f  —  sin'<p  -4-  g^sin^yfi  — cos'y) 

(i  —  e'sin'ç)* 
cos'ç  fi — g^)  sîn'® 

V^r=ri^5in>        (,_^.sin»<p)= 

i  /         i\       I    I ,  .  ,         (i--<^)sin»(p 

v/i-ef»sm»(p\        ^/      ^  (i-e»sin»ç)^ 

En  intégrant,  on  trouve  alors 
yi  —  e^sm'f  ^ 


4- 
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c*est-à-dîre 


II 


I  sin  f  cosf 


Les  formules  (i)  deviennent  alors 

B  =  3  Mef—  (c'—  û»)"  »  (c»—  *')-•  F 

C  =  3M7(F  —  E)  (c«—  ^')"^(c»  —  6')-; 

et  dans  ces  équations  il  faut  sous-en tendre ,  devant  les 
signes  E  et  F,  le  symbole 

CAS   ou    L^ELLIPSOÏnE   EST   DE    RÉVOtllTIO». 

138.    Si  rellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son 
petit  axe  aa,  on  a  i  =  c,  X'  =  X.  La  formule  (133) 

_  3Ma   /•* u^ 


devient 


3Ma  r'    «V/< 


et  donne 
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et  comme  en  général 

3M6    /*'  li^e/tt 

"^    I »  » 

on  aura  pour  c  =  b 

SMS  r '    u'dii 

On  trouve^  en  eflecluant  Tintégration, 

(4)  B  =  — rr:    arc  lang^ ) . 

Pour  avoir  la  valeur  de  C,  on  remarquera  que  les  for- 
mules (i3)  dun^  134  donnent,  en  faisant  X'=  A^ 

C        B 

on  aura  donc 

,5,  c=i^(.„»^>-^). 

Les  composantes  B  et  C  étant  entre  elles  comme  les 
composantes  6  et  y  du  point  attiré,  leur  résultante  A' sera 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  3  abaissée  de  ce  point 
sur  Taxe  de  révolution  et  aura  pour  valeur 

3M^  /              ,            >     \ 
A'  = r-    arc  tangX —  )  • 

139.  Si  X  est  petit,  on  développe  suivant  les  puissances 
de  cette  quantité,  et  Ton  a 

140.  Dans  le  cas  de  la  splière  1  =  o,  la  résultante  est 
^  =  ~7ra,  en  supposant  le  point  placé  sur  Taxe  des  x. 
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141.  Si  rellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  Taxe 
2 &,  en  supposant  c  =  a  et  6  ]>  a,  on  aurait  X'  =  o,  et  des 
calculs  analogues  aux  précédents  donneraient 

A       C  _3M  r'      u^da 


TBÉOnÈME    DE    VEWTON. 

142.  On  peut  démontrer  syi)thétîquement  ce  théorème 
de  Newton  qu^u/ie  couche  homogène  d^une  épaisseur 
quelconque  comprise  entre  deux  surfaces  ellipsoïdales 
semblables  et  semblablement  placées  n^ exerce  aucune 
action  sur  un  point  intérieur. 

Concevons  un  cône  infiniment  étroit  ayant  son  som- 
met au  point  attiré  O.  Il 
intercepte  dans  la  couche 
deux  portions  de  volumes 
j',  v'  qu'on  peut  décompo- 
ser en  tranches  ou  troncs  de 
cônes  par  des  plans  perpen- 
diculaires à  l'arête  qq*,  La 
masse  de  la  tranche  mn^  située  à  la^ distance  Om  =  ii  du 
point  O,  est  padu,  g  étant  la  section  mn\  mais  a=  wu', 
en  nommant  co  la  section  faite  dans  le  cône  à  une  distance 
du  point  O  égale  à  Tunité.  L'attraction  de  celle  tranche 
sur  le  point  O  est 

En  intégrant  par  rapport  à  u  depuis  u  =  Op  jusqu'à 
us=:  Oq^  p  ei(M>  étant  des  constantes,  on  voit  que  Taction 
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de  i'  est  ëgale  à  /fxpw  (Oq  —  Op)  on /{ipta pq .  De  même, 
Taction  de  u'  est  fiiptoa p' g\  Ces  deux  forces  agissent  en 
sens  conlraîres  et  se  détruisent,  car  pq=:=p^q\  puisque 
d^ns  deux  ellipsoïdes  semblables  les  cordes  parallèles  à 
une  même  direction  ont  leurs  milieux  sur  iin  même  plan 
diamétral.  Donc  les  actions  exercées  sur  le  point  O  par 
les  divers  éléments  de  la  couche  peuvent  se  décomposer  * 
en  actions  deux  â  deux  égales  et  contraires  ;  donc  elles  se 
détruisent. 

143.  Ce  théorème  est  vrai  pour  une  couche  infiniment 
mince,  et  par  conséquent  pour  une  couche  d'épaisseur 
finie  telle ,  qu^on  puisse  la  considérer  comme  composée 
de  couches  infiniment  minces,  comprises  entre  des  sur- 
faces ellipsoïdales  concentriques,  semblables  et  sembla- 
blement  placées ,  la  densité  ne  variant  que  d'une  couche 
à  une  autre. 

Si  le  point  O  était  extérieur,  les  deux  actions  exercées 
par  les  portions  f^  et  i^'  seraient  encore  égales,  mais  elles 
s^  ajouteraient. 

CAS    D*Uli    POINT   EXTÉAIEUR.    THÉORÈME    D^IYORT. 

144.  En  conservant  les  mêmes  notations,  on  a 

A  =  —  I    I    I  cos^  du  sin BdBd'^. 

Ici  on  doit  intégrer  depuis  u  =  R  jusqu'à  u  =  R',  R  et  R' 
désignant  les  distances  du  point  attiré  aux  deux  points 
où  la  droite  déterminée  par  les  angles  0  et  (|/  rencontre  la 
surface  de  Tellipsoïde.  On  a  donc 

A  =  r  j(K'  —  R)  cosO  sÎD  G  dB  d^^^ 
ou  bien  (128) 


-ff 


-cosBsinBdQd'^, 


P 
Il  faudrait  intégrer  cette  expression  entre  les  limites  qui 
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correspondent  à  R' —  R  =  o,  c*est  à-dire  pour  toutes  les 
directions  qui  tombent  dans  Tînténeur  du  cône  circon- 
scrit. Mais  on  ramène  ce  cas  à  celui  du  point  intérieur 
par  le  tbéorème  dlvory. 

145.  Concevons  deux  ellipsoïdes  ayant  leurs  axes  a, 
i,  c  et  a\  b\  c'  dirigés  suivant  les  trois  mêmes  axes  rec- 
tangulaircs.  On  appelle  points  correspondants  deux 
points  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  aux 
demi-axes  auxquels  elles  sont  parallèles,  c'est-à-dire  que 
(x,  jr,  z)  et  (x\  j\  z')  étant  deux  points  correspon- 
dants, on  aura 

* .r'        y        y        z        z' 

â"~^'      T"~^'      c""?' 

Si  Tun  de  ces  points  est  sur  la  surface  du  premier 
ellipsoïde,  Tautre  sera  évidemment  sur  la  surface  du 
second. 

Supposons,  en  outre,  que  les  sections  principales  de  ces 
deux  ellipsoïdes  aient  les  mêmes  foyers,  c'est-à-dire  que 

a'  —  a'*  =  6'—  b'*  =  c»  —  d^. 

Si  Von  prend  sur  les  deux  ellipsoïdes  deux  points 

quelconques  m  (x,^,  «), 
fjt(a,  6,  y)  et  leurs  corres-- 
pondants  m' [x\  y ^  z'), 
fjt'(a',  6',  y'),  les  distances 
fim  et  ^'m'  sont  égales. 
En  efTel,  on  a 


|A/w  —  p'  m' 


=(a-x)'+(e-^)'-i-(7-z)»-(a'-x')'-(e'-/j»-(7'-z')' 

=(^'H'-(îH'-(^'-)'-("'-«-')"-- 
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OU  bien 

Mais  ce  dernier  facteur  est  nul ,  puisque  Ton  a 
X»       x^       z*__  a'»        6'*       7'*_ 

fl*  6»         C*  a*  ^*  c' 


donc 


piw  =  |x'/w', 


146.  Appelons  toujours  A',  B',  C  les  composantes  de 
Tattraction  du  premier  ellipsoïde  sur  le  point  fi.  On  a, 
en  faisant  abstraction  du  facteur /"^lO, 

On  a,  eu  regardant  x  comme  seule  variable 

ttciu=^  —  (a  —  x)dxy 

d'où 


J      «»  J  u'        a 


donc  si  l'on  désigne  par  R  et  r  les  valeurs  de  u  qui  cor- 
respondent aux  limites  de  rinlëgralc,  c'est-à-dire  aux 
deux  points  où  la  surface  de  rdlipsoïde  est  rencontrée 
par  une  même  parallèle  à  Taxe  des  jr,  on  aura 


-//(^i)*- 


Considérons  maintenant  l'attraction  que  le  second  ellip- 
soïde exerce  sur  le  point  \i!  correspondant  de  /i,  et  nom- 
mons A',  B'y  G  ses  composantes,  on  aura 

Mais  r  =  piwi,  r'  =  (x'/h';  donc  (1 43)  r'  =  r  :  de  même, 
R'  =  R.  D'ailleurs,  âf  =j<ij,  dz' z=t  dz.  Donc 
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OU 


te 


On  aura  àe  même 


B'  = B,     C  =  —7-  C. 

Donc  Vattraclion  d^un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 
rieur  fi  est  ramenée  à  l'attraction  d^un  ellipsoïde  homo^ 
focal  sur  le  point  u'  correspondant. 

Ce  tbéorème  subsiste  quelle  que  soit  la  loi  d'attraciion. 

147.  Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  calculer 
le&  valeurs  des  demi-axes  a\  b\  c'  du  second  ellipsoïde, 
connaissant  ceux  du  premier  et  les  coordonnées  gc^  6^  y 
du  point  p..  On  a 

a'         6'         7»  __ 


or 


d'où 


a»  6»  7» 


a'^       a'^  H-  h       a''  -h  A 


Cette  équation  donne  une  valeur  positive  pour  fl'*,  et 
une  seule,  car  a'*  =  o  rend  le  premier  membre  plus  grand 
que  Fujiité  et  a"  =  oo  le  rend  moindre  que  Tunité. 
D'ailleurs  ce  premier  membre  décroît  d'une  manière  con- 
tinue quand  a'  varie  depuis  zéro  jusqu'à  Finfini  :  il  ne 
peut  donc  passer  qu'une  seule  fois  par  la  valeur  de  i .  Le 
demi-axe  a' étant  déterminé,  on  aura  les  deux  autres  par 
les  équations 
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DYNAMIQUE. 

PREMIÈRE  Partie. 


DOUZIÈME  LEÇON. 

NOTIONS  PRÉmflNAlRES  SUR  LE  MOUVEMENT 

DcÛoitions.  —  Mouvement  irairorme.  —  De  rinertie.  —  Vitesse  dans  le 

mouvement  varié. 


DÉFINITIOSS. 

148.  La  dynamique  a  pour  objet  rétude  des  lois  du 
mouvement  des  corps.  On  considère,  dans  cette  partie  de 
la  Mécanique,  une  quantité  dont  on  n'a  pas  eu  à  s* occu- 
per en  statique,  le  temps.  L'idée  du  temps,  comme  celle 
de  l'espace,  est  une  idée  simple,  qu'on  ne  définit  pas; 
mais  il  est  nécessaire  de  définir  Tégalité  des  temps. 

Deux  intervalles  de  temps  sont  égaux,  quand  deux 
corps  identiques,  placés  dans  les  mêmes  circonstances, 
parcourent  des  espaces  égaux  dans  ces  deux  intervalles 
de  temps,  quelle  que  soit  la  loi  de  leur  mouvement  com- 
mun. C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  Ton  aban- 
donnait le  même  corps  ou  deux  corps  identiques,  partant 
d'un  même  point,  à  l'action  de  la  pesanteur  à  deux 
époques  diflerentes  :  le  point  de  départ  étant  le  même,  ils 
emploieraient  le  même  temps  à  parcourir  le  même  espace. 
De  même  encore,  si  Ton  suppose  deux  globules  pesants  et 
identiques,  suspendus  aux  extrémités  de  deux  fils  pareils 
et  de  même  longueur,  dont  l'autre  extrémité  est  fixe,  et 
qu'à  deux  époques  difTérentes  ces  deux  pendules  soient 
également  écartés  de  la  verticale,  la  durée  de  la  première 
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oscillation  sera  la  même  pour  Tun  et  pour  Tautre.  La  nor 
tion  d'une  suite  d'intervalles  de  temps  égaux  conduit  à 
celle  du  rapport  commensurablc  ou  incommensurable  de 
deux  temps  quelconques.  L'unité  de  temps  généralement 
adoptée  est  la  seconde.  Nous  n'avons  pas  à  la  définir  ici. 

moutemeut  unifobhe. 

149.  Le  mouvement  le  plus  simple  que  puisse  prendre 
un  point  matériel  est  celui  dans  lequel  ce  point  décrit 
une  ligne  droite,  sur  laquelle  il  parcourt  des  espaces  égaux 
dans  des  temps  égaux.  Ce  mouvement  est  dit  uniforyne  et 
sert  de  terme  de  comparaison  à  tous  les  autres  mouve- 
ments. On  appelle  mouvement  ^arié  tout  mouvement 
qui  n'est  pas  uniforme. 

loO.  Quand  un  point  M  se  meut  en  ligne  droite,  Tes- 
Fig.  59.  pace  parcouru  par  ce  point, 

o B M       .X     ou  plus  généralement  sa  dis- 
tance X  à  un  point  fixe  O 
pris  sur  cette  droite^  est  une  fonction  du  temps  t  écoule 
depuis  une  époque  convenue,  en  sorte  qu'on  a 

cette  équation  est  ce  qu^on  appelle  Y  équation  du  mouve- 
ment. 

loi..  Un  mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre  mou- 
vement uniforme  par  la  grandeur  de  l'espace  constant  que 
le  mobile  parcourt  dans  l'unité  de  temps.  Cet  espace  est 
ce  qu'on  nomme  la  vitesse  du  mobile.  Si  donc  l'on  dé- 
signe par  s  l'espace  parcouru  dans  le  temps  t  et  par  a 
l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  on  aura 

s 
s  =iat     ou     -  z=:a. 

t 

On  voit  par  là  que  l'on  peut  encore  définir  la  vitesse,  le 
rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le  par- 
courir. 
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Si  l'on  rapporte  la  position  du  mobile  à  un  point  O  Gxe 
pris  sur  la  droite  parcourue  et  que  Ton  désigne  par  b  sa 
distance  OB  à  cette  origine,  à  Torigine  du  temps,  il  est 
clair  qu  on  aura 

X=::S  -{-  b 

ou 

(i)  a:  =  <?/-f-^. 

C'est  Téquation  la  plus  générale  du  mouvement  uniforme. 
Pour  un  autre  point  M'  on  aurait 

(2)  X  — û'/4-^'. 

Ces  deux  équations  serviront  à  résoudre  toutes  les  ques- 
tions qui  concernent  les  positions  relatives  des  deux 
points  mobiles,  à  des  époques  quelconques. 

152.  L'équation  du  mouvement  uniforme  suppose 
qu^on  ait  adopté  deux  unités,  Tunité  de  longueur  et 
Tunitéde  tenips.  Le  nombre  qui  exprime  la  vitesse  dé- 
pend de  chacune  d'elles;  mais  le  rapport  des  vitesses  dans 
deux  mouvements  uniformes  reste  invariable  quand  on 
change  ces  unités.  En  eiïet,  si  Tunité  de  temps  devient 
n  fois  plus  grande,  les  vitesses  qui  étaient  auparavant 
exprimées  par  a  et  a'  le  seront  maintenant  par  na  et  na*  : 

or  — ;  =  -7*  De  même,  si  Tunité  de  longueur  devient 
na'        a'  " 

p  fois  plus  grande,  les  vitesses  auront  pour  expressions 

nouvelles  -  et  — »  et  leur  rapport  ne  sera  pas  changé. 

En  général,  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse  varie 
avec  Tunité  de  longueur.  Il  est  d'autant  moindre  que 
cette  unité  est  plus  grande.  Ce  nombre  varie  aussi  dans 
le  même  rapport  que  Tunité  de  temps. 

DE  l'i»ertie. 

153.  Il  est  évident  que  si  un  point  matériel  est  en  re- 
pos, il  ne  peut  se  mettre  en  mouvement  de  lui-même  et 
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sans  une  cause  extérieure,  car  il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
que  ce  point  se  meuve  de  lui-même  dans  un  certain  sens 
plutôt  que  dans  un  autre.  En  outre,  si  un  point  matériel 
a  été  mis  en  mouvement  par  des  causes  quelconques  (que 
nous  appelons  des  ybrce^)  et  qu'ensuite  il  ne  soit  plus 
sollicité  par  aucune  force,  il  devra  se  mouvoir  suivant 
une  certaine  ligne  droite,  en  conservant  toujours  la 
même  vitesse,  c'est-à-dire  en  parcourant  sur  cette  ligne 
droite  des  espaces  égaux  en  temps  égaux.  On  voit  bien 
d'abord  que  le  point  se  mouvra  en  ligne  droite,  car  il  n'y 
a  pas  de  raison  pour  qu'il  s'écarte  de  la  direction  de  son 
mouvement  à  l'instant  où  les  forces  ont  cessé  d'agir.  Il 
n'est  pas  aussi  facile  d'admettre  que  sa  vitesse  restera  la 
même  ou  que  son  mouvement  sera  uniforme,  car  il  n'y 
aurait  rien  d'absurde  à  supposer  que  son  mouvement  se 
ralentisse  peu  à  peu  et  cesse  entièrement  au  bout  d'un 
certain  temps.  Mais  on  observe  qu'un  corps,  soumis  à 
une  impulsion  et  abandonné  ensuite  à  lui-même,  possède 
pendant  un  certain  temps  un  mouvement  sensiblement 
recti ligne  et  uniforme,  et  qui  dure  d'autant  plus  long- 
temps que  les  obstacles  et  les  résistances  qui  s'opposent  h 
ce  mouvement  sont  moindres.  Tel  est,  par  exemple,  un 
corps  solide  qui  reçoit  une  impulsion  sur  un  plan  Gxc 
horizontal  irès-poli,  sur  lequel  il  repose  par  une  face 
plane  et  qui  n'éprouve  que  peu  de  frottement.  On  est 
donc  conduit  h  admettre  que  s'il  était  possible  qu'un  point 
matériel,  après  avoir  été  mis  en  mouvement  par  des  causes 
quelconques,  ne  lut  plus  sollicité  par  aucune  force  et  ne 
rencontrât  aucun  obstacle,  son  mouvement  serait  recti- 
ligne  et  uniforme. 

151.  Ces  propriétés  constituent  ce  qu'on  appelle  Vîner- 
tie  de  la  matière. 

L'inertie  de  la  matière  consiste  donc  en  ce  que  tout 
point  matériel  en  repos  reste  en  repos,  tant  qu'aucune 
cause  extérieure  n'agit  sur  lui,  et  s'il  a  été  mis  en  muo- 
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vement  et  qa^ensuile  aucune  force  ne  lui  $oit  appliquée, 
son  mouvement  est  naturellement  rectîlîgne  et  uniforme. 
Le  mot  inertie  ne  signifie  pas  que  la  matière  soit  inca- 
pable d'agir,  car,  au  contraire,  la  plupart  des  forces  dont 
nous  observons  les  effets  proviennent  des  actions  que  les 
molécules  matérielles  exercent  les  unes  sur  les  autres,  de 
sorte  qu*un  point  matériel  peut  trouver  dans  un  autre, 
mais  jamais  en  lui-même,  la  cause  de  sou  mouvement. 

VITESSE    DANS    LE    MODVEMElîT   VAUIÉ. 

455.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  point  maté- 
riel doué  d*un  mouvement  varié  rectiligne  ou  d'un  mou- 
vement curviligne  doit  être  sollicité  par  une  ou  plusieurs 
forces,  sans  quoi  son  mouvement  serait  uniforme.  Comme 
l'espace  parcouru  par  le  mobile  n'est  pas  toujours  le  même 
dans  des  temps  égaux,  la  définition  que  nous  avons  don- 
née de  la  vitesse  n'aurait  pas  de  sens  dans  ce  cas.  Pour 
concevoir  ce  qu'on  entend  alors  par  vitesse,  imaginons 
que  la  cause  ou  force  qui  produit  le  mouvement  cesse 
d'agir  à  un  instant  déterminé  :  le  point  continuera  à  se 
mouvoir  dans  la  direction  d'une  certaine  droite  et  son 
mouvement  sur  cette  droite  sera  uniforme.  On  appelle 
vitesse  d'un  mobile  au  bout  du  temps  f,  la  vitesse  du 
mouvement  uniforme  qui  succéderait  au  mouvement  varié 
si,  à  cet  instant,  la  force  motrice  cessait  d'agir. 

156.  Quand  le  mouvement  n'est  pas  uniforme  et  rec- 
tiligne, la  vitesse  varie  à  chaque  instant  et  d'une  manière 
continue,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction.  En  effet, 
l'observation  prouve  qu'il  n'existe  pas  de  force  qui  puisse, 
dans  un  instant  indivisible,  changer  brusquement  la  gran- 
deur ou  la  direction  de  la  vitesse  d'un  corps  ou  imprimer 
subitement  une  vitesse  finie  à  un  corps  en  repos. 

On  a  pendant  longtemps  distingué  deux  espèces  de 
forces  :  les  forces  continues,  comme  la  pesanteur,  agissant 
sans  interruption  sur  le  mobile  pendant. un  temps  fini,  et 
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les  forces  instantanées  qu'on  supposait  capables  d'impri- 
mer subitement  à  un  corps  en  repos  une  vitesse  Gnie  ou 
de  changer  instantanément  la  vitesse  ou  la  direction  d*un 
corps  en  mouvement;  mais  par  l'observation  attentive 
des  phénomènes  on  reconnaît  que  ces  dernières  forces 
n'existent  pas  dans  la  nature,  et  qu'une  force  ne  peut 
changer  d'une  manière  sensible  la  grandeur  et  la  direc- 
tion de  la  vitesse  qu'en  agissant  pendant  un  certain  temps 
qui  est  quelquefois  assez  court  pour  n'être  pas  appréciable. 
On  s'accorde  aujourd'hui  à  n'admettre  que  des  forces 
continues. 

• 

457.  Soit  M  un  point  matériel  qui  se  meut,  d'un  mou- 
vement varié,  sur  une  droite  Ox.  Appelons  x  la  dis- 
Fig.  60.  tance  OM  de  ce  mobile  à 

0 M    y ^  un  point  quelconque  de  la 

^^  direction  Ox,eit  le  temps 

compté  à  partir  d'une  époque  quelconque,  temps  au  bout 
duquel  le  mobile  est  en  M;  soit  i^  la  vitesse  inconnue 
qu'il  possède  à  cet  instant.  Nous  allons  faire  voir  que 

dt 

On  peut  d'abord  démontrer  ce  théorème  par  la  considéra*^ 
tion  des  infiniment  petits.  En  effet,  supposons  le  mobile 
arrivé  en  M  au  bout  du  temps  £.  Pendant  l'intervalle  de 
temps  infiniment  petit  dt  qui  succède  au  temps  f ,  le  mo- 
bile parcourt  l'espace  infiniment  petit  MJVF  =  Jx,  et  sa 
vitesse  varie  infiniment  peu  (156),  de  sorte  qu'on  peut 
r^arder  le  mouvement  du  mobile  de  M  en  M'  comme 
uniforme.  On  a  donc 

dx 
dj:  =  çdt    ou     1^=-—. 

dt 

158.  On  peut  établir  rigoureusement  cette  formule 
par  la  méthode  des  limites.  Supposons  qu'après  le  temps  t 
le  mobile  parcoure  pendant  l'intervalle  de  temps  At 

Stubu.  —  jUéc,  L  8 
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J'espace  MM'  =  ùx.  Od  pourra  toujours  prendre  le 
temps  Af  assez  court  pour  que,  pendant  ce  temps-là,  la 
vitesse  du  mobile  soit  continuellement  croissante  ou  dé- 
croissante. Supposons-la  croissante  :  (^  étant  la  vitesse  du 
mobile  au  point  M,  désignons  par  u'  sa  vitesse  quand  il 
arrive  au  point  M'.  L'espace  Ax  parcouru  par  le  mobile 
pendant  le  temps  At  doit  être  évidemment  plus  grand  que 
Tespace  t^At  qu'il  parcourrait  s'il  se  mouvait  uniformé- 
ment pendant  le  temps  Af  avec  la  vitesse  y  qu'il  a  au 
commencement  de  ce  temps,  puisque  i^  est  sa  plus  petite 
vitesse  pendant  le  temps  At,  Ensuite  Ax  doit  être  plus 
petit  que  l'espace  i^'  At  que  parcourrait  le  mobile  s'il  se 
trouvait  avoir  la  vitesse  constante  (^  qu'il  a  au  bout  du 
temps  Af  et  qui  est  sa  plus  grande  vitesse. 
On  a  donc 

p^t<c^^<iv'  àt^ 

d'où 

^  Ar  ^ 

Si  Af  tend  vers  zéro,  v'  se  rapproche  indéfiniment  de  u 
qui  ne  change  pas  ;  —  se  rapproche  donc  aussi  indéfi- 
niment de  %fy  de  sorte  que  Ton  a 

,.     A.r       dx 
p  =  \im  —  =-r-« 
A/        dt 

159.  Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  considéré  le  sens  du 

mouvement.  Or  le  point  peut  se  mouvoir  dans  le  sens  Mx 

ou  dans  le  sens  contraire.  Mais  dans  l'un  et  l'autre  cas 

la  formule 

dx 

donnera  la  vitesse  du  mobile,  pourvu  que  Ton  convienne 
de  regarder  comme  positive  la  vitesse  du  mobile  lorsqu*il 
va  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  et  de  la  regarder 

ùiX 

comme  négative  dans  le  cas  contraire  5  car  le  rapport  — 
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est  positif  dans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second,  et 

dx 

il  en  est  de  même  de  sa  limite  ---• 

dt 

dx 

160.  La  relation  y=  —  montre  que  si 

est  Téquaiion  du  mouvement^  on  aura 

Si  Téquation  du  mouvement  était  de  la  forme 

on  aurait 

d^ 

d^ 
dx 

161 .  Réciproquement,  si  Ton  donne  l'équation 

une  simple  intégration  donnera  Téquationdu  mouvement 
rcctiligne  du  mobile,  savoir  : 

xz=i  lif(i)dm-c. 

On  déterminera  la  constante  c  en  exprimant  que  le  mo- 
bile a  une  position  donnée  à  une  époque  donnée. 


8. 
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TREIZIÈME  LEÇON. 

DE  L'ACCÉLÉRATION. 

Du  mouvement  uniformément  varié.  —  Principe  des  mouvements  relatif^. 
—  Comparaison  des  forces  d*après  les  mouvements  qu^elles  imprimeot 
aux  points  matériels.  ~  De  Taccélération  dans  un  mouvement  recii- 
ligne  quelconque. 

DU   MOnVEMEKT    l]NIFOHMÉME»T    VÀRlé. 

162.  Soîl  un  point  matériel  M  qui  se  meut  sur  une 
Fig.-Gi.  droite  Ox  de  telle  sorte  que 

^ —    .  sa  vitesse  i^  croisse  propor- 

tionnellement au  temps  f, 
à  partir  du  moment  où  le  mobile  était  en  un  point 
donné  A.  Soit  g  Taccroissement  constant  de  la  vitesse 
pour  chaque  unité  de  temps.  Le  point  O  étant  pris  pour 
origine,  soient  OA  =b  Tabscisse  du  mobile  à  Tépoque 
initiale,  et  OM  =  x  son  abscisse  après  le  temps  t.  En 
appelant  a  la  vitesse  du  mobile  au  point  A,  on  aura 

(l)  pzrza'+'ge 

ou 

dx=i  adt  -h  gt  dt'j 

on  a  donc,  en  intégrant, 

^^ 

2 

Or  pour  f  =  o,  on  doit  avoir  a:  =  i  5  donc    c  =  6,     et 
Téquation  du  mouvement  est 

{2)  jr=:6-f-/7r4- 


2 


Le  mouvement  représenté  par  cette  équation  est  dit 
uniformément  vané  ou  accéléré. 


TREIZIÈME   LEÇON.  XI^ 

163.  SI  Ton  place  le  point  O  en  A,  c*est-à-aire  si  Ton 
compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouvait  le 
mobile  à  Toriginedu  temps  ^  si  de  plus  on  suppose  a  =  Of 
on  aura 

Ces  deux  équations  sont  celles  qui  lient  Tespace,  la 
vitesse  et  le  temps  dans  la  chute  des  corps  pesants  qui 
tombent  dans  le  vide.  L^observation  donne  à  Paris 
g'=^  9^,80896  en  prenant  la  secondepour  unité  de  temps. 
Il  eu  résulte  que  tout  corps  pesant  parcourt  dans  le  vide, 
dans  la  première  seconde  de  sa  chute,  \g  ou  4'°9  9o448* 

PRINCIVB   DES    MOUVEMENTS   RELATIFS. 

164.  Il  existe  une  relation  entre  l'intensité  de  la  force 
qui  sollicite  un  point  matériel  et  la  variation  de  vitesse 
que  cette  force  produit.  Cette  relation  se  déduit  d'un  prin- 
cipe qu*il  ne  parait  pas  possible  de  démontrer  à  Taide  du 
seul  raisonnement,  mais  auquel  on  a  été  conduit  par  une 
multitude  d'observations  et  d'expériences,  principe  qui 
est  vérifié  par  l'accord  constant  des  conséquences  qui  s'en 
déduisent  avec  les  phénomènes  observés.  Ce  principe 
consiste  en  ce  que  si  des  points  matériels  M,  jS,  P...  se 

meuifent  dans  V espace  suix^ant 
des  droites  parallèles,  avec  une 
vitesse  constante  ou  variable, 
mais  qui  soit  la  même  pour  tous 
à  chaque  instant,  de  sorte  quils 
paraissent  ne  pas  se  déplacer  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  si  Vun  des  points,  M  par  exemple,  vient  à  être 
sollicité  par  une  certaine  force,  le  mouvement  relatif  du 
point  M  à  V égard  des  autres  points  sera  le  même  que  le 
mouî^ement  absolu  qu  aurait  ce  point  M  si  le  mouvement 
commun  n  existait  pas  et  que  le  point  M  partant  du  repos 
fût  encore  sollicité  par  la  même  force. 
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C'est  ainsi  que  sur  un  bateau  transporté  d'un  mouve* 
ment  reclîlîgnc  et  uniforme,  les  mouvements  relatifs  que 
nous  imprimons  aux  corps  transportés  avec  nous  sont  les 
m'èmes  que  si  le  bateau  était  en  repos. 

Mais  cette  loi  de  la  nature  ne  peut  être  soumise  à  au- 
cune expérience  directe  et  rigoureuse.  Elle  est  vérifiée 
par  Taccord  des  conséquences  qu^on  en  tire  avec  les  faits 
observés,  surtout  en  Astronomie. 

165,  Il  résulte  d'abord  de  ce  principe  que  si  un  point 
matériel  animé  d'une  vitesse  acquise  vient  à  être  sollicité 
par  une  force  dirigée  dans  le  sens  même  de  son  mou- 
vement, cette  force  lui  communiquera,  après  un  temps 
quelconque,  un  accroissement  de  vitesse  précisément 
égal  à  la  vitesse  qu'elle  lui  imprimerait  s'il  partait  de 
l'état  de  repos. 

En  effet,  soit  un  point  matériel  M  se  mouvant  unifor- 
mément sur  une  ligne  droite  avec  une  vitesse  ^.  Dans  un 
temps  quelconque  9,  succédant  au  temps  f,  il  parcourra 
un  espace  ^9  si  aucune  force  n'agit  sur  lui.  Mais  suppo- 
sons que,  pendant  le  temps  d,  il  vienne  à  être  sollicité  par 
une  force  P  dans  le  sens  de  son  mouvement.  Désignons 
par  Ç  l'espace  que  cette  force  ferait  parcourir  au  point  M 
s'il  parlait  c!u  repos,  et  par  u  la  vitesse  qu'elle  lui  im- 

primerait  au  bout  du  temps  9,  vitesse  égale  à  —  (158). 

Alors  le  point  M,  animé  de  sa  vitesse  acquise  \^el  soUiciié 
en  outre  par  la  force  P^  parcourra  pendant  le  temps  0  un 
espace  égal  à  ^'9  H-  Ç.  Car  si  l'on  considère  d'autres  points 
sur  la  même  droite  Ox  ou  en  di  hors,  se  mouvant  unifor- 
mément avec  la  vitesse  i^y  chacun  d'eux  parcourra  dans  le 
temps  9  l'espace  \^9.  Or,  en  vertu  du  principe  des  mouve- 
ments relatifs  (16i),  le  point  M,  auquel  seul  est  appliquée 
la  force  P,  doit,  au  bout  du  temps  9,  précéder  les  autres 
points  dans  le  sens  du  mouvement  d'une  quantité  égale  à 
l'espace  ^  que  la  force  lui  ferait  parcourir  s'il  était  d^aboril 
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en  repos.  Le  point  M  parcourra  donc  l'espace  i^0-+-$ 
dans  le  temps  9,  et  sa  vitesse  sera 

Ainsi  la  vitesse  i^  se  trouve  augmentée  par  Taction  de 
la  force  P  de  la  quantité  m,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  que 
la  foFce  P  imprimerait,  après  le  temps  6,  au  mobile  pris 
d'abord  à  Téiat  de  repos. 

On  voit  de  même  que  si  le  point  mobile,  animé  d'une 
vitesse  i',  est  sollicité  par  la  force  P  en  sens  contraire  de 
son  mouvement,  sa  vitesse  diminuera  de  la  même  quan- 
tité u  et  deviendra  t'  —  u  au  bout  du  temps  9.  Ainsi  le 
changement  de  vitesse  produit  par  une  force  qui  vient 
solliciter  un  point  en  mouvement  est  indépendant  de  la 
vitesse  précédemment  acquise. 

EFFET   d'uHIB   FORCE   CONSTlSITB   SUR   UN    POIliT   MATÉRIEL. 

166.  Supposons  maintenant  qu'une  force  P,  d'inten- 
sité constante,  agisse  d'une  manière  continue  sur  un  mo- 
bile. Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elle  devra  augmenter 
ou  diminuer  sa  vitesse  de  quantités  égales  en  temps  égaux. 
En  effet,  soit  u  la  variation  de  vitesse  produite  par  cette 
force  dans  un  premier  intervalle  de  temps  d,  (^  +  m  sera 
au  boui  de  ce  temps  la  vitesse  du  mobile.  Mais  au  bout 
d'un  second  intervalle  de  temps  égal  à  d,  sa  vitesse  devra 
être  t'+ii-f-u  ou  i/+ a«)  par  la  même  raison,  au  bout 
d'un  troisième  intervalle  de  temps  9,  sa  vitesse  est  (^  +  3 1/, 
et  ainsi  de  suite. 

Soit  a  la  vitesse  que  possède  le  point  mobile  à  l'instant 
où  la  force  commence  à  agir  sur  lui,  et  soit  g  la  vitesse 
que  la  force  imprimerait  à  ce  point  au  bout  de  l'uni  te 
de  temps,  s'il  était  d*abord  en  repos.  Alors  le  mobile,  au 
bout  du  temps  /,  aura  la  vitesse  a-^  gt  ou  a  —  gt^  sui- 
vant que  la  force  constante  agira  dans  le  sens  de  la  vitesse 
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initiale  a  ou  en  sens  contraire.  Le  mouvement  du  point 
est  donc  uniformément  varié  (162). 

GOMPÀRÀISOir    DES    FORCES,    d'apRÈS    LES    MOUVEMENTS 
QU^ELLES    IMPRIMENT    AU    MÊME    POINT   MATÉRIEL. 

167.  Nous  n'avons  considéré  qu'une  seule  force  agis- 
sant sur  le  point  M.  Supposons  maintenant  que  ce  mbbile, 
déjà  animé  de  la  vitesse  v^  vienne  au  bout  du  temps  t  à 
être  sollicité  dans  le  même  sens  pendant  le  temps  0,  par 
deux  forces  P  et  P'  qui,  en  agissant  séparément,  feraient 
parcourir  à  ce  point,  pris  à  Tétat  de  repos,  des  espaces  \ 
et  ('  pendant  le  temps  9  et  lui  imprimeraient  des  vitesses 

d\        ,      dV 

U  =  5       u   = • 

Imaginons  que  de  la  position  M  partent  à  la  fois  deux 
points  matériels  animés  tous  deux  de  la  vitesse  (^,  mais 
l'un  étant  soumis  simplement  à  Taction  de  la  force  P  et 
Tautrc  à  l'action  simultanée  des  forces  P  et  P'.  Le  pre- 
mier parcourra  dans  le  temps  Q  l'espace  (^6  -+-  Ç,  et,  d'a- 
près le  principe  (164),  le  second  aura  sur  le  premier  une 
avance  de  Ç'.  De  là  il  suit  que  ^^ô-j-J-l-J'  est  l'espace 
parcouru  par  le  point  matériel  M  qui,  déjà  animé  de  la 
vitesse  (^,  est  sollicité  pendant  le  temps  0  par  les  deux 
forces  P  et  P^  Donc  au  bout  de  ce  temps  sa  vitesse  sera 

dl        dt 

**  -*-  -77  H TT     o"     i*  +  a  -4-  a'. 

d^     c/e 

Ainsi  le  changement  de  vitesse  produit  sur  un  mobile 
par  V  action  simultanée  de  deux  forces  est  indépendant 
de  la  vitesse  acquise  et  est  égal  à  la  somme  des  vitesses 
qu  aurait  eues  séparément  le  mobile  si,  pris  à  l'état  de 
repos,  il  aidait  été  tour  à  tour  soumis  à  V action  de  cha- 
cune des  forces  P  et  P'. 

On  verrait  de  même  que  si  les  forces  P  et  P'  agissaient 
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en  sens  contraire,  le  changement  de  vitesse  dans  le  temps  d 
serait  égal  à  u  —  m'. 

168.  Cela  posé,  il  est  facile  de  démontrer  que  deux 
forces  d^ intensités  constantes  sont  entre  elles  comme  les 
changements  de  vitesses  quelles  peuvent  produire  sépa- 
rément pendant  le  même  temps  sur  un  même  point  ma- 
térieL 

En  t^flfet,  supposons  qu'une  force /agisse  pendant  un 
temps  0  sur  un  mobile  dont  la  vitesse  acquise  est  ^.  Elle 
fera  subir  à  ce  mobile  un  accroissement  de  vitesse  A. 
Soit  k'  la  variation  de  vitesse  qu'éprouverait  le  point  par 
l'action  séparée  d'une  autre  force/';  si /et/'  agissent  si- 
multanément, le  changement  de  vitesse  sera  /r  + A'  (167). 
Donc  si  f  =/,  on  aura  k-i-k'  =  2k.  Ainsi  une  force  2/ 
produira  un  changement  de  vitesse  égal  à  2 A*;  de  même, 
une  force  3/  produira  un  changement  de  vitesse  égal  à 
3Ar,  et  en  général  une  force  /i/ produira  un  changement 
de  vitesse  égal  à  nk. 

Soient  maintenant  P  et  P'  deux  forces  d'intensité  con- 
stante, et  soient  u  et  u'  les  changements  de  vitesse  qu'elles 
produisent  sur  un  même  mobile  pendant  un  temps  0,  Je 
dis  qu'on  aura 

En  effet,  si  les  forces  P  et  P'  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  commensurable,  soit /leur  commune  mesure  et 
soit 

n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers,  de  sorte  que  l'on  ait 

L  — 1 

Si  k  est  le  changement  de  vitesse  que  produirait  la  force/ 
dans  les  circonstances  déjà  spécifiées,  on  aura 

u=:/iAj     u!z=.n*k^ 
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d'où 

u        n 

donc 

f-  — ^ 

Si  les  forces  P  et  P'  n'ont  pas  entre  elles  un  rapport 
commensnrable,  je  dis  que  Tégalité  précédente  aura  en- 
core lieu. 

En  eflel,  divisons  la  force  P  en  /i  forces  égales  à  y,  de 
sorte  que 

en  désignant  par  k  la  vitesse  que  produirait  la  force/*, 

on  aura 

u  =:  nk. 

Si  y*  est  contenu  n!  fois  dans  P',  on  aura 

«y<p'<(«'-M)/, 

n'fKC^u!  <(/i'-f-ï)X. 

Donc  les  rapports  —  et  —  tombent  entre  —  et » 

etj  comme  ces  derniers  peuvent  différer  d'aussi  peu  qu'on 

voudra  en  prenant  n  sufGsammcnt  grand,  on  en  conclut 

que 

P        u 


■  ■ 
u 


Ainsi  des  forces  d'intensités  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  changements  de  vitesses  quelles  font 
subir  à  un  même  point  matériel^  quand  elles  agissent 
séparément  sur  lui,  pendant  le  même  temps 

169.  Ce  fait  est  confirmé  par  rexpérience. 

1°  On  sait  que  la  pesanteur  n'a  pas  la  même  intensité 
en  diffcrcntes  régions  de  la  terre,  et  le  poids  d'un  même 
corps  varie  d'un  lieu  à  l'autre,  dans  le  rapport  des  inten- 
sités de  celle  force.  Or,  l'expérience  montre  que  ce  rap- 
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port  est  prëcisément  le  même  que  celui  des  vitesses  ac- 
quises par  un  même  corps  tombant,  en  ces  diirérenls 
endroits,  pendant  le  même  temps. 

a^  Soit  P  le  poids  d'un  corps  tombant  le  long  d'un 

plan  incliné,  qui  fait  avec  Thorizon  un  angle  en.  Soit  P'  la 

^-  g3^  composante  de  ce  poids  parallèle 

au  plan  incliné  :  on  a 

P'rrPsina. 

Or,  en  appelant  u  la  vitesse  ac- 
quise par  le  corps  tombant  libre- 
ment, et  u'  celle  qu'il  acquiert  en  descendant  sur  le  plan 
incliné,  l'expérience  montre  que 


11'  =  tf  sina. 


Donc  on  a  bien 


P  _^ 

p  —  ^ 


/ 


DE    l' ACCÉLÉRATION. 

170.  Supposons  qu'une  force  d'intensité  variable  sol- 
licite un  point  matériel  INI  suivant  une  certaine  droite  Ox. 
Fig.  6î.  Soient  OM  =  x  et  t^  la  vî- 

^ M       M'  tesse  que  possède  le  point 

^  "^     matériel  au  point  M,  au 

bout  du  temps  t  compté  à  partir  d'une  époque  quelconque. 
A  ce  moment  la  force  présente  une  certaine  intensité  P, 
et,  si  elle  agissait  constamment  avec  celte  intensité,  elle 
ferait  éprouver  à  la  vitesse,  pendant  l'unité  de  temps,  une 
certaine  variation  y.  Cette  quantité  y  est  ce  qu'on  nomme 
V accélération,  et  nous  allons  démontrer  que  l'on  a 

dv 

En  effet,  soit  A/  un  intervalle  de  temps  assez  petit  pour 
que  fintensité  de  la  force  soit  constamment  croissante  ou 
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décroissante,  lorsque  le  point  ira  de  M  en  M'.  Ici,  pour 
fixer  les  idées,  nous  la  supposerons  croissante.  Soient  (f  et 
cj»'  les  accélérations  qui  correspondent  aux  points  M  et  M'; 
i^  et  (^  +  A^  les  vitesses  du  mobile  en  ces  deux  points.  Si 
la  force  conservait  pendant  le  temps  £it  une  intensité 
égale  à  celle  qu'elle  a  en  M,  f  Af  serait  l'accroissement 
de  vitesse  du  mobile  sous  l'action  de  cette  force  au  bout 
du  temps  A  t.  De  même  fs^'  At  serait  la  vitesse  acquise  pen- 
dant le  même  temps,  si  la  force  avait  la  même  intensité 
qu'en  M',  dans  cet  intervalle.  On  aura  doue 

ou 

Donc,  comme  lim  9'  =  f ,  on  a 

^  àt       di 

i71.  Autrement  :  l'espace  Ax  parcouru  pendant  le 
temps  At  est  évidemment  compris  entre  les  espaces  qui 
auraient  été  parcourus  si  la  force  avait  eu  constamment, 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  ou  sa  plus  petite,  ou  sa 
plus  grande  intensité.  On  aura  donc,  si  A^  =  0 

Ajr>pGH — ©G', 
2 


Or 


dx  (d^x         \    0* 

di  \di^  /  1 . 2 

ou 

Ax  =  PÔ  +  (  ---  +  a  ) : 

\di^  /  1 . 2 

d^x 
donc-—  -f-a  est  toujours  compris  entre  c^  et  cj>',  et  par 
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suite 


d.r 

Mais  -p  =  1^:  donc 
dt         ' 


^  =  57- 


172.  Quant  au  sens  du  mouvement,  l'accélération  f 
sera  positive  ou  négative  selon  que  la  force  P  tirera  dans 
le  sens  des x  positifs  ou  dans  le  sens  contraire;  cardans 
le  premier  cas  la  force  augmentera  la  vitesse  et  dans  le 
second  cas  elle  la  diminuera.  On  aura  donc  dans  le  pre- 
mier cas  ^  ^  o,  dans  le  second  —  <C  <>• 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

DE  LA  MASSE  DES  CORPS. 

Masse  d'un  point  matériel.  —  Masse  d*iin  corps.  <—  Relation  entre  lei 
forces,  les  masses  et  les  vitesses.  —  De  la  quantité  de  mouvement.  — 
Foirce  motrice.  —  Force  accélératrice.  —  Relations  entre  le  poids  et  la 
masse.  *-  Des  uaités  employées  en  Mécanique. 


MiSSB  DES   POIKTS   MATÉRIELS. 

173.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  que  des 
forces  appliquées  à  un  seul  et  même  point  matériel.  Nous 
allons  maintenant  é)iaminer  ce  qui  se  passe  quand  des 
forces  agissent  sur  des  corps  de  grandeur  finie.  Mais  quel- 
ques remarques  sont  utiles  auparavant* 

Concevons  qu^un  corps  soit  placé  sur  un  plan  horizon- 
tal et  qu'il  n'y  soit  retenu  par  aucun  frottement.  Si  l'on 
veut  faire  glisser  ce  corps  sur  le  plan,  il  faut  exercer  un 
effort  quelconque.  Pour  expliquer  cet  effort,  on  doit  ob- 
server que  si  l'on  agît  sur  un  corps  pour  le  mettre  eu 
mouvement,  une  réaction  en  sens  inverse  s'exerce  contre 
Tagent  ou  l'organe  qui  donne  le  mouvement,  et  celte 
réaction  est  la  cause  de  la  sensation  que  nous  éprou- 
vons. En  général  im  corps  ne  peut  agir  sur  un  auire  sans 
éprouver  de  la  part  de  cet  autre  une  réaction  égale  et 
contraire. 

174.  De  ce  qu'il  faut  des  elforls  plus  ou  moins  consi- 
dérables pour  donner  le  même  mouvement  à  des  corps 
différents,  on  doit  conclure  que  ces  corps  ne  contiennent 
pas  des  quantités  égales  de  matière.  On  est  ainsi  conduit 
à  la  notion  de  la  masse  des  corps. 


QUATORZIÈME    LEÇON.  12J 

On  dil  que  deux  points  matériels  ont  des  masses 

égales,  quand  deux  forces  égales,  appliquées  pendant  le 

Fig.  65.  même  temps  à  ces  deux  points, 

^i       M»  leur  donnant  le  même  mousse» 

I  ment. 

11  faut  remarquer  que  celte 
dcfiiutioii  ne  suppose  nullement 
que  les  deux  points  matériels 
soient  formés  de  la  même  substance.  Quant  à  l'égalité 
des  forces,  on  doit  Tentendre  comme  en  statique.  Ainsi 
deux  forces  sont  égales  si ,  en  les  supposant  appliquées 
verticalement  aux  deux  plateaux  d'une  balance,  elles  se 
foQt  équilibre. 

175.  Si  Ton  conçoit  une  multitude  de  points  matériels 
ayant  des  masses  égales  et  qu'on  réunisse  plusieurs  de  ces 
points  en  un  seul,  on  formera  des  molécules  dont  les 
masses  auront  entre  elles  des  rapports  quelconques. 

MASSE   nisS    CORPS 

i76.  Soient  A,  6,  C,  D  des  points  matériels  de  même 
masse.  Des  forces  égales  et  parallèles  appliquées  à  ces 
Fig.  66.  points,  pendant  le  même  temps, 

leur  feront  parcourir  des  droites 
égales  et  parallèles  avec  une 
vitesse  commune,  laquelle,  du 
reste,  sera  généralement  variable.  Il  suit  de  là  que  le 
mouvement  ne  sera  pas  troublé  si  ces  points  sont  liés 
entre  eux  par  des  droites  rigides  et  invariables.  On  forme 
ainsi  un  corps  solide,  lequel  d  ailleurs  peut  être  quel- 
conque. D'un  autre  côté,  les  forces  égales  et  parallèles, 
appliquées  k  ces  diflfércnts  points,  peuvent  être  rem* 
placées  pir  leur  résultante  qui  est  parallèle  aux  forces 
considérées,  égale  à  leur  somme  et  passe  toujours  par  le 
même  point,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  com« 
muue  de  ces  forces.  Ce  point  est  dit  le  centre  de  masse 
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du  corps.  Donc,  quand  un  corf)s  de  figure  ùwanahle  est 
sollicité  par  une  force  qui  passe  par  le  centre  de  masse ^ 
tous  ses  points  décrivent  des  droites  parallèles  et  égales, 
dans  le  mémo  temps  ^  car  cette  force  pourrait  être  dé- 
composée en  autant  de  forces  parallèles  et  égales  appli- 
quées aux  différents  points,  égaux  en  masse,  qui  com- 
posent ce  corps. 

Au  contraire,  le  mouvement  n^aurait  plus  lieu  de  cette 
manière  si  la  direction  de  la  force  ne  passait  pas  par  le 
centre  de  niasse.  Il  y  aurait  alors  pour  chaque  point  tout 
à  la  fois  un  mouvement  de  translation  dans  l'espace  et 
un  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  masse. 

Cela  posé,  les  masses  de  deux  corps  sont  égales, 
lorsqu^en  appliquant  des  forces  égales  à  leur  centre  de 
masse  tous  les  points  de  ces  corps  dccn'^nt  des  droites 
parallèles  avec  la  même  vitesse.  Les  masses  m  et  m*  de 
deux  corps  sont  dans  le  rapport  den  k  n'  lorsqu'on  peut 
les  partager  Tun  en  n  parties,  l'autre  en  n'  parties  ayant 
la  même  masse  /x.  Ou  aura  dans  ce  cas 

RELATION  ENTRE  LES  FORCES,  LES   BTÀSSES  ET  LES  VITESSES. 

177.  Il  suit  de  la  que  si  des  forces  constantes  P  et  P' 
appliquées  aux  masses  m  et  m' leur  impriment  la  même 
vitesse  u,  elles  seront  entre  elles  comme  ces  masses. 

Soit  -7  le  rapport  des  masses,  en  sorte  que  Ton  ait 

en  appelant  a  la  force  qui  communiquerait  à  la  masse  ^ 
la  vitesse  u  dans  le  temps  f,  on  a 

P  =  /io,      P'=:/a'o 

car  la  force  P  par  exemple  équivaut  à  n  forces  égales  à  u 
appliquées  aux  n  molécules  (jl  qui  forment  la  masse  m  : 
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par  suite 

P n  m 

On  étendra  sans  peine  cette  propriété  aux  masses  dont 
le  rapport  serait  incommensurable. 

178.  Supposons  que  deux  forces  d'intensité  constante 
P  et  P',  appliquées  à  d^ux  corps  quelconques  dont  les 
masses  sont  m  et  m\  leur  fassent  acquérir  des  vitesses  u 
et  u!  au  bout  d'un  même  temps  t.  Je  dis  qu'on  aura 

P         ma 

Appelons  en  effet  Q  la  force  qui  dans  le  temps  t  donne- 
rait la  vitesse  u  au  corps  dont  la  masse  est  m\  On  aura 

Q  ~"  m'  '     P'  ~~  a'  ^  ' 

d*où  Ton  déduit 

P  mu 


P'       w'  uf 
DB   LA   QUAMTlTé    DE   MOUVEMEIIT* 

179.  Le  produit  mu  de  la  masse  d'un  corps  m  par  la 
vitesse  u  commune  à  tous  ses  points  est  ce  qu'on  appelle 
la  quantité  de  mouvement  du  corps.  Ainsi  la  proportion 

P        mu 


P'       ///  II' 


(*)  Car,  en  désignant  par  q  etp'  les  forces  qui  imprimeraient  à  une 
molécuie  /&  de  la  masse  m' les  vitesites  respectives  u  et  u',  on  a 

p'  "  uf* 

Donc  la  somme  des  forces  q  appliquées  à  toutes  les  molécules  du  corps  m' 
est  à  la  somme  des  forces  p'  comme  u  est  à  u\  c'est-à-dire 

Q  :  P'  =  H  :  a'. 

SniBH.  —  Hféc,^  I.  Q 


l 


l30  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

peut  s'énoncer  en  disant  que  les  intensités  de  deux  forces 
appliquées  à  deux  corps  quelconques,  à  leurs  centres  de 
masse,  sont  proportionnelles  aux  quantités  de  mouue^ 
ment  quelles  donnent  à  ces  deux  oorps,  d^où  il  suit 
qu'on  peut  prendre  pour  mesure  de  l'intensité  d'une 
force  P  la  quantité  de  mouvement  mu  qu'elle  commu- 
nique à  une  masse  m  dans  un  temps  déterminé,  par 
exemple  dans  l'unité  de  temps.  On  prend  donc 

P  =  mu  ; 

mais  si  l'on  choisit  arbitrairement  Tunité  de  longueur, 
l'unité  de  force  et  l'unité  de  temps,  on  est  obligé  de 
prendre  pour  unité  de  masse  la  masse  d'un  corps  qui, 
sollicité  par  l'unité  de  force,  acquerrait  dans  l'unité  de 
temps  une  vitesse  égale  à  l'unité  de  longueur. 

FORCE    MOTRICE.    —    FORCE    ACCÉLÉRATRICE. 

180.  La  formule  P  =  mu  donne  la  mesure  de  l'inten- 
sité d'une  force  constante  :  mais  elle  s'étend  aux  forces 
dont  l'intensité  est  variable  avec  le  temps.  Supposons  en 
effet  qu'une  force  appliquée  au  centre  de  masse  d'un  corps 
dont  la  masse  est  m,  ait,  à  l'instant  considéré,  une  inten- 
sité P.  Soit  cp  la  vitesse  que  cette  force  ferait  acquérir  au 
mobile  au  bout  de  l'unité  de  temps,  si  pendant  ce  temps 
elle  conservait  une  intensité  constante  égale  à  P.  On  aura 
alors 

Mais  f  étant  l'accélération  du  mobile  au  bout  du  temps  r, 

on  a 

dp 

Donc  à  chaque  instant  l'intensité  de  la  force  P,  que  l'on 
appelle  force  motrice^  est  donnée  par  la  relation 

d^ 
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fôl .  Si  Ton  désigne  par  p  la  force  qui  donne  la  même 
accélération  (f  à  T  uni  té  de  masse,  on  a 

Ainsi  le  nombre  p,  qui  représente  la  force  motrice  de 
Funité  de  masse,  est  le  même  que  celui  qui  exprime  Tac- 
célération  cp,  en  sorte  qu'il  est  permis  de  les  substituer 
l'un  à  l'autre.  La  force  motrice  qui  produit  le  mouve- 
ment de  Tunitë  de  masse  est  dite  la  force  accélératrice 
du  mobile,  et  la  quantité  cp  est  nommée  indi0éremment 
V accélération  ou  la  force  accélératrice. 

RELATION    ENTRE   LE    POIDS    ET    LA    MASSE. 

482.  L'observation  prouve  que  deux  corps  pesants, 
quelles  que  soient  leur  substance  et  leur  forme,  acquiè- 
rent la  même  vitesse,  au  bout  du  même  temps,  quand  ils 
tombent  dans  11  vide.  Ce  fait  n^était  pas  connu  avant 
Galilée,  et  Ton  croyait  que  la  pesanteur  agissait  avec  une 
intensité  variable  sur  les  corps  de  différente  nature.  Mais 
Galilée  démontra  ce  fait  par  Texpérience,  et  fit  voir  que 
si  les  choses  ne  semblaient  pas  se  passer  ainsi  dans  la 
nature,  la  cause  en  était  due  à  la  résistance  de  Tair,  mi- 
lieu dans  lequel  s'opère  la  chute  du  corps. 

Il  résulte  de  ce  fait  que  les  poids  de  deux  corps  sont 
proportionnels  à  leurs  masses  :  car  les  poids  étant  des 
forces  constantes,  on  a 

et,  puisque  dans  ce  cas  u  =  u'  =  g,  on  aura 

P  _/» 

Le  nombre  qui  exprime  le  poids  d'un  corps  en  repré* 
sente  aussi  la  masse,  si  Ton  prend  pour  unité  de  masse 
la  masse  d'un  corps  dont  le  poids  est  égal  à  l'unité.  Mais 

9 
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nous  verrons  bientôt  qu'on  adopte  une  autre  conven- 
tion. 

II  est  utile  de  remarquer  que  Tégalité  des  masses  de 
deux  corps  héiërogèncs  ne  pouvait  pas  se  conclure  de 
ce  seul  fait  que  ces  corps  ont  des  poids  égaux.  Il  fallait 
savoir  en  outre  que  ces  corps  acquièrent  la  même  vitesse 
après  être  tombés  pendant  le  même  temps. 

Il  résulte  de  la  proportionnalité  des  poids  aux  masses 
que  le  centre  de  masse  d'un  corps  n'est  autre  chose  que 
son  centre  de  gravité. 

DES    UIVITÉS   EMPLOYÉES    EN    MÉCÀHIQUE 

183.  On  peut  maintenant  fixer  les  différentes  unités 
que  Ton  doit  employer  dans  Tétude  des  propriétés  de  la 
pesanteur.  On  prend  ordinairement  pour  unité  de  temps 
la  seconde,  pour  celle  de  longueur  le  mètre.  L^unité  de 
force  est  le  gramme  ou  le  kilogramme  :  le  gramme  est  le 
poids  d'un  centimètre  cube  d^eau  distillée  à  son  maximum 
de  densité.  Soit  g  la  vitesse  acquise  par  un  corps  pesant 
au  bout  d*une  seconde;  à  Paris,  on  a  g^  =  9*°, 80896.  Il 
reste  encore  à  fixer  l'unité  de  masse  qui  n*est  plus  arbi- 
traire. Or,  si  dans  la  relation 

« 

on  fait  P  =  ^,  on  a  m  =  I  :  on  doit  donc  prendre  pour 
unité  de  masse  la  masse  du  poids 

9^80896, 

poids  qui  peut  servir  de  mesure  à  Pintensité  de  la  pesan* 
teur. 

iSi.  L'intensité  de  la  pesanteur  ou  le  poids  d'un  corps 
varie  à  la  surface  de  la  terre,  et  la  vitesse  que  la  pesan« 
teur  imprime  au  corps,  au  bout  d'une  seconde,  varie 
dans  le  même  rapport.  La   relation  P  =  m^  fait  voir 
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p 

que  le  nombre  -»  qui  exprime  la  masse,  reste  le  même, 
en  quelque  endroit  qu'où  le  détermine. 

185.  Soient  V  le  volume  d'un  corps  supposé  homogène 
et  D  sa  densité  ou  sa  masse  sous  Funité  de  volume.  En 
appelant  m  la  masse  de  tout  le  corps,  on  aura 

m  =  VD, 
ou,  à  cause  de  P  =  mg^ 


»•»■ 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DES  CORPS  PESANTS. 

Mouyement  vertical  des  corps  pesants  dans  le  vide.  —  Mouvement  d'qn 
corps  pesant  sur  un  plan  incliné.  —  Détermination  de  la  constante  g. 
—  Chute  d^un  corpi  dans  un  milieu  qni  résiste  comme  le  carré  de  la 
vitesse.  —  Cas  particulier  où  la  résistance  devient  nulle. 


MOUVEMENT    VERTICAL   DES    CORl  S    PESANTS    DA19S  LE   VIDE. 

186.  Quand  un  corps,  sollicité  par  une  force  P,  con- 
stante ou  variable,  parcourt  une  certaine  droite,  son 
mouvement  est  représenté  par  les  équations 

dv  dr. 

?  =  -7-5      •'=  -7-» 
^        dt  dt 

CD  désignant  l'accélération  et  v  la  vitesse*,  on  déduit  de  ces 
formules,  en  prenant  t  pour  variable  indépendante, 

^      dr  ^ 

On  retrouve  aisément,  au  moyen  de  ces  équations,  les  lois 
du  mouvement  uniformément  varié.  Ainsi,  en  appelant  g 
Taccéléralion  due  à  la  pesanteur,  on  a 

dp 
d'où 

(1)  pr:=a-hgt, 

a  représentant  la  vitesse  possédée  par  le  mobile  à  Tori^ 
gine  du  temps.  On  déduit  ensuite  de  1^  :=  —  l' équation 

(2)  *=  6 -f-ar-h^^j 

2 

b  étant  l'abscisse  du  mobile  à  Torigine  du  temps. 
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187.  Si  l'on  compte  les  espaces  et  le  temps  à  partir  du 
point  où  la  vitesse  est  nulle,  on  a 

(3)  p  =  gt,     xzr-^^* 


2 


Uëliminaticn  de  t  entre  ces  deux  équations  donne  la  rela- 
tion 

i/j 

(4)  P=  ^^g^t     d'où     x  =  — j 


25 


entre  la  Vitesse  et  l'espace  parcouru.  On  appelle  \/^gx 

la  vitesse  due  à  la  liauteur  x,  et  —  est  dite  la  haïUeur 

^g 
duc  à  la  vitesse  u. 

188.  Supposons  maintenant  qu'un  corps  soit  lancé 
de  bas  en  haut  suivant  la  verticale.  La  force  constante 
agissant  en  sens  inverse  du  mouvement,  on  devra  poser 


d9  _ 

si  Ton  compte  de  bas  en  haut  les  abscisses  positives. 
On  tire  de  là 

(5)  9  =  a  —  gt 

et,  par  suite, 

gi^ 

Si  Von  compte  les  çspaces  à  partir  du  point  où  se  trouve 
le  mobile  à  l'origine  du  temps,  on  a  &  =  o  et 

(6)  x  =  flr-^. 

En  appelant  d  le  temps  au  bout  duquel  le  mobile  cesse 
de  monter,  et  h  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève,  ou  a 

«  — g:ô  =  o, 
d'où 

{^)  e=-,    h  =  — 
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Arrivé  a  cette  hauteur^  le  corps  commence  à  descendre  et, 
revenu  au  point  de  départ,  sa  vitesse  redevient  égale  à  sa 


o» 


vitesse   initiale:  car,   en   faisant  j:  =  —  dans  la  for- 
mule  (4))  on  trouve  (^=a,  mais  elle  est  de  sens  contraire. 

MOUVEMENT  d'uW  CORPS  PESAKT  SUR  UN   PLAN  INCLINÉ. 

189.  Soit  G  le  centre  de  gravité  d'un  corps  pesant» 

placé  sur  un  plan  incliné  :   la 
Fig.67.  ^  ^ 

composante  de  son  poids,  pa- 
rallèle à  la  longueur  AB  du  plan 
incliné,  tendra  seule  à  faire  des- 
cendre le  corps.  En  appelant  a 
l'angle  BAC  de  ce  plan  avec  riio- 

rizon,  g^sina  sera  Taccélération  du  mobile,  et  Ton  aura, 

pour  déterminer  son  mouvement, 


dt 


-r  =  gsma. 


Ainsi,  le  mouvement  du  mobile  sera  le  même  que  celui 
qui  aurait  lieu  suivant  la  verticale  si  l'intensité  de  la 
pesanteur,  au  lieu  d'être  g,  était  g  sina.  On  aura  donc, 
en  changeant  g  en  ffsîna  dans  les  formules  (3)  et  (4) 
dunM87, 

(2)  :.^EÉ2^, 

2 

(3)  p*=:  2^jrsina. 

190.  Si  x'  représente  la  longueur  AB  du  plan  incliné 
et  h  sa  hauteur  BC,  on  aura,  pour  x  =  x\ 

p^-=.7.gx*  smoL     ou      1^:=1gh. 

Doncia  vitesse  acquise  par  un  mobile  gui  a  parcouru 
toute  la  longueur  BA  du  plan  incliné  est  égale  à  celle 
qu'il  aurait  acquise  en  tombant  de  la  hauteur  BC. 
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491.  Soît  ABDune  circonférence  dont  le  diamètre  AD 

est  vertical.  Supposons  qu'un 
corps  descende  le  long  de  la 
corde  AB,  et  cherchons  le  temps 
qu  il  mettra  à  parcourir  cette 
corde. 

Menons  BC  perpendiculaire 
à  AD  :  soient  AB  =  x,  AD  =  a, 

ABC  =  ADB  =  de.  En  appliquant  au  triangle  ABC  les 

formules  du  plan  incliné  (i89),  on  aura 


x  =  -^/'sina; 


mais  on  a 


donc 


AB  =  AD.siD2     ou     x  =  asmcif 


a  =  ^gt^ 


OU 


/sur 


d'où  l'on  conclut  que  le  temps  employé  par  le  corps  pour 
descendre  le  long  de  AB  est  le  même,  quelle  que  soit 
cette  corde,  et  quil  est  égal  au  temps  que  le  cofps  eni" 
ploierait  à  descendre  de  la  hauteur  AD. 


DÉTEUMINATION  DE  LÀ  CONSTANTE  g. 

i02.  Le  plan  incliné  rend  la  chute  d'un  corps  moins 
rapide  sans  changer  la  loi  de  son  mouvement.  En  pre- 
nant Tangle  a  suffisamment  petit,  il  devient  possible 
d'observer  le  temps  que  met  le  corps  à  descendre  d'une 
hauteur  donnée,  et  par  suite  d'en  conclure  la  quantité  g 
qui  représente  l'intensité  de  la  pesanteur. 

Il  existe  d'autres  moyens  d'arriver  au  même  résultat. 
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193.  Soit  C/  un  corps  placé  sur  un  plan  nonzontal  ÂB 


Fîg.  69, 
G' 


^ 


U' 


et  tiré  par  un  fil  horizontal  dont 
la  direction  passe  par  le  centre 
de  niasse.  Supposons  que  ce  (il, 
enroulé  autour  d'une  poulie  p, 
soit  entraîné  suivant  la  verticale 
par  le  poids  d'un  corps  G  solli- 
cité librement  par  la  pesanteur. 
Soient  m  et  m' les  masses  des  corps  G  et  G'.  La  force  ac- 
célératrice du  mobile  G  étant  g,  et  la  force  motrice  du 
corps  G  se  répartissant  sur  la  masse  i/i-f-m',  la  force 

accélératrice  de  tout  le  système  sera  ^^ — ;  •  Le  mouve- 


m 


Flg.  70. 


ment  suivra  donc  les  mêmes  lois  que  celui  d'un  corps 
entièrement  libre,  mais  pourra  être  ralenti  autant  que 
Ton  voudra,  en  prenant  m'  assez  grand  par  rapport  à  m. 

194.  La  machine  d'Atwood  offre  un  troisième  moyen. 

Réduite  à  l'état  le  plus  simple, 
elle  se  compose  d'une  poulie 
verticale  P,  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  et  sur  la  gorge  de 
laquelle  s'enroule  un  fil  portant 
à  ses  extrémités  deux  corps  pen- 
sants G  et  G\ 
Soient  m  et  m' les  masses  des  corps  G  et  G'.  La  force 
motrice  de  G  étant  mg,  et  m' g  étant  celle  de  G',  si  Ton 
suppose  m  >  m',  le  système  sera  entraîné  par  une  force 
motrice  égale  à  mg —  m' g  ou  (m  —  m')  g.  Mais  comme 
cette  force  sollicite  une  masse  m  4-  m\  la  force  accéléra- 
trice du  système  ou  la  force  motrice  rapportée  à  l'unité 

de  masse  sera 

(m  —  m')  g 


m 


m' 


On  pourra  donc  au  moyen  de  cet  appareil  ralentir  autant 
qu'on  le  voudra  le  mouvement  du  système. 
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CHUTE    D^UN    CORPS   PESAST    DAITS    VU    MILIEU   QUI    HESISTE 
COMME' LE    CARRÉ    DE   LA    VITESSE. 

195.  Supposons  que  le  corps  qui  tombe  soit  symé- 
trique autour  d'un  axe  vertical.  Le  poids  du  corps  est 
une  force  dirigée  suivant  cet  axe,  et  il  en  est  de  même  de 
la  résultante  R  des  résistances  partielles  qu'oppose  l'air  à 
la  chute  du  corps,  aux  différents  points  de  sa  surface; 
la  force  R  agit  en  sens  contraire  de  la  pesanteur. 

Soient  m  la  masse  du  corps  et  G  son  centre  de  gravité 

ou  de  masse,  situé  nécessaire- 
ment sur  Ox,  La  force  motrice 
du  corps  due  à  la  pesanteur  étant 
mg^  mg  —  R  sera  la  force  mo- 

tnce  réelle  et  — ^ ou  /? 

m  °       m 

sera  la  force  accélératrice. 
L'observation  prouve  que  la 

résistance  R,  lorsque  le  mouve- 
ment du  corps  n'est  ni  très-lent,  ni  très-rapide,  peut 
être  regardée  comme  proportionnelle  à  la  densité  du 
milieu  et  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile.  On  peut  donc 
poser 

(i)  R  =  £ipp', 

p  désignant  la  densité  de  Tair,  u  la  vitesse  du  corps  et  a 
un  coefficient  que  Ton  peut  déterminer  pour  le  corps 
pesant  considéré  par  une  expérience,  et  qui  ne  dépend 
ni  de  p  ni  de  u.  Par  conséquent  la  force  accélératrice  du 

mobile  sera  e —  - 

°         m 

i96.  Si  le  corps  est  une  sphère,  en  appelant  D  sa 
densité,  r  son  rayon,  on  aura 
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d'oà 

D^ailleurs  on  trouve  par  l'observation  que  la  résistance 

(lu  fluide  est  proportionnelle  à  la  surface  de  la  sphère  ou 

au  carré  de  son  rayon  j  on  peut  donc  poser  a  =  br*^  et 

Ton  a 

R 3  b  pp» ypQ* 

Enfin,  pour  la  même  sphère  et  pour  le  même  milieu, 
y,  Pj  D,  r  étant  des  constantes,  on  peut  poser 


Dr       X» 

7P        S 

et  il  vient  enfin 

(3) 

R         go» 

La  constante  h  désigne  la  vitesse  que  devrait  avoir  le 
mobile  pour  que  la  résistance  de  Tair  fut  précisément 
égale  au  poids  du  corps. 

197.  En  supposant  toute  la  masse  du  corps  concentrée 
à  son  centre  de  gravité  G,  Je  mouvement  de  ce  point,  et 
par  suite  celui  de  tout  le  corps  sera  déterminé  par  Té- 
quation 

de  là  on  tire 

o.gdt        o.kfh 


1 


X-  X  '  —  v^ 

ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

2  s^dt       X  -h  t'  -f-  X  —  1»  dv  dif 

—  dv=  ' 


X  X'  — c^»  k^v       k 

En  intégrant  de  part  et  d'autro,  on  aura  donc 


2Sf         ,  X  -f-  I 
k—v 


^  =  1  ^;—  -t-  e. 
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Si  l'on  délerm'ne  la  constante  par  la  condition  que  la 
vitesse  soit  nulle  pour  t  =  o,  on  a  c  =  o,  et  Téquation 
devient 


(5) 

k    "~    X— t*' 

On  CD  tire 

t 

art 

*  +  " *• 

d'où 

igt 

• 

1  4-  e  * 

ou  enfin,  en  divisant  les  deux  termes  par  e^ , 


(6)  P  =  X'' 


k         ^      k 


ta     -_£f 


198.  Pour  déduire  de  là  l'espace  en  fonction  du  temps, 

dx 

dt 

{  EL      —fL\ 


.  dx 

remplaçons  i^  par  —9  nous  aurons 


dx  =  A 


.A-     .    .      k 


mais  le  numérateur  de  cette  fraction  est  la  différentielle 
du  dénominateur,  à  un  facteur  constant  près.  Donc  on 
aura  en  intégrant 


(7)  ^2 

la  constante  étant  déterminée  par  la  condition  que  Von 
ait  à  la  fois  x  ^=  o  et  /  =  o. 
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199.  Enfin  on  peut  trouver  une  relation  entre  I^espace 
parcouru  et  la  vitesse.  On  a  (n**  186) 

vdv  z=i  <fdx. 
Ici  la  force  accélératrice  ç  est  égale  à  g'  —  —-•  ^^  ^  donc 


=('-^) 


pdp  =z[ff r^  I  djc 

ou 

da:  =  —  X 


2  g       A^  —  p' 

En  intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condi- 
tion que  Ton  ait  X  =  o,  lorsque  ^  =  o,  on  a 

(8)  *  =  — I     ^ 


2g    A^ — t^ 

200.  Quand  on  suppose  t  très-grand,  e     ^  est  très- 
petit,  et,  en  négligeant  ce  terme,  on  a 

p.-rrX-,      x=iAt — —la. 

Ainsi,  au  bout  d'un  temps  très-long,  le  mouvement 
devient  sensiblement  uniforme,  et  la  force  accélératrice 

<p  =  ^  —  ^  ®*^  sensiblement  nulle,  car  elle  devient  nulle 

pour  1^  =  A.  Ce  fait  se  conçoit  sans  peine,  car  le  poids  du 
corps  est  une  force  constante,  et  la  résistance  de  Tair  une 
force  variable  qui  augmente  avec  la  vitesse  du  mobile  et 
qui  finit  par  faire,  à  très-peu  près>  équilibre  au  poids  du 
corps.  Mais  on  n'a  u^=zk  que  pour  £  =  oc  ,  en  sorte  que 
le  mouvement  tend  à  devenir  uniforme,  mais  ne  Test 
jamais  rigoureusement, 
De  la  valeur 

te 
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on  conclut  que  le  carré  de  la  vitesse  du  mouvement  uni- 
forme vers  lequel  tend  le  mouvement  varié  est  propor- 
tionnel à  la  densité  du  corps  et  au  rayon  de  la  sphère,  et 
en  raison  inverse  de  la  densité  du  milieu  résistant.  Ce 
fait  est  confirmé  par  Texpérience. 

Le  temps  au  bout  duquel  le  mouvement  devient  sen- 
siblement uniforme  est  d'autant  plus  grand  que  la  valeur 
de  h  est  plus  grande.  Car,  pour  que  Ton  ait 


il  faut  que  l'on  ait 


r>-  l/i. 
ë 

CAS    PARTICULIER   OU   LA   RÉSISTANCE    DU   MILIEU 

DEVIENT    NULLE. 

201.  Nous  avons  vu  que  la  résistance  du  milieu  avait 
pour  expression 

Il  suit  de  là  qu*en  faisant  ft  =  oo ,  on  a  R  =  o.  Cette 
hypothèse  doit  donc  faire  retrouver  les  lois  de  la  chute 
des  corps  pesants  dans  le  vide.  Mais  comme  les  formules 
5e  présentent  alors  sous  une  forme  indéterminée,  nous 

Si        -^ 
allons  remplacer  dans  ces  équations  e*  et  e     ^  par  leur 

développement  en  séries  convergentes.  Or  on  a 
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d'où  Ton  déduit 

(  ^  ^'\ 

-\tf*  H-<?     *  )=  I  -h  ^  +.... 
Substituant  ce  résultat  dans  Tequation 

(6)  ^=^       %        (*^^)' 

e     —  e 
et  faisant  les  réductions,  on  trouve  pbur  ^  =  co 

^  =  St. 
Maintenant  Téquation 

,,       (  ?L      ^£\ 
devient  par  la  substitution 

Si  Ton  développe  1 1  i-f-  ^-jj  -f- . . .  )  en  série,  on  aura 

j:= h  a, 

a  étant  la  somme  des  termes  qui  s'évanouissent  pour 
/i  =  00  •  Donc  à  cette  limite  ou  a 

2 


SEIZIEME    LEÇON»  l45 
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SUITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS  PESANTS. 

HooTement  d'un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut.  <—  MouTement  d'un 
corps  pesant  dans  un  milieu  qui  résiste  comme  la  TÎtesse.  —  Chute 
d'un  corps  dans  le  TÎde  en  ayant  égard  &  la  variation  d'intensité  de  la 
pesanteur.  —  Cas  particulier  d'un  corps  placé  à  une  petite  distance  de 
la  surface  terrestre* 


IIOUVEMEUT  d'un   CORPS    PESANT  LANCÉ    DE   BAS    EN    HAUT. 

202.  Supposons  maintenant  que  le  corps  considéré  ait 
un  mouvement  vertical,  mais  de  bas  en  haut,  dans  le  mi- 
lieu résistant.  En  conservant  les  mêmes  notations, 

—  mg  —  H 

sera  la  force  motrice  du  mobile,  et  sa  force  accélératrice 

sera 

R 

*  m 

puisque  la  pesanteur  et  la  résistance  du  milieu  sollicitent 
le  corps  en  sens  inverse  de  son  mouvement.  On  a  donc  ici 

di^  R 


et  si  l'on 

pose 

encore 

{V 

R         gv^ 

il  vient 

gdt_^          hdv 

Intégrant  et  déterminant  la  constante,  par  la  condition 
que  pour  £  =  o  ou  ait  ^  •=  a,  a  étant  la  vitesse  initiale 

Stcrsi.  —  J/<?c.,  I.  10 
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du  mobile,  on  a 

(3)  y  =  arc  tang  j  —  arc  tang-- 

203.  Cette  équation  donne  le  temps  en  fonction  explî- 
cîle  de  la  vitesse.  Pour  en  déduire  la  vitesse  en  fonction 

du  temps,  posons 

a 


arc  tang  j,==^P»      a^c  tang  j  =  Çf 


on  aura 


d'où 


et 


gf 
tang;?  — tang  î^ 

lang^  = 


I  -+-  tang/7  tang  j 


sin? 

Remplaçant  tang^  par  -  et  tang  j  par >  on  trouve 

cos^ 

A' 

gt  et 

o  cos  ^ k  sîn  ~ 

_ .  .A"  a" 

(A)  p=k 

g^  gf 

a  sin  ^  -4-  /•  cos  ^ 

A*  A* 

204.  Pour  obtenir  x  ou  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  t,  on  observera  que  le  numérateur  de  u  multiplié 
par  dt  est,  à  un  facteur  constant  près,  la  différentielle  du 
dénominateur.  Donc,  si  Ton  intègre  et  qu^on  détermine  la 
constante  par  la  condition  que  Ton  ait  simultanément 
j:  =  o  et  f  =  o,  ce  qui  revient  à  placer  Torigine  des 
abscisses  au  point  de  départ  du  mobile,  on  a 

(5)  x  =  ^.(f.inf-HcosÇ). 
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205.  Quand  on  veut  exprimer  x  en  fonction  de  v^  on 
fait  usage  de  la  formule 

9d9-=.  fdx^ 
qui  devient,  en  remplaçant  (^  par  sa  valeur  (202), 


ou 


=-(-??) 


Intégrant  et  déterminant  la  constante,  de  manière  que 
Ton  ait  à  la  fois  x  =  o  et  ^  =  a,  on  a 

206.  Il  y  a  un  instant  où  le  corps  cesse  de  monter, 
Sî  0  est  le  temps  de  Tascension  et  h  la  hauteur  la  plus 
grande  à  laquelle  parvient  le  mobile,  on  aura,  en  faisant 
t^=  o  dans  les  formules  (4)  et  (6), 

lang2-i=-,     d'où     0^-arctaDc-7 


et 


A=il|^'-^^' 


2  g  A^ 


Parvenu  à  celte  hauteur,  le  mobile  commence  à  des- 
cendre, et  si  Ton  appelle  a  la  vitesse  qu'il  possède  lors- 
qu'il est  revenu  au  point  de  départ,  on  aura,  en  faisant 
a:=^h^  1^=  a'  dans  la  formule  (8)  du  n°  199, 


2s    Â^^a'* 


't> 


OU 


On  a  donc 


2g         k*      ""  2g    A^—a^* 
X»       ■"  X»— a''' 


10 
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d'où  Ton  tire 

,  ak 


Cette  formule  fait  voir  que  a'est  toujours  moindre  que  a. 

207.  Pour  déterminer  le  temps  Q'  de  la  chute  du  corps, 
on  remplacera,  dans  la  formule  (5)  du  n^  197, 


v^gt         /  -4-  P 


%f  par  a!  et  t  par  6',  d'où  l'on  déduira 

e'  =  -i\/7 7  =  -^' 1 9 

et  si  Ton  nomme  T  le  temps  total  que  le  mobile  met  à 
revenir  a  sa  position  initiale,  on  aura 

T  =  G  H-  9' 


ou 


^       X/                a       .  Jn^-h  X'-f-a\ 
T  =  -(^arctang^  +  li! ^^ j 

Les  quantités  a  et  ^  sont  supposées  connues;  le  temps  T 
peut  être  obtenu  par  T  expérience  :  cette  dernière  relation 
peut  donc  servir  à  déterminer  la  constante  k  pour  un 
mobile  donné. 


MOUVEMENT  D  VN  CORPS  PESANT  DANS  UN  MILIEU  QUI  BÉSISTE 

GOMME    LA    VITESSE. 

208.  Quand  le  mobile  possède  une  très-petite  vitesse, 
on  peut  regarder  la  résistance  du  milieu  comme  propor- 
tionnelle à  cette  vitesse.  Si  le  corps  descend,  il  faudra 

poser 

dv  gv 

ou 

s  dt  dv 

(•)  V  =  AIT-/ 

Intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 


SEIZIEME   LEÇON.  l49 

qu^on  ait  à  la  fois  £  =  o,  r  =  o,  on  a 

d'où 

(3)  P=k\i-e^'^). 

Multipliant  par  dt  et  intégrant, 


=„_£(,_.-?). 


la  constante  étant  déterminée  par  la  condition  que  x=o 
pour  f  =  o. 

MOUVEMENT  d'uN  CORPS  DÉMCÉ  DE  PESANTEUR  DANS  UN 
MILIEU  QOI  RÉSISTE  COMME  LA  RACINE  CARRÉE  DE  LA 
VITESSE. 

209.  Ce  cas  est  intéressant,  parce  que  le  mobile  finit 
par  s'aiTêter  et  que  cette  circonstance  répond  à  une  solu- 
tion particulière  de  Téquation  dilTérentielIe. 

La  résistance  du  milieu,  seule  force  qui  sollicite  le  mo- 
bile, agissant  en  sens  inverse  du  mouvement,  on  aura 

Comme  Tunité  de  vitesse  est  arbitraire,  on  peut  la 
choisir  de  telle  sorte  que  a  =  2.  Alors  l'équation  précé- 
dente revient  à 

(a)  *=-4. 

Intégrant  et  supposant  i^  =  a  pour  £  =  o,  on  aura 

'  t=  ^  —  ^p 
ou 

(3)  ç={y/Z-^iy. 

De  cette  équation  on  déduit 
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d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  supposant  x  =  o  pour 


t  =  o, 


(4)  -  =  -| 3 

210.  La  formule  (3)  fait  voir  que  si  t  augmente  en 
restant  moindre  que  y[â^  i>  diminue,  et  que  i^  =  o  pour 

I  =  y/a  ;  on  a  en  même  temps  x  =  — ^«  Ainsi  le  mobile 

»       A  «  •  a  \la 

8  arrêtera  après  avoir  parcouru  un  espace        ■  »  et  comme 

la  force  accélératrice  est  nulle  en  ce  moment,  le  corps 
restera  indéfiDiment  en  repos.  Cependant  les  formules  (3) 
et  (4)  ne  conduisent  pas  à  cette  conséquence;  car  (^  et  x 

varient  pour  t^  \[â.  Mais,  si  Ton  remonte  à  Téqua- 
tion  (i),  on  voit  qu'elle  est  satisfaite  par  f^  ==  o,  quel  que 
soit  d'ailleurs  t.  Cette  solution  particulière  s'applique 

aux  cas  ovit^\ja\  mais  elle  ne  peut  s'appliquer  au  cas  où 

I  <^  \[â^  car  au  moment  du  départ  la  vitesse  du  mobile 

est  a  et  non  o.  Ainsi,  quand  on  a  t  <^  yjâ^  on  doit  appli- 
quer les  formules  (3)  et  (4)>  et  la  solution  particulière 

quand  on  a  />v^- 

CHUTE    d'un    corps    DANS    LE    VIDE   EN    AYANT    ÉGARD 
A.    LA    VARIATION    DE   LA    PESANTEUR. 

211.  Soit  M  un  point  matériel  pesant  tombant  dans  lo 

Pis-  73«  vide  et  placé  d'abord  à  une  assez 

grande  distance  de  la  surface  de 
la  terre.  Dans  ce  cas  l'intensité 
de  la  pesanteur  ne  doit  pas  être 
regardée  comme  constante,  car 
cette  intensité  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  matériel  au 
centre  de  la  terre.  Soient  OB  =  r  le  rayon  de  la  terre, 
g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface,  AO  c=  a  la 
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distance  initiale  du  point  M^  enfin  AM=:ar  l'espace 
parcouru  dans  le  temps  t. 

L'accélération  (f  au  point  M  sera  donnée  par  la  pro- 
portion 


On  aura  donc 

(0 


9 

r» 

S 

(« 

-^f 

d^x 

^r^ 

Si  l'on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  a  àx^  on  aura 

idxd'^x         7.f^r^dx 
dt^  {a  —  xf 

ou 


\dt)  {a-^x)     ^ 


1 


Donc,  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la 
condition  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  on  aura 

(a)  9*=-^ 


a      a  —  X 


212.  Cette  formule  fait  voir  que  la  vitesse  augmente 
avec  Xy  ce  qu  on  pouvait  prévoir.  Si  Ton  fait 

X  =  AB  =  fl  =  r  =  /i , 
il  vient 


9=^:ighy^^X 


comme  on  a  r<^a,  on  voit  que  la  vitesse  du  mobile  en 
arrivant  à  la  surface  de  la  (erre  est  moindre  que  la  vitesse 
qu^il  aurait  en  tombant  de  la  même  hauteur  A,  si  la  pe- 
santeur était  partout  la  même  qu'à  la  surfac.e  :  consé* 
quence  évidente. 

213.  Pour  x-=ia^  on  a  ^=roo  *  Donc,  si  toute  la  masse 
du  globe  était  réunie  à  son  centre,  la  vitesse  acquise  par 
le  mobile  arrivant  au  centre  serait  infinie. 


i5a 
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dx 


214.  Si  Ton  remplace  v  par  —  dans  réquation  (a) 
on  a  

(a  —  r)dx 


\/¥ 


dt=z 


^ax  —  X* 


on  donne  aux  radicaux  le  signe  -f-,  parce  que  la  vitesse  — 
doit  èlre  positive.  Pour  intégrer  on  écrira 


^  ax  — 


or 


^  ax  —  X* 


dx  —  adx 

: h 


^ax  —  JL* 


=  d  ^ax  —  x^j 


—  adx 

J  ax  —  x^ 


1  ,             a  —  IX 
-ad  arc  cos » 

2  a 


donc 


(3) 


\/  -^^  t  =  Jax  —  jp'  -h  - 

y    «i         *  1 


a  —  ax 
a  arc  cos • 


On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  qu'on  doit  avoir 
a:  =  o  pour  t  =  o. 

215.   Cette  relation  entre  Tcspace  et  le  temps  peut 
Fig.  73.  être  représentée  par  une 

JL    courbe.  Menons  Ay  per- 
pendiculaire à  AO,  et  OD 


parallèle  à  Ajr.  Imagi- 
D       nons  qu'une  circonférence 

ayant  AO  pour  diamètrr 
roule  sur  OD,  le  point  A  de  cette  circonférence  engen- 
drera une  cycloïde  AND,  dont  Téquation  différentielle. 
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par  rapport  aux  axes  Oj  et  Ox,  sera 


ou 

[a  —  .r)  tlx 
y/ax  —  X* 

Or  le  second  membre  est  égal  à  Kl  — —  dt  \  on  aura  donc 

^  a 

et  par  conséquent 

Le  temps  employé  par  le  mobile  à  parcourir  Tespace  AM 
est  donc  proportionnel  à  Fordonnée  correspondante  de  la 
cycloïde, 

CAS  PARTICLLIER  D'UN  COI! PS  PLACÉ  A  UNE  PETITE  DISTANCE 

DE    LA    SURFACE   TERRESTRE. 

216.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  doivent 
devenir  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré 
quand  on  suppose  la  distance  AB  très-petite  par  rapport 
au  rayon  terrestre. 

En  effet,  soit  [Jig^  72,  p.  i5o) 

d'où 

on  a,  formule  (i).  n^  211, 

?.  !ir  X 


a     r  '\-  h  —  X 
Comme  h  et  x  sont  des  quantités  très-petites  par  rapport 
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à  r,  on  peut  négliger  h  —  x^  qui  est  ajouté  à  r,  et  rem- 
placer a  par  r,  ce  qui  donne 

Maintenant  dans  la  formule  (3)  (214)  on  peut  remplacer 

1  a  —  ax 
—  «  arccos 

2  a 

par 


I 

-  a  arc  sin 

2 


in  f  —  ^ax  —  jr*  j  ; 


mais  -  et  par  suite  -  \/ax  —  a:*  ou  ai/-(i )  étant 

très-petit,  on  peut  remplacer  l'arc  par  son  sinus  et  à  la 

place  de  -a  arc  sin  (  -  \Jax  —  x"  )  écrire  \Jax  —  x*. 

Par  la  même  raison,  négligeant  x^  devant  ax  et  rem- 
plaçant a  par  r,  la  formule  (3)  devient 


OU 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

DU  MOUVEMENT  RECTIUGNE  DES  POINTS  ATTIRÉS 
OU  REPOUSSÉS  PAR  DES  CENTRES  HXES. 

MoaTement  de  deux  points  qui  s'nttirent  en  raison  inyerse  du  carré  des 
distances.  —  Mouvement  d*un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison 
directe  de  la  distance.  —  MouTement  d*nn  point  repoussé  par  un  contre 
Cxe  en  raison  directe  de  la  distance. 


IftOCVEHEHT   DE    DEUX    POINTS    MATÉRIELS    QUI    S*ATTiaEST 
EN    RAISON    INVERSE    DU    CARRÉ   DES   DISTANCES. 

217.  On  peut  ramener  au  problème  précédent  (211) 
le  mouvement  de  deux  points  matériels  qui  s'attirent  eu 
raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  dislance. 

Les  équations  du  mouvement  de  ces  deux  points,  en  ap- 
pelant m  et  ni!  leurs  masses,  x  et  x'  leurs  distances  a  une 
origine  prise  sur  la  droite  qu'ils  parcourent  et  u  leur  dis- 
tance au  bout  du  temps  f ,  seront 

on  a  donc 

d^x  ,  d'^x' 

m  ----  H-  nr  — — -  =  o, 
di^  dt^ 


d^où  l'on  déduit 

mx  -f-  /w' j/ 
m  -h  m' 


z^at-hb. 


c*est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  des  deux  masses  se 
meut  uniformément.  On  a  ensuite 

d^x        d^x'  _  f[m^ni') 
"dF         d,^'  ""  û' 
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OU,  à  cause  de  a:'  —  a:  =  //, 

"dt  '^  â>  ' 

Donc  l'un  des  points  se  meulpar  rapport  à  Tautre  comme 
sMl était  attiré  par  une  masse  égale  à  [m-^m')  placée  en 
un  centre  fixe»  On  déterminera  donc  u  en  fonction  de  t 
comme  dans  le  problème  précédent,  puis  on  aura  les  va- 
leurs de  X  et  de  x*  par  les  équations 

3C  —  x=.Uy     -, —  =iai  -^  o. 

/il  -+-  m 

mouvemeut  d'ui«  point  attiré  en  raison  directe 

de  la  distance. 

218.  Considérons  un  point  matériel  placé  d'abord  au 
p.      ,  point  A  où  sa  vitesse  est  nulle 

et  attiré  par  un  centre  fixe  O,  en 
raison  directe  de  sa  distance  à 
ce  dernier  point,  que  nous  pren« 
drons  pour  origine.  Comme  la 
force  attractive  tend  à  diminuer 
Tabscisse  variable  x  du  point  mobile,  on  a  Téquation 

(l)  _  =  -;,»X, 

n*  étant  la  mesure  de  Taltraction  exercée  sur  Tunité  de 
masse  du  corps  à  Tunilé  de  distance.  Multiplions  de  pari 
et  d'autre  par  2dxy  nous  aurons 

*ld.Td^jr  ^     , 

; =  —  ^n^xdx, 

dt^ 

d'où,  en  intégrant, 

dx* 

(2}  —  =  «»(«•-*•), 

dv 

la  constante  étant  déterminée  par  la  condition  que  —  oa 
i>  soit  nulle  pour  x  =  a. 
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Comme  la  vitesse  du  mobile  est  négative  quand  il  va 
dans  le  sens  ÂO,  on  a 

ou 

dx 
ndt-zzL -___-. 

v/fl*  — X» 

Intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  Ton  ait  à  la  fuis  t  =  o,  a:  =  a^  ce  qui  la  rend  nulle 
on  a 

nt  z=  arc  cos  - 
a 

ou 

(3)  a:=zacosnt; 

et  ensuite 

(4)  «*  =  —  nasinnt. 

219.  Lorsque  le  point  mobile  arrive  en  O,  on  a 

x  =  o    et    ne=  —9 

2 


d^où 


ir 

2/1 


Parvenu  à  ce  point,  sa  vitesse  est  égale  à  —  na.  Le  mobile 
dépasse  donc  le  point  O  et  continue  sa  roule  en  vertu  de  sa 
vitesse  acquise.  Pour  déterminer  le  point  A'  où  il  s'arrê- 

fera,  faisons  i>  *=  o,  il  en  résulte  /if  =  rr,  d'où  f  =  -  et 

n 

par  suite  x  =  —  a.  Ainsi  OÀ'  =:  OA. 

Arrivé  en  A'  où  il  n'a  plus  de  vitesse,  le  mobile  se 
trouve  placé  par  rapport  au  point  O,  comme  il  l'était 
en  A.  Il  sera  donc  attiré  avec  une  vitesse  croissante  de  A' 
jusqu'au  point  O  où  sa  vitesse  sera  nay  puis  continuera 
sa  route  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise  jusqu'en  A,  pour 
revenir  de  nouveau  en  O,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  le  mobile  fera  une  infinité  d'oscillations  toutes 
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égales  entre  elles  et  de  même  durée,  de  A  en  A'  et  de  A' 
en  A. 

'  220.  On  peut,  comme  dans  le  cas  précédent  (215), 
représenter  par  une  construction  géométrique  la  relation 
qui  existe  entre  l'espace  et  le  temps.  Sur  A  A'  (Jig>  74? 
n°  218)  comme  diamètre  décrivons  une  demi -circonfé- 
rence. Soit  0!Vl  =  jc,  et  menons  MN  perpendiculaire  à 
AA'.  Le  triangle  rectangle  ONM  donne 

AN 
x^^  a  cos  —  ; 
a 

mais 

X  zzz  a  cosntf 

donc 

Ainsi  —  représentera  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
aller  du  point  M  au  point  A. 

UOUTEMENT    d'uN    POINT    KEFOUSSÉ    PAR    UN    CENTRE    FIXE 
EN    RAISON    DIRECTE   DE    LA    DISTANCE. 

221.  Examinons  maintenant  le  cas  d*un  point  maté- 
riel repoussé  par  un  centre  fixe  O,  en  raison  directe  de  la 
distance. 

Supposons  qu'à  Torigine  du  temps  le  point  matériel 

Fig.  75.  placé  àunedistauceOAr=a 

^  À  *  du  centre  fixe  soit  animé 

d'une  vitesse  dirigée  vers  le  point  O  et  représentée  par 

—  nb, 

La  force  accélératrice,  positive  puisque  la  répulsion 
tend  à  augmenter  l'abscisse  du  point  M,  étant  représentée 
par  Tz'x,  on  aura 

d^x 

d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  par  ^dx  et  intégrant. 


C, 
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Mais,  pour  f  =  o,  on  a  —  ou  p  =  —  nb^  x  =  a;  donc 
d^où,  en  éliminant  la  constante, 

Oc  en  déduit 

dx 

=  —  ndt 


y/i»  4-  ^a  __  fl» 

oa 


(3)  «»  =  —  /i  v/x'  H-  6'  —  fl». 

On  prend  le  signe  — ,  parce  que  la  vitesse  est  d'abord 
négative.  En  intégrant  de  nouveau  et  ayant  égard  aux 
circonstances  initiales,  on  aura 


* r-L =  —  nt 


OU 


+  )/x^  4-  ^'  —  rt»  =  (a  -f-  Z>)tf-«'. 

On  tire  facilement  de  cette  équation 

(4)  2ar  =  (a-+-ô)^-«'4-  (a— ô)tf"'. 

222.  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
La  formule 

montre  que  la  vitesse  ne  peut  jamais  être  nulle,  si  l'on  a 
**>«'•  Dans  ce  cas  le  mobile  atteindra  l'origine  lors* 
qu'on  aura 

•  — * ; — -, —  > 

n       a  -^  b 

valeur  positive,  puisqu'on  a  ^é"  —  «*  <  a  -f-  i.  Sa  vitesse 
étant  alors  —n  yjb^—  a*,  le  mobile  dépassera  le  point  G, 
cl  il  est  clair  qu'il  se  mouvra  indéfiniment  vers  la  gauche. 
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Si  Ton  a  &  •<  a,  la  vitesse  sera  nulle  lorsque  Ton  aura 

ce  qui  correspond  à  un  point  placé  entre  O  et  A,  et  cette 
circonstance  arrivera  à  une  époque  donnée  par 


I      v^z/a  _  h^ 

t= I-!^ j— 

n       a  -h  b 

II  est  clair  qu'arrivé  au  point  B  le  mobile,  repoussé  par 
Tactiou  du  centre  fixe,  commencera  à  se  mouvoii*  vers  la 
droite,  et  sa  vitesse  sera  positive.  Il  faudra  donc,  à  partir 
de  cet  instant,  prendre  la  formule 

p=  -4- Vj:»-f- A^  — a». 

Dans  ce  cas  le  mobile  ne  passera  jamais  par  le  point  O, 
car  la  formule 

donne  pour  a:  =  o 


a  -h  b 
valeur  imaginaire^ 

Enfin  si  Ton  a.  b  =  a,  les  formules  se  simplifient^  et 
Ton  a 

p=:  —  /ZJT, 


I     X 

/  =  --!- 
'  n    a 


• 


La  première  montre  que  Ton  a  ^'  =  o  pour  x  =  05  mais 
la  seconde  ou  la  troisième  donnant  pour  x  =  o,  t  =  oo  , 
ou  voit  que  le  mobile  approchera  continuellement  du 
point  O,  mais  n'y  arrivera  jamais. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON. 

DU  MOUVEMENT  CURVILIGNE  ET  DES  FORCES 

QUI  LE  PRODUISENT. 

Projection  d'an  nonvement  rectiligne  et  uniforme  sur  un  axe.  —  De  la 
▼itetse  dans  le  mouvement  curviligne.  ^^  De  la  force  qui  produit  uu   * 
mooTement  curviligne  donné. 


PROJECTION    D  UN    MOUVEMENT    RECTILIGNE    ET     UNIFOUME 

SUR    UN  A3^E. 

223,  Si  M  est  la  position  occupée  par  le  mobile  au 
Fig.  ^5.  bout  du  temps  /,  sur  la  droite 

AB,  et  u  sa  vitesse  supposée  con- 
stante,  on  aura 

AM  =  vt. 

Soit  Ox  un  axe  quelconque 
avec  lequel  ÂM  fait  un  angle  a, 
et  soit  Â'M'  la  projection  de  AM  sur  Ox^  on  aura 


ou  bien 


A  M'  =  AM  ces  a  =  p/cosa, 


A  M'^rpcosar. 


Donc  ia  projection  du  mobile  sur  un  axe  quelconque 
se  meut  tTun  mouvement  uniforme^  dont  la  vitesse  p 
est  liée  à  la  vitesse  i^  par  la  formule 


p=:pco%a. 


Si  Ton  projette  delà  même  manière  le  point  mobile  sur 
deux  autres  axes,  O/,  Oz,  faisant  avec  AM  des  angles 
^,  y,  les  vitesses  p,  q^  r  des  projections  sur  les  trois  axes 
seront  données  par  les  formules 


(i)  p=ipcosa,     9  =  pcosp,     r  =  PC0S7< 

Sroaa.  •—  Jtée.,  L 


XX 


L 
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Les  quantités  p^q^r  sont  nommées  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile  sur  ces  axes.  On  démontre  facilement 
que  ces  formules  conviennent  à  tous  les  cas,  pourvu  que 
Ton  considère  p,  ^,  r  comme  positives  ou  négatives  sui- 
vant que  les  projections  du  point  M  se  meuvent  dans  le 
sens  positif  de  Taxe  ou  en  sens  contraire. 

224.  Lorsqu'on  donnera  le  mouvement  du  point  M, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  v,  a,  P,  y,  les  équations 


9 


cosa=:py     pcosp  =  7y     pcos7=r 


feront  connaître  les  composantes;?,  9,  r.  Réciproquement 
ces  composantes  étant  connues,  on  en  déduira  1^,  a,  (S,  7 
par  les  formules 

(2)  .  (>=:y/):?»-t-7>-hr», 

(3)  cosa=:— î      cospi=->      C0S7  =  -- 

Si  l'on  mène  par  le  point  O  une  droite  représentant 
en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mobile,  on  voit 
que  les  composantes  de  cette  vitesse  seront  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  arêtes  d'un  paralléli- 
pipède  dont  la  vitesse  du  mobile  serait  la  diagonale. 

225.  Soient  a,  &,  c  les  coordonnées  du  point  A  où  se 
trouve  le  mobile  à  Porigine  des  temps,  et  soient  x,  j-^  z 
celles  du  point  M  où  il  se  trouve  au  bout  du  temps  t,  le 
mouvement  sera  complètement  représenté  par  les  trois 
équations 

jr=b^qt, 
z  =  c  -^  ri. 

En  effet,  on  a 

OM'  =  OA'-hA'M'i 
Mais 

OM'  =  x,    OA'  =  fl,    AfW  =  pt; 
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donc 

On  démontrerait  de  la  même  manière  les  deux  autres 
formules. 

On  aurait  des  formules  semblables  en  prenant  des  axes 
obliques. 

226.  On  a  vu  que  la  projection  sur  un  axe  quelconque 
d^un  point  qui  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  et 
rectiligne  se  meut  elle-même  d^un  mouvement  uniforme. 
Réciproquement,  si  les  projections  d^un  point  M  sur 
trois  axes  Ox,  Oj",  Oz  se  meuv^ent  ai^ec  des  vitesses 
constantes  p^  (/^  r^  le  mouvement  du  point  M' sera  lui- 
même  rectiligne  et  uniforme.  En  effet,  soit  A  le  point 
où  se  trouve  le  mobile  quand  tz=.o\  les  projections  de 
la  droite  AM  sur  les  axes  étant  pt^  qt^  rtj  on  a 


AM  =  /  ^p*  -4-  ^a  -4-  r 


3. 


de  sorte  que  la  distance  AM  est  proportionnelle  au  temps. 
En  outre,  si  Ton  appelle  ce,  j3,  y  les  angles  que  la  droite 
AM  fait  avec  les  axes,  on  a 

pt  qt  rt 

00».  =  —,     cosp  =  — ,     co,v  =  — 


ou 


COSa:=: 


V^/?'  -h  ^'  H-  r» 
(5)  {cosp  =  — =^=, 

r 
cosy  =  . 

^P^  -h  y'  -h  r» 

Donc  la  droite  AM  conserve  une  direction  constante;  et 
comme  sa  longueur  varie  proportionnellement  au  temps, 
le  mouvement  est  bien  rectiligne  et  uniforme. 

II. 
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DE    LA    VITESSE   DANS    LE   XOUVEMEKÎT    CURVILIGNE. 

227.  Soit  M(j:,  y  y  z)  un  point  qui  décrit  dans  Tes- 
Fig.  77.  pace  une  ligne  courbe  CMD. 

Ce  point  doit  être  constam- 
ment sollicité  par  une  force 
dont  la  direction  change  a 
chaque  instant.  Si  au  bout 
du  temps  t  cette  force  cessait 
d'agir,  le  mobile  prendrait, 
suivant  une  certaine  droite  MT,  un  mouvement  uni- 
forme, et, c'est  la  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  que 
nous  sommes  convenus  d'appeler  la  vitesse  du  mobile  au 
point  M  (155). 

La  projection  M'  du  point  M  sur  Taxe  Ox  se  meut 
d'un  mouvement  quelconque,  qui  deviendrait  aussi  uni- 
forme si  la  force  qui  sollicite  le  point  M  cessait  d'agir. 

228.  Le  mouvement  du  point  M  est  déterminé  par 
trois  équations 

au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  la  vitesse  du  mobile 
en  fonction  du  temps.  Pour  le  démontrer,  nous  distingue- 
rons deux  cas.  ^ 

En  premier  lieu,  si  la  force  P  qui  sollicite  le  mobile  est 
constante  d'intensité  et  de  direction,  la  projection  deMK 
sur  Taxe  des  x  sera 

v^tcosoL  H Ar'cosX, 

1  m 

a  désignant  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse  fait  avec 
Taxe  des  x,  et  X  Tangle  que  la  force  P  fait  avec  ce  mèuie 
axe.  On  aura  donc 


àx  I    P  , 

=:pC0Sa-) A/COSA, 
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et,  en  passant  à  la  limiie^ 

/   \  dx 

^  '  dt 

Si  les  axes  étaient  obliques,  on  aurait,  en  décomposant 
la  vitesse  v  en  trois  autres,  p^  q^  r,  et  la  force  P  en  trois 
forces  X,  Y,  Z,  suivant  les  axes, 

ï  X     .       .,  ^     dx 
Ax  =  /;A/-+----A^%      d'où     -j-=P' 

Ainsi  les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes 
s* obtiendront  en  prenant  les  vitesses  des  projections  sur 
ces  axes,  et  l*on  aura,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 

dx  dy  dz 

(a)  —  =PCOSa,      —  =:pco$P,      ~=pcos7, 


d'où 

l'on 

dédi 

aira 

m 

d'où 

•>»  — 

dx' 

-t-  dy^  -h  dz' 

di* 

ds^ 

(3) 

ds 

P=-7-» 

dt 

en  désignant  par  5  la  longueur  d'un  arc  comptée  sur  la 
trajectoire  à  partir  d*un  point  fixe.  Cette  formule  con- 
viendrait encore  si  les  axes  étaient  obliques, 

229.  Quand  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  variable, 
on  a,  en  désignant  par  jix  un  infiniment  petit, 

,,,  dr  àt' fd'x  \ 

(4)  Ax=^A.-t--^— +^j. 

La  molécule  va  de  M  en  K,  comme  un  point  qui  aurait 
au  bout  du  temps  t  la  vitesse  v  suivant  la  tangente  MT 
et  qui  serait  sollicité  par  une  force  dMntensilé  et  de  direc- 
tion constante,  dont  les  composantes  seraient 

d'x  d'Y        ,       d'z        - 

d^        ^*        ut*         ^^       €U'        ^ 
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Cette  force  diflire  infiniment  peu  de  P,  si  Ae  est  très« 
petit;  car  si  Ton  imagine  une  autre  molécule  soumise  à 
une  force  constante  P'et  arrivant  en  K,  on  a 


Aa:  =  p^tcOSOL  H COSX. 

a    m 

On  déduit  de  (4) 

lim —     ou     -r-=PCOSa. 
M  dt 

Les  formules  sont  donc  les  mêmes  que  dans  le  cas  où  Fa 
force  est  constante. 
Daus  tous  les  cas  on  a 

d*r 

dt         dx    ds 


COSot  =:  , —  =  -r-  :  -j-» 
If  dt     dt 


OU 


(5)  <^<»-  =  ^'     cosp  =  ^,     coS7  =  -; 

donc  la  vitesse  est  dirigée  suivant  la  tangente  MT. 

230.  Ces  formules  peuvent  encore  être  obtenues  par 
la  méthode  des  infiniment  petits.  Pendant  le  temps  infi- 
niment petit  dty  le  mobile  parcourt  sur  sa  trajectoire  un 
espace  infiniment  petit  ds.  On  peut  considérer  son  mou- 
vement comme  rectiligne  et  uniforme  pendant  le  temps 
dtj  puisque  la  vitesse  ne  varie  qu'infiniment  peu  en  gran- 
deur et  en  direction.  On  aura  donc 

ds 

ds  =r  vdt.       d'où       f  i:z:  -— . 

'  dt 

D'ailleurs  la  direction  de  la  vitesse  est  celle  de  l'élément 
ds  ou  de  la  tangente  au  point  M. 

DES    FORGES   QUI    PRODUISENT    UH    XOUVBMEIÎT  DONNÉ. 

231.  Considérons  maintenant  la  force  qui  produit  le 
mouvement  d'un  point  matériel  dont  la  masse  est  m. 

Soit  y  la  vitesse  du  mobile  au  bout  du  temps  t,  lorsqu'il 
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arrive  au  point  M  de  la  trajecioire  AMB.  Supposons  que 
Fig.  78.  la  force  motrice  qui  sollicite 

continuellement  ce  mobile 
conserve  une  intensité  con- 
stante P  et  une  direction  con- 
stante parallèle  à  MP,  pen- 
dant un  certain  intervalle  de 
temps  0,  qui  succède  au  temps 
t.  Si  le  point  M  était  en  repos 
au  commencement  du  temps  6,  la  force  constante  P  lui 
ferait  parcourir  dans  le  temps  Q  un  espace  Ali  égal  à 

—  f  d*,  (f  étant  l'accélération  due  à  la  force  P  ou  la  vitesse 

que  cette  force  communiquerait  à  la  masse  m  après  Tunité 
de  temps.  D*un  autre  côté,  si  la  force  P  cessait  tout  à  coup 
d'agir,  au  bout  du  temps  /,  le  mobile  suivrait  la  direction 
de  la  tangente  MT  et  parcourrait  sur  cette  direction  l'es- 
pace MH  =  i^9j  pendant  le  temps  9,  avec  la  vitesse  con- 
stante y.  Maintenant  concevons  deux  points  matériels 
arrivant  en  même  temps  au  point  M  et  animés  tous  deux 
de  la  vitesse  u  suivant  la  tangente  MT,  l'un  d'eux  étant 
sollicité  en  outre ,  pendant  le  temps  9,  par  la  force  con- 
stante P.  Il  résulte  du  principe  général  sur  les  mouve- 
ments relatifs,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  que  ce 
point  se  déplacera  par  rapport  à  l'autre,  comme  si  les 
deux  points  eussent  d'abord  été  en  repos.  Le  point  mo- 
bile animé  de  la  vitesse  y  en  M  et  sollicité  par  la  force 
constante  P  arrivera  donc,  au  bout  du  temps  0,  en  un 
point  K  qu'on  déterminera  en  menant  par  le  point  H  la 
droite  HK  parallèle  et  égale  à  MI. 

La  courbe  MK  décrite  ainsi  est  une  parabole^  car  ou  a 


d'où  résulte 


MH  =  IK  =  ire,     MI  =  -çe% 


IK>  =  —  MI, 
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équation  d*uue  parabole,  si  Ton  considère  MI  et  IK 
comme  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  aux  axes 
MP  et  MT. 

232.  Pendant  que  le  mobile  parcourt  Tare  de  parabole 
MK,  sa  projection  sur  Ox  parcourt  Tespace  M' K' égal  à 
M' H'  -h  H'K',  c^est^à-dire  à  la  somme  des  projections  des 
droites  MH  et  HK.  Or  on  a 

dx 
WW  =  MH  cosa  =  rô  cosa  =  -—  0, 

dt 

n'K'=UKcosX=:-©Ô»cosX  =  -  -ô«cosX, 

2^  2   1/1 

en  appelant  X  l'angle  que  la  direction  constante  de  la 
force  P  fait  avec  l'axe  des  x.  On  a  donc 

M'K'  =  ~7-eH COSX-«  , 

dt  m  2. 

D^un  autre  côté,  Tespace  M'K^  étant  Taccroissement  que 
prend  la  variable  Xj  qui  est  une  certaine  fonction  de  f, 
quand  t  prend  Taccroissement  6,  on  a,  par  la  formule  de 
Taylor, 

|u  désignant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  avec  0. 
En  égalant  ces  deux  valeurs  de  M'K',  supprimant  le 

d'jr 

terme  commun. ^9^   et  divisant  ensuite  par  le  facteur 

commun  —9  on  aura 
2 

d^x  P 

-—  -h  f*  =  -  cos>. 
dt^        ^        m 

Si  0  diminue  jusqu'à  zéro,  [k  tend  vers  zéro;  mais  les 
autres  quantités  indépendantes  de  0  ne  changent  pas.  Oi 
aura  donc,  en  passant  à  la  limite, 

d^x       P 

— -z=-cosX, 

di^        m 


ou 
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m  -- —  =  P  cos>. 


169 


a  .r 


Ainsi,  dans  le  cas  où  la  force  est  constante,  m  —r-  a  une 

valeur  constante  égale  à  P  cosX,  c'est-à-dire  à  la  projec- 
tion de  la  force  sur  Taxe  des  x. 

233.  Quand  Tintensilé  et  la  direction  de  la  force  mo- 
trice varient  à  chaque  instant,  on  a  encore  la  formule 


d^x 


m 


dt 


-  =z  P  cosX, 


en  désignant  par  P  Fintensité  de  cette  force  à  Tinstant 
considéré,  et  par  X  Tangle  qu'elle  fait  à  cet  instant  avec 
Taxe  des  x. 

En  eOet,  pendant  le  temps  6  qui  succède  au  temps  f ,  le 
mobile  parcourt  une  portion  MK  de  sa  trajectoire  (qui 
n'est  plus  une  parabole),  dont  la  projection  sur  Taxe 
des  X  est 


(I) 


M' K'  =  -7-  ô  4-  (  —rr  H-  «*  )  - 
dt  \  fU^        '  /  2 


"îî     5/1- 

^i^   \           '        1 

Mf 

^^  !     1    ; 
•     •    • 

•         1       ! 

:     ; 

!       !     ! 

Désignons  par  P^  la  plus  grande  intensité  de  la  force  mo- 
I  ig.  79.  tricequi  sollicite  le  point  M 

pendant  le  temps  9  et  par  ?/ 
le  plus  petit  angle  que  fait  la 
direction  variable  de  cette 
force  avec  l'axe  des  x.  Si  le 

oj L !,    '    ' mobile  arrivé  en  M  avec  la 

vitesse  V  était  sollicité  par 
une  force  constante  P'  et 
faisant  toujours  avec  Taxe  des  x  l'angle  X',  ce  mobile 
serait  transporté,  après  le  temps  d,  en  un  point  L  au  delà 
du  plan  KK'  parallèle  au  plan  zOy  mené  par  le  point  K. 
Eln  d'autres  termes,  l'espace  M'U  parcouru  par  sa  pro- 
jection sur  Taxe  Qx  serait  plus  grand  que  l'espace  M'K' 


M' 


N'    ï'  L' 
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parcouru  par  la  projection  du  mobile  qui  décrit  réelle- 
ment la  courbe  MK.  On  a  donc 


trf 


M'K'<M'L' 
ou 

^   '         dt  \cU^       ^  J  a        di  m  2 

SI  la  force  motrice  agissait  sur  le  mobile,  animé  au 
point  M  de  la  vitesse  (^,  avec  sa  plus  faible  intensité  P'' 
et  sous  une  inclinaison  constante  V'  égale  au  plus  grand 
angle  qu'elle  fasse  pendant  le  temps  0  avec  Taxe  des  x, 
le  mobile  m  arriverait  en  un  point  N  situé  en  deçà  du 
plan  KR',  en  sorle  que  l'espace  M'N'  décrit  par  sa  pro- 
jection sur  Ox  serait  moindre  que  M'K'.  On  aurait  donc 


ou 


(^)       dF'^['dF^n''->dF 


Oh cosX'^— • 

m  2 


Des  deux  inégalités  précédentes  on  déduit 

—  cosX'  >  -— -  4-  ;*  1>  —  cosX  , 
m  di*        ^'^  m 

et  en  passant  à  la  limite 

(4)  -77-  =  —  co*^» 

^^'  dt*        m 

ou,  en  posant  P  cosX  =  X, 

m  — -  =  X, 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  axes  :  on 
aura  donc,  en  désignant  par  Y  et  Z  les  composantes  de 
la  force  P  suivant  les  axes  des j^  et  des  z. 
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Ces*  formules  montrent  que  les  projections  du  point 
mobile  sur  chaque  axe  se  meuvent  comme  des  points 
matëriels  de  même  masse  sollicités  uniquement  par  la 
composante  de  la  force  motrice  suivant  cet  axe.  Elles  ne 
supposent  pas  les  axes  rectangulaires. 

234.  Si  X,  Y,  Z,  au  lieu  de  représenter  les  composantes 
de  la  force  motrice,  représentdent  celles  de  la  force  accé- 
lératrice, on  aurait  plus  simplement 

HF^^'    'dfi'^^'    W^^' 

235.  Si  Ton  connaît  la  courbe  décrite  par  un  mobile 
et  la  loi  de  son  mouvement,  c'est-à-dire  si  les  coordonnées 
a: y  jTy  z  sont  données  en  fonction  du  temps  par  les  trois 
équations 

une  première  différentiation  fera  connaître  les  compo- 
santes de  la  vitesse  parallèles  aux  axes 

d,T        dy        dz 
Vt'      Tt'      di^ 

et  une  seconde  différentiation  fera  connaître  les  compo- 
santes de  la  force  accélératrice,  savoir  : 

d^x       d^r       d^z 


j      — rr-5      -7T-» 


dt^  dt^  fii* 

et,  par  suite,  les  composantes  de  la  force  motrice. 

236.  Ordinairement  on  doit  résoudre  le  problème  in- 
verse, c'esl-à-dire  que  la  force  motrice  est  donnée  à  chaque 
instant  de  grandeur  et  de  direction.  Alors  X,  Y,  Z  sont 
des  fonctions  connues  de  t,  et  Ton  a,  pour  connaître  com- 
plètement le  mouvement  du  mobile,  à  intégrer  trois  équa- 
tions simultanées. 


>  7i  <  ■  ■■ 
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SUITE  DU  MOUVEMENT  CURVIUGNE  D'UN  POINT  MATÉRIEL. 

t 

Mouvement  d*un  point  assujetti  à  se  mouToir  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  donnée.  —  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 


POINT  ASSUJETTI  A   SE  MOUVOIR    SUR    UNE   COURBE  DONNÉE. 

237.  Considérons  uu  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  ligne  courbe  donnée  AMB  et  sollicité  par  la  force  P. 

La  courbe  donnée  ou  le  lien  qui 
force  le  point  matériel  à  rester 
sur  cette  courbe  exerce  sur  lui 
une  certaine  action  qu'on  ap- 
pelle la  résistance  de  la  courbe^ 
et  le  point  exerce  sur  la  courbe  une  réaction  ou  pression 
égale  et  contraire.  On  peut  donc  faire  abstraction  do  la 
courbe  donnée  et  considérer  le  point  mobile  comme  libre, 
pourvu  qu'on  joigne  à  la  force  donnée  P  une  force  N 
de  grandeur  inconnue  qui  représentera  la  résistance  de 
la  courbe. 

Cette  action  ou  résistance  de  la  courbe  peut  être  dé- 
composée en  deux  forces,  Tune  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  la  courbe,  en  sens  contraire  du  mouvement, 
qu'on  appelle  \e  frottement ,  l'autre  perpendiculaire  à  la 
tangente  ou  normale  à  la  courbe.  S'il  n'y  a  pas  de  frot- 
tement, l'action  N  de  la  courbe  sur  le  mobile  est  alors 
dirigée  suivant  une  normale.  En  admettant  cette  hypo- 
thèse et  désignant  par  X,  {jt,  y  les  angles  que  la  direction 
de  la  force  normale  N  fait  avec  les  axes  rectangulaires  i 
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les«éqaations  du  mouvement  du  point  matériel  seront 

m  ——-  =  X  +  N  cosîl , 
dt* 

m  —rr  =  Z  4-  N  cosv. 
di^ 

LMntensité  de  la  force  N  n'est  pas  connue  à  priori,  et 
quant  à  sa  direction^  on  sait  seulement  qu'elle  est  perpen- 
diculaire à  la  tangente  )  on  aura  donc 

(2)  COS^^/X -+- COSf*</)^H- cosv<fo=  o, 

relation  à  laquelle  il  faudra  joindre  la  suivante  : 
( 3)  cos'^  4-  cos'pi  4-  cos*v  =  i . 

238.  Si  le  point  matériel  est  assujetti  k  demeurer  sur 
une  surface  donnée 

(4)  /(^,r.  «)=o, 

il  décrira  sur  cette  surface  une  certaine  courbe  inconnue. 
L^action  ou  la  résistance  N  que  la  surface  exerce  à  chaque 
instant  sur  le  point  matériel,  égale  et  contraire  k  Ja  pres- 
sion que  ce  point  exerce  sur  la  surface,  est  dirigée  suivant 
la  normale  à  la  surface,  s'il  n^y  a  pas  de  frottement  :  le 
point  se  meut  alors  comme  un  point  libre  qui  serait  sol- 
licité à  la  fois  par  les  forces  P  et  N,  dont  les  composantes 
seraient  X,  Y,  Z,  N  cos^,  etc.,  et  Ton  a  encore  les  équa- 
tions (i). 

On  a  d'ailleurs 

n         L'(f  u^f  u^f 

COSX  r=  A  -7- )       COSu  =  A  -7-?       COSv  =  A  -f-, 

€Ij:  tljr  dz 

en  posant,  pour  abréger, 


Athi^Mi)" 
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A  a  le  double  signe  parce  qu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens 
agit  la  force  N  qui  est  dirigée  suivant  la  normale  à  la 
surface. 

MOUVEHEKT   DES   PROJECTILES   DANS   LB   VIDE. 

239.  Soit  Â  le  point  de  départ  d^uu  point  matériel 
pesant,  lancé  avec  une  vitesse  a  dans  la  direction  AI. 

Fig.  8i.  Prenons   deux  axes ,   l'un   Ajr 

vertical  et  dirigé  en  sens  in- 
verse de  la  pesanteur,  Tautre 
horizontal  Ax,  mené  dans  le 
plan  lAj^.  Comme  le  mobile 
n  est  sollicité,  pendant  tout  son 
mouvement,  que  par  la  pesan- 
teur, il  doit  se  mouvoir  dans  le  plan  lAjr^  car  il  n'y  a 
pas  de  raison  pour  qu'il  s'écarte  d'un  côté  do  ce  pian 
plutôt  que  d'un  autre.  Les  équations  différentielles  du 
mouvement  se  réduiront  donc,  dans  ce  cas^  aux  deux  sui- 
vantes : 

240.  L'intégration  de  la  première  équation  donne 

dx      ^ 
—  —  C. 

dt 

La  constante  C  est  égale  à  la  composante  horizontale  de 
la  vitesse,  c'est-à-dire  à  a  cosa,  a  étant  l'angle  lAx  :  on 
a  donc 

(3)  —  =flcosa. 

La  seconde  équation  du  mouvement  donne 

(4)  ^=flsina-^^ 
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en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  Ton  ait 

-j-  =  a  sina  pour  t  =  o. 

Intégrant  de  nouveau  les  équations  (3)  et  (4))  et 
ayant  égard  à  la  condition  z  =  o,  jr  =  o  pour  t  =  o^  on 
aura  enfin 

(5)  X=:  atCOSOLf 

(6)  y  z=z  atsmct  —  —  • 

La  première  montre  que  la  projection  du  point  mobile 
sur  Taxe  Ox  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  dont  la 
vitesse  est  acosa.  La  projection  sur  Taxe  Oj  se  meut 
d^nn  mouvement  uniformément  retardé,  comme  ferait 
un  mobile  lancé  de  bas  en  baut  avec  une  vitesse  initiale 
égale  à  a  sina. 

241.  En  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4)  élevées  au 
carré,  on  trouve 

p'  =  fl*  —  ^ogt sin a  H-  g'r* 
ou 

(7)  i^^  —  a}-'7,gx. 

242.  Pour  connaître  la  courbe  que  décrit  le  mobile,  il 
faut  éliminer  t  entre  les  équations  (5)  et  (6),  et  Ton 
aura 

jr  =  x  tanga ^ — — , 

ou,  si  Von  pose,  pour  simplifier,  a*  z=i  ngh, 

X* 

(8)  ^  =  X  tanga  —  7-7 r-- 

Cette  trajectoire  est  donc  une  parabole^  dont  Vaxe  est 
vertical. 

243.  Pour  déterminer  la  position  du  sommet  C,  met- 
tons l'équation  (8)  sous  la  forme 

4^cos'a7  —  ^hx%\naLCO%oL  -|-a:'r=o, 
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OU,  en  complétant  le  carré  et  transposant, 

(as  —  2^sinacosa)'  =  4^'  cos*a  (h  sin*a  —  jr). 

Donc  si  Ton  pose 

X  —  2Asina  cosa  =  j:', 
l'équation  de  la  parabole  prend  la  forme 
(g)  xf^^^  ^hco^ajr\ 

et  la  courbe  se  trouve  rapportée  à  son   axe  de  Ggure 

comme  axe  des  ordonnées  et  à  la  tangente  au  sommet 

comme  axe  des  abscisses.  Les  coordonnées  du  sommet 

sont  donc 

AE  =  2/1  sin a  cosa , 

EC  =  ^sin»jt. 

244.  Si  dans  Téquation  (8)  on  fait  j^  =r  o,  on  obtient 

X  =.  AB  =  ^/i  sin  X  cosa , 

ce  qui  fait  connaître  le  point  B  où  le  projectile  rencontre 

de  nouveau  Tborizontale  Ax,  La  longueur  AB  esl  ce 

qu^on  appelle  V amplitude  du  jet.   Elle  est  double  de 

Tabscisse  du  sommet,  et  c'est  ce  qui  devait  être,  puisque 

la  parabole  est  symétrique  par  rapport  à  son  axe  CE. 

On  peut  écrire 

AB  =  2^ sin 29e  : 

il  en  résulte  que  V amplitude  du  jet  a  sa  plus  grande 
valeur,  quand  sin 2a  =  1,  c'est-à-dire  quand  a  ==  45", 
la  vitesse  initiale  restant  la  même. 

245.  Proposons-nous  de  trouver  sous  quel  angle  il  faut 
lancer  un  projectile  du  point  A ,  pour  qu'il  atteigne  un 
point  donné  (X,  Y).  Ici  Tinconnue  est  tanga,  et  si  Ton 

pose 

f 

tanga  =  u ,     d'où     — --  =  i-h  «*, 
"  cos'a 
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Téquation  (8)  devient,  en  y  remplaçant  tanga,  x,  y 
par  II.  X,  Y, 

d'où  Ton  tire 

te 

Donc  si  l'on  a 

4A'  — 4/1Y  — X'>o, 

on  aura  deux  valeurs  réelles  de  zi,  toutes  deux  positives 
dans  le  cas  où  X  est  >  o,  et  par  conséquent  le  projectile 
pourra  être  lancé  dans  deux  directions  différentes  pour 
atteindre  le  point  M.  Si  Ton  a 

4A»  — 4/iY  — X>=ro, 

il  n'existe  plus  qu'une  seule  direction  donnée  par  la  for- 
mule 

tanga  =  — » 

et  enCn  le  problème  est  impossible  quand  on  a 

4/j»— 4/1Y  — X»<o 

2i6.  La  courbe  dont  l'équation  est 

4  h^  —  4  A/  —  X^:=.0 

ou 

est  une  parabole  L'HL  [fig-  81,  n°  239),  dont  Taxe  est 
dirigé  suivant  ky^  et  dont  le  sommet  H  est  situé  à  la 
hauteur  AH  =  A.  Les  résultats  précédents  peuvent  s'énon- 
cer ainsi  :  Quand  le  point  que  l'on  vent  atteindre  est 
dans  Tintérieur  de  cette  parabole,  le  mobile  peut  être 
lancé  suivant  deux  directions  dilîérentes;  il  n^  a  plus 
quune  seule  direction  convenable,  si  le  point  est  sur 
la  parabole  même^  enfin  quand  ce  point  est  hors  de  la 
courbe,  le  problème  n'est  plus  possible. 

Stubh.  —  Méc,  I.  ^^ 
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247.  Si|  laissant  rintensité  de  la  vitesse  initiale  oan- 
Fig.  8a.  stante,  on  fait  varier  sa  di- 

rection ,  on  obtiendra  une 
infinité  de  paraboles  ACB, 
AC'B', ....  Toutes  ces  pa- 
raboles ont  pour  directrice 
commune  Thorizontale  HL 
menée  à  la  hauteur  AH  =  h. 
En  effet,  soit 


^=«langa  — 


4/<cos'oc 


Tune  des  paraboles  ACB  dont  C  est  le  sommet  :  on  a 

CE  =  /i  sin'a , 

et  4^cos*a  étant  le  paramètre,  hcos^a  est  la  dislance  do 
sommet  à  la  directrice,  et  par  suite  h  sin'or  +  h  cos*a  =  h 
est  la  distance  de  la  directrice,  qui  est  horizontale,  à  l'axe 
Ax. 

HL  étant  la  directrice  de  Tune  quiconque  des  para- 
boles, si  F  en  est  le  foyer,  on  a  AF  =  AH.  Donc  les  foyers 
de  toutes  les  paraboles  sont  sur  une  circonférence  décrite 
du  point  A  comme  centre  avec  AH  =  h  pour  rayon.  On 
trouvera  facilement  que  les  sommets  C  et  C  sont  sur 
une  ellipse. 

â48.  Représentons  par 


l'équation 


/{•^»r.  tt)  =  o 


x2(i  -h  «M 

^  —  x«H '-7-. '  =  O 


4/* 


de  l'une  quelconque  des  paraboles.  Une  autre  de  ces 
courbes  aura  pour  équation 


/{^*X*  «-f- A«)  =  o, 
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Si  M  {Xjj')  est  un  point  commun  à  ces  deux  courbes,  on 
aura  donc  k  la  fois 

/(X,J,  tt)  rrro, 

d*où  Ton  déduit 

/(jf>j:»  «H- Al/)— /(x,  j,  n) 

7  O. 

Si  maintenant  on  suppose  Au  =  o,  on  a,  pour  détcr- 
rainer  le  point  d^intcrsection  de  deux  paraboles  infini- 
ment voisines,  les  équations 

ou 

2/1 
u  r=  — • 
X 

L'élimination  de  u  entre  ces  deux  équations  donnera 

pour  Téquation  du  lieu  des  points  M,  c'est-à-dire  pour 
Tenveloppe  de  toutes  les  paraboles. 

Or  cette  équation  est  précisément  celle  que  nous  avons 
trouvée  pour  la  parabole  HLM,  lieu  des  points  que  le  pro- 
jectile ne  peut  atteindre  que  dans  une  seule  direction.  Ce 

résultat  pouvait  être  prévu,  car  Téquation  ^  =  o  ex- 
prime que  pour  un  système  quelconque  de  valeurs  attri- 
buées k  X  et  yj  u  considérée  comme  inconnue  a  deux 
valeurs  égales. 


t2. 
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.      VINGTIÈME  LEÇON. 

DES  COMPOSANTES  DE  LA  FORCE  MOTRICE. 

Décomposition  de  la  force  motrice  en  force  tangenliclle  et  force  centri- 
pète. —  Cas  d^un  point  assujetti  à  décrire  une  courbe  donnée.  —  Force 
centrifu(je.  —  Cas  d'un  point  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  don- 
née. —  Méthode  d'Huyghcus.  —  Application  an  mouvemeni  de  rotation 
de  la  terre. 


DÊCOMPOSITIOIf    DE   LA    FORCE   MOTRICE    EN    FORCE 
TANGEMTIELLE    ET    FORCE    CENTRIPETE. 

219.  Soit  M  un  point  entièrement  libre  dans  Tespacc 

et  sollicité  par  plusieurs  forces  dont  la  résultante  est  P. 

Fig.  83.  On  sait  que  si  X  désigne  la  com- 

ç\  /b  posante  de  celle  force  parallèle 

à  Taxe  des  x,  on  a 

(T)         ^  =  -^; 

mais  si  a  est  Tangle  que  la  tangente  à  la  trajectoire  fait 
avec  Taxe  des  x,  et  v  la  vitesse,  on  a 


—-  =z  pensa. 


d'où 


izz '-  z=.  —  cusa  4-  V • 

dt^  dt  iU  di 

or 

âx  dx 

r/rosa  ds  ds        v 

— -z —  =  — r~  ^=  *^  —r-  =  -  <^os). , 
dt  di  f^^         p 

1  élant  Tangle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la  droite  qui  va 
du  point  M  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  combe  eu 
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ce  point,  et  p  le  rayon  du  cercle  osculateur  :  donc 

(2)  X  =  OT  —  cosa  H cosX. 

ai  û 

Cette  équation  exprime  que  la  projection  de  la  force  P 
sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions sur  cet  axe  :  i^  d'une  force  m-j^  dirigée  suivant 

la  tangente  à  la  courbe;  2°  d'une  force — »  dirigée  suî- 

vant  la  normale  qui  passe  par  le  centre  de  courbure. 
Donc  P  est  la  résultante  de  ces  deux  dernières  forces. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  d'un  point  en  ligne  courbe, 
la  force  motrice  P  se  décompose  à  chaque  instant  eu  deux 
forces  :  Tune,  dirigée  suivant  la  tangente,  est  nommée  la 
force  tangentielle;  Tauire,  dirigée  suivant  le  rayon  de 
courbure,  ^  nomme  ]à  force  centripète.  En  désignant  la 
première  par  T,  la  deuxième  par  Q,  on  aura  donc 

(3)  T=.-^,     Q  =  -. 

C'est  cette  dernière  force  qui  produit  la  courbure  de  la 
trajectoire  en  écartant  le  mobile  de  la  tangente. 

II  résulte  de  là  que  le  plan  qui  passe  par  la  force  mo- 
trice et  par  la  tangente  est  le  plan  osculateur  au  point  M, 
puisquMl  renferme  le  centre  de  courbure. 

230.  Quand  le  point  matériel  est  sollicité  par  plusieurs 
forces  dont  P  est  la  résultante,  on  peut  décomposer  cha- 
cune des  premières  forces  en  deux  autres  dirigées  Tune 
suivant  la  tangente  et  Tautre  perpendiculairement  à  cette 
tangente,  et  par  conséquent  dans  le  plan  normal  à  la 
courbe.  Les  forces  tangentielles  se  composeront  en  une 
seule  T,  égale  à  leur  somme  algébrique,  et  les  forces  nor- 
males se  composeront  aussi  en  une  seule  Q,  nécessaire- 
ment dirigée  suivant  le  centre  de  courbure.  Il  résulte  c!e 


l8a  COURS    DE   MÉGASIQUBt 

là  que  si  ane  des  forces  appliquées  au  point  M  est  nor- 
male à  la  trajectoire,  elle  ne  donnera  pas  de  composante 
suivant  la  tangente  et  n'entrera  pas  dans  la  valeur  de 

m  y  :  en  d^autres  termes,  elle  n'influera  pas  sur  l'accé- 
lération du  mobile.  De  même  une  force  dirigée  suivant 
la  tangente  à  la  trajectoire  n'aura  aucune  influence  sur 

la  valeur  de  — y  et  par  suite  ne  tendra  pas  à  changer  la 
direction  du  mobile. 

POINT    ASSUJETTI   A  SE   MOUVOIR   SUR   UHE  COURBE   OOHIIIÉE. 

FORCE   CENTRIFUGE. 

251.  Supposons  en  premier  Heu  qu'un  point  M 
[Jig*  83,  p.  180),  qui  n*est  actuellement  sollicité  par 
aucune  force  et  qui  ne  se  meut  qu'en  vertu  de  sa  vitesse 
acquise,  soit  assujetti  à  demeurer  sur  la  ccmrl>e  ÂMB. 
Son  mouvement  doit  être  celui  d'un  point  libre  sollicité 
par  une  certaine  force  N  qui  représente  la  résistance  de 
la  courbe,  action  égale  et  contraire  k  celle  qu'exerce  le 
mobile  sur  la  courbe.  En  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de 
frottement,  cette  résistance  est  normale  à  la  courbe,  et 
par  conséquent  elle  n'a  pas  de  composante  tangentielle. 
Donc  on  a 

//i  -    1=:  o ,     d  ou     p  =  a^ 

a  étant  la  vitesse  initiale.  Ainsi  la  vitesse  est  constante, 

et  comme  de  l'équation  |/  ou  y  =  a  on  déduit  s  =  at^ 

le  mobile  parcourt  sur  la  trajectoire  des  espaces  égaux  en 
temps  égaux.  La  force  normale  N  doit  alors  être  dirigée 
suivant  le  rayon  de  courbure  MK,  et  Ton  a 

P 
La  pression  exercée  par  le  mobile  M  sur  la  courbe  ou 
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sur  le  lien  qui  l'oblige  à  parcourir  cette  courbe  est  égale 
et  contraire  à  la  résistance  N  de  la  courbe  et  par  consé- 


mv^ 


quent  son  expression  est Cette  force,  égale  et  con- 

P 
traire  à  la  force  centripète,  est  ce  qu'on  appelle  la /brce 

centrifuge, 

252.  Supposons  en  second  lieu  que  le  point  M  soit 

Fig.  8/|.       •  sollicité  par  une  certaine  force 

motrice  P.  On  peut  faire  abstrac- 
tion de  la  courbe,  si  Ton  joint 
à  la  force  P  une  certaine  force  N , 
normale  à  la  courbe,  force  égale 
et  contraire  à  la  pression  que  le 
point  M  exerce  sur  elle.  Décom« 
posons  la  force  P  en  deux  autres  T  et  Q,  la  première  diri- 
gée suivant  la  tangente,  et  la  seconde  située  dans  le  plan 
normal  de  la  courbe.  Soit  F  la  résultante  des  deux  forces 
Q  et  N,  situées  toutes  les  deux  dans  le  plan  normal.  La 
force  F  agira  suivant  le  rayon  de  courbure  (251  ) ,  et  l'on 
aura  ^ 

«  ~  =  T,     —  =  F. 

dt  p 

La  force  F,  dirigée  suivant  le  rayon  du  cercle  osculateur 
et  qui  agit  à  chaque  instant  pour  empêcher  le  mobile  de 
s'écarter  de  la  courbe  suivant  la  tangente,  est  la  force 
centripète.  Une  force  F',  égale  et  contraire  à  la  force  F, 
qui  la  détruit  à  chaque  instant,  est  appelée  la  Jorce  cen^ 
trifuge.  La  force  N  étant  égale  et  contraii^e  à  la  pression 
exercée  à  chaque  instant  par  le  mobile  sur  la  courbe,  cette 
pression  s'obtiendra  en  cherchant  la  résultante  des  deux 
forces  Q  et  F'  qui  font  équilibre  à  la  force  N.  On  aura 

F:Qr=:sinQMN:sinFMN, 
ce  qui  donne  la  position  de  MN. 

253.  Dans  le  cas  général,  la  force  centrifuge  en  chaque 
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point  est  proportionnelle  au  carre  de  la  vitesse  du  mobile 
<U  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
en  ce  point. 

Si  la  force  motrice  était  normale  à  la  courbe,  on  aurait 

T  =  o,     ou     iw  —  r^o: 

par  suite 

9  =  constante  : 

le  mouvement  serait  uniforme. 

Si  la  force  motrice  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
courbe,  on  aurait  Q  =  o.  Alors  la  force  M  se  confondrait 
en  grandeur  et  en  direction  avec  la  force  centripète  F, 
et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  par  le  mobile  avec  la 
force  centrifuge  F', 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    SUR    UNE    SURFACE. 

254.  Supposons  que  le  mobile  soit  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  donnée,  et  soit  AMB  (fig»  84,  p.  t83)  la 
courbe  qu'il  y  décrit.  On  peut  faire  abstraction  de  la  sur- 
face, pourvu  que  l'on  joigne  à  la  force  motrice  P  du  mo- 
bile, à  Tinslant  considéré,  une  force  N,  nécessairement 
normale  à  la  surface,  égale  et  contraire  à  la  pression  que 
le  mobile  exerce  sur  elle.  Décomposons  encore  la  force  P 
en  deux  autres  T  et  Q,  l'une  tangente  et  Tautre  nor- 
male à  la  trajectoire  AMB.  Les  deux  forces  Q  et  N  nor- 
males à  la  trajectoire  se  composent  en  une  seule  F  dirigée 
suivant  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  trajectoire  au 
point  M,  et  Ton  a 

on  aura  aussi 

F:Q=:sinQMN:sinFMN, 

ce  qui  détermine  la  position  de  MF  ou  du  plan  osculateur 
quand  on  connaît  ^^  p,  Q  et  l'angle  QMN. 
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On  aura  encore  dans  ce  cas  la  pression  exercée  par  le 
point  mobile  sur  la  sut  face,  en  cherchant  la  résultante 
égale  et  contraire  à  N,  de  la  force  Q  et  d'une  force  F', 
égale  et  contraire  à  F, 

255.  Si  la  force  motrice  était  nulle,  on  aurait 

mdv  1.   » 

— -—  =  o ,     d  où     p  =  constante. 
dt  ' 

et  N  serait  à  la  fois  la  mesure  de  la  force  centripète  et  de 
la  force  centrifuge. 

Si  la  force  P  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire, on  aurait 

La  résistance  de  la  surface  serait  la  force  centripète.  Dans 
ce  cas,  MN  se  confondant  avec  MF,  le  plan  osculateur 
PMF  contient  la  normale  N  à  la  surface.  Alors  la  courbe 
que  décrit  le  mobile  est  telle,  que  tous  ses  plans  oscula- 
teurs  sont  normaux  à  la  surface.  Cette  propriété  appar- 
tient, comme  on  sait,  à  la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la 
surface  entre  deux  points.  On  peut  donc  dire  que  dans  ce 
cas  la  trajectoire  est  la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse 
tracer  sur  la  surface  eiitre  deux  quelconques  de  ses  points, 

AUTRE  MANIERE  d'oBTENIR  LES  RÉSULTATS  PRÉCÉDENTS. 

256.  Huyghens  trouve  à  peu  prés  de  la  manière  sui- 
vante les  composantes  de  la  force 
motrice.  Le  mobile  arrivant  au 
point  M  de  sa  trajectoire,  au  bout 
du  temps  <,  décomposons  la  force 
motrice  P  en  deux  forces  T  et 
Q  :  l'une  dirigée  suivant  la  tan- 
gente MT,  et  l'autre  perpendi- 
culaire à  cette  tangente.  Dans  le  temps  infiniment  petit 
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dt,  le  mobile  parcourt  l'arc  MN  =  ds.  Si  Ton  considère 
la  force  motrice  P  comme  constante  en  grandeur  et 
en  direction  pendant  le  temps  infiniment  petit  r/f,  rëlé* 
ment  MN  ou  ds  peut  être  considéré  comme  situé  dans 
le  plan  PMT  qui  passe  par  la  tangente  MT  au  point  M 
et  par  la  direction  de  la  force  P.  C'est  donc  le  plan  oscu- 
lateur  de  la  trajectoire,  et  la  direction  de  la  force  Q  passe 
par  le  centre  de  courbure  K.  Pendant  que  le  mobile  par- 
court Tare  MN,  sa  projection  sur  la  droite  MK  parcourt 
l'espace  MH,  projection  de  MN,  en  se  mouvant  comme 
un  point  de  même  masse  qui,  n'ayant  pas  de  vitesse  ini- 
tiale suivant  MG,  serait  sollicité  par  la  composante  de  la 
force  P  parallèle  à  MK,  composante  qui  conserve  pendant 
le  temps  dt  la  valeur  Q  qu'elle  a  au  point  M.  On  aura 
donc 

(i)  }\^=^^-^  dt\ 

Décrivons  dans  le  plan  PMT  le  cercle  osculateur  au 
point  M,  qui  touche  la  tangente  Mï  en  M  et  passe  par 
le  point  N  infiniment  voisin  du  point  M  :  le  carré  de  la 
corde  MN  est  égal  au  diamètre  multiplié  par  la  projec- 
tion MH  de  MN  sur  le  diamètre  MK.  On  a  donc 


.     2MK. 
ou 


ds 


1 


W  "°  =  V 


en  substituant  l'arc  inÛnîment  petit  ds  à  sa  corde  ÎV^N 
et  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  MK. 
En  égalant  les  valeurs  (t)  et  (a)  de  MH,  on  aura 


1  O  ds^ 

2  tn  2p 
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d*OÛ 

(3)  Q=J^=^. 

P  P 

Pendant  que  le  mobile  parcourt  l'arc  MN,  la  projection 
sur  la  tangente  MT  se  meut  comme  un  point  de  masse  m 
sollicité  par  la  force  constante  T*,  on  a  donc 

g, rf(pcosa) 

1  m  ; 9 

a  désignant  l'angle  que  la  vitesse  variable  v  du  mobile 
sur  Parc  MN  fait  avec  MT.  En  effectuant  la  diflerentia- 
tioui 

T  =  /M  -7-  C0S2  —  mp  sm  a  -^  • 

tlt  di 

Mais  au  point  M  l'angle  ol  est  nul,  ce  qui  donne  pour  ce 
point 

<«  T=4; 

Ces  considérations  s'étendraient  au  cas  d'un  point  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface. 

BEMAHQUES    SUR    LÀ    FORCE   CENTRIFUGE. 

257.    Quand  un  corps  solide  tourne  uniformément 

autour  d'un  axe  fixeÂB,  chaque 
point  M  de  ce  corps  possède  une 
force  centrifuge  particulière  F, 
qui  pour  l'unité  de  masse  est 

égale  à  -  9  i^  étant  la  vitesse  du 
P 
*  point  M  et  p  le  rayon  KM  du 

cercle  qu'il  décrit.  En  appelant  T  le  temps  d'une  révolu- 
tion entière!  on  a 

,=  2^.     d'où    F  =  ^. 
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l^es  forces  centrifuges  des  dillérents  points  sont  donc  pro- 
portionnelles à  leur  distance  à  Taxe. 

2o8.  Ces  remarques  sont  applicables  à  la  terre.  Outre 
son  mouvement  de  translation  dans  l'espace,  elle  a  un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  son 
centre. 

Comme  la  force  centrifuge  tend  à  éloigner  tous  les 
corps  de  Taxe  de  rotation  de  la  terre,  elle  doit  modifier 
l'intensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  globe.  Pour 

apprécier  son  influence,  consi* 
déronsd'abord  un  point  M  situé 
surTéquateur.  Appelons  G  l'in- 
tensité de  l'attraction  de  la  terre 
sur  Tunité  de  masse  au  point  M, 
force  dirigée  suivant  MO;  F  la 
force  centrifuge  du  point  M, 
rapportée  à  Tunité  de  niasse,  force  dirigée  suivant  MF, 
prolongement  de  OM;  enfin  g  le  poids  apparent  de  l'u- 
nité de  masse  ou  la  pression  sur  Tappui  qui  soutient  la 
masse  m.  On  aura  gf  ==  G  —  F,  Si  Ton  appelle  p  le  rayon 
terrestre  et  T  le  temps  que  la  terre  emploie  à  faire  une 
révolution,  on  a  (2o7) 


m  2  î 


donc  on  aura 


^  =  G- 


p 


Pour  se  faire  une  idée  plus  exacte  de  la  diminution  que 
la  force  centrifuge  fait  subir  au  poids  du  corps,  obser- 
vons que  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  terre  est 
égale  à  40000000  de  mètres.  L'observation  donne  pourg 
très-sensiblement  la  même  valeur  dans  les  différents  lieux 
de  la  terre.  En  prenant  la  valeur  g  =  9"*,  80896,  à  Paris, 


on  aura  a  peu  près 


d'où 
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'p  ""289' 

289 


189 


g 


diffère  donc  très-peu  de  G,  et  Ton  a  à  peu  près 


^ 


=K-i) 


Donc  la  pesanteur  à  Téquateur  est  diminuée  d^enviroii 

sa  289*  partie.  D'ailleurs  la  formule  F  =  ^-~-  fait  voir 

que  si  le  mouvement  de  rotation  devenait  17  fois  plus 
rapide,  la  force  F  deviendrait  17'  ou  289  fois  plus  grande, 
et  alors  la  pesanteur  serait  à  peu  près  nulle  à  Téquatcur. 

259*  Supposons  maintenant  le  point  M  placé  sur  un 
Fig.  88.  certain  parallèle  dont  le  rayon 

MK  =  r.  Soient  X=  MOC  la  la- 
titude du  point  M,  G  Tintensité 
de  la  pesanteur  en  ce  point,  j 
l'intensité,  rapportée  à  T  uni  te 
de  masse,  de  la  force  centrifuge 
dirigée  suivant  M/1  On  a 


d'ailleurs 


g'=  G  — /cos).; 


f 

et  à 

cause 

de  r 

=  jDC0S/, 

donc 


/cos).  = -^^,—  =  —  C05'o 
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à  peu  près;  donc  enfin 

A  Téquateur   cosÀ=:i,   g  =  G  li 5;;)'    ^^  P^^^ 

cosX  =  o,  ^  =  G. 

L'attraction  de  la  terre  sur  Puni  té  de  masse  des  corps 
placés  à  sa  surface  doit  encore  subir  une  correction  qui 
est  due  à  ce  que  la  terre  n'est  pas  parfaitement  sphérique 
et  homogène.  En  tenant  compte  de  sa  forme  réelle,  on 
trouve  que  g  est  donné  par  la  formule 

^  =  Gli ). 

^  \         200/ 


i»tt. .— 
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lîZS  FORCES  MATS  ET  DU  TRAVAIL  DANS  LE  MOUVEMENT 

D'UN  POINT  MATÉRIEL. 

Oinitrenticlle  de  la  force  Tive.  —  Formes  diverses  de  X</jr-HY<0^-hZ</«. 
—  Définition  du  travail.  —  Relation  entre  le  travail  et  la  force  vive.  — 
Conséquences  du  principe  des  forces  vives.  —  Cas  où  il  y  a  frottement 
on  résistance  d^un  milieu.  —  Cas  où  le  mobile  est  solUcité  par  des  forces 
dirigées  vers  des  centres  fixes. 


m 


DIFFÉBENTIELLE   DE    LA    FORCE    VIVE. 

260.  P  désignant  la  force  motrice  qui  sollicite  un  mo- 
bile M  et  X,  Y,  Z  ses  composantes,  on  a 

(0  '"-TT=X>     ^~Tr=^*^y     m--r--=Z. 

^  '  dO  dt^  dt* 

On  tire  de  ces  trois  équations  • 

( -^^ j  =ri(\dx^Ydx^Zdz). 

Mais  la  quantité  entre  parenthèses  dans  le  premier  mem- 
bre est  égale  à  ^.^'^  on  a  donc 

{^)  d.nn^=!i{Xdx-^Ydf  -{-Zdz). 

261.  Cette  équation  subsiste,  lorsque  le  point  mobile 
esi  a.ssujetii  à  rester  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface 
donnée.  En  effet,  si  N  est  la  force  qui  représente  la  résis- 
tance de  la  courbe  ou  de  la  surface,  on  a 

d\r 

m  —7^  =  X  H-  N  cosX, 
di^ 

<2)  ^m^=:Y+Nc6sp, 

M  -7—  =  Z  4-  N  cosv, 
dO  ' 
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Ij  |ui,  V  étant  les  angles  que  la  normale  suivant  laquelle  la 

force  N  est  dirigée  fait  avec  les  axes.  Oo  tire  de  ces  équa- 

tions 

dmv^  =  2  (  Jidjc  -4-  Ydj  -+-  Zdz) 

2N  (cos'kf/x  -h  cosiidjr  -h  cosvf/s}; 


mais  puisque  N  est  normale  a  la  trajectoire,  la  dernière 
parentbèse  est  nulle.  Celte  équation  se  réduit  doue  â 
Téquation  (2). 

262.  La  quantité  m^*,  ou  le  produit  de  la  masse  d'un 
mobile  par  le  carré  de  sa  vitesse,  est  ce  qu*on  appelle  la 
force  vive  du  mobile.  On  a  dans  tous  les  cas 

(4)  d  i  nw^ .—  yidx  4-  Yr/r  4-  Zdz, 

X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  motrice. 

AUTRES    FORMES    DE   X^X  +•  Y  r/^' -+- Z//^. 

263.  S«it  Cl)  Tangle  PMT  que  la  force  motrice  P  fait 
Fief.  8g.  avec  la  tangente.  On 

^  Hdx      X  dr      Z  dz 

COSU  =  —-  •-; h  -;r  -7 h  -   -r  » 

1^  ds         P  ds        ?  ds 

d'où  Ton  tire 

(i)       Xate  -+-  Y^r  4-  Zdz  =  Pcos<ki£/x. 

Si  Ton  décompose  la  force  P  en  une  force  tangentielle  T 
et  une  force  normale  Q,  on  a  T  =  P  cosci).  Donc 

(2)  ILdx  4-  Ydy  4-  Zdz  =  Tds. 

Enfin,  si  Ton  appelle  dp  la  projection  IVII  de  Tare 
MU  =  ds  sur  la  direction  de  la  force  motrice,  on  a 

cos^  ds  =  dp  y 
et  par  suite 

(3)  Xdx  4-  Ydjr  4-  Zdz  =  Pdp. 
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Ainsi  Texpression  Hdx  -i-Y djr  -h  Zdz  est  égale  :  i®  au 
produit  de  la  force  motrice  P  multipliée  par  Téiément  de 
la  trajectoire  et  par  le  cosinus  de  Tangle  que  cette  force 
fait  avec  la  tangente;  2^  au  produit  de  rëlémenl  de  Tare 
multiplié  par  la  force  motrice  estimée  suivant  la  tan- 
gente ;  3°  au  produit  de  cette  force  motrice  multipliée 
par  la  projection  de  l'élément  de  Tare  sur  sa  direction. 

DÉFINITION    DU    TKAVÀIL. 

264.  Le  produit  Tds  que  Ton  obtient  en  multipliant 
la  composante  tangentielle  de  la  force  P  par  Télément 
de  Tare  parcouru  dans  l'instant  dt  se  nomme  trav^ail 
élémentaire  ou  élément  de  tras^ail  de  cette  force,  L'élé- 
meut  de  travail  est  considéré  comme  positif  lorsque  la 
force  tangentielle  agît  dans  le  sens  du  mouvement,  et 
comme  négatif  dans  le  cas  contraire,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  suivant  que  Tangle  o)  est  aigu  ou  obtus.  Le  signe 
du  travail  élémentaire  sera  donné  par  l'expression 
Vco^îùds^  en  considérant  V  eids  comme  positifs. 

Si  Ton  considère  Pcoswrfs  comme  le  produit  de  P  par 
costùds^  on  peut  dire  encore  que  le  travail  élémentaire 
est  égal  au  produit  de  la  force  par  la  projection  de  Télé- 
ment  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  cette  force. 

265.  Dans  tous  les  cas,  la  projection  d'une  résultante 
sur  une  droite  étant  égale  à  la  somme  des  projections  de 
ses  composantes,  on  voit  que  le  travail  élémentaire  de  la 
résultante  de  plusieurs  forces  est  égal  à  la  somme  algé- 
brique des  travaux  élémentaires  de  ces  dernières  forces. 

266.  On  nomme  travail  total  d'une  force  P  pour  un 

chemin  déterminé  AB  l'intégrale  /  Tdsy  prise  entre  les 

limites  qui  correspondent  aux  extrémités  de  Tare  par- 
couru. Les  forces  normales  à  la  trajectoire  n'ayant  au- 
cune influence  sur  la  composante  tangentielle,  n'influent 
pas  sur  le  travail  total. 

SnnM.  —  If^c,  I.  x3 
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Pour  donner  un  exemple  de  travail  total,  considérons 
un  poids  P  descendant  sous  Tactlon  de  la  pesanteur,  soil 
librement,  soit  en  demeurant  sur  une  courbe  quelconque  : 
on  aura  V fis  costù  =z  Pdz^  en  appelant  dz  la  projection 

de  Tare  ds  sur  la  verticale.  Le  travail  total  sera  JP  dz 

ou  Pz,  lorsque  le  mobile  sera  desrendu  de  lahauteur  ver- 
ticale z.  Ce  travail  serait  —  Pz  si  le  mobile  montait  de 
la  hauteur  z. 

RELATION    ENTRE  LE   TRAVAIL    ET  LA    FORCE   VITE. 

267.  Si  dans  l'équation  (a)  du  n°  S60  on  remplace 
Xrfj:  4-  Ydy  ^-Zdz  par  T^^,  on  aura 

(i)  dmv^^iuTds, 

d'où 

Tds. 

Si  k  est  la  vitesse  lorsque  5  =  5©,  on  aura  C  =  mA*,  et 
par  suite 


(3) 


Ainsi  Taccroissement  de  force  vive  du  mobile,  lorsqu'il 
passe  d'une  position  à  une  autre,  est  égal  au  double  du 
travail  de  la  force  motrice. 

268.  Si  la  force  P  est  la  résultante  de  plusieurs  forces 
Pi,  P|,.  .  .,  dont  les  composantes  tangentielles  sont  Ti» 
Tf,  Ta,. .  .,  on  aura 


<i'où 


T==T,  4-T,-+-T, +..., 


lTds=  JT^ds-h   /larfn-.... 


yihgt  et  unième  leçoh.     v  1^5 

On  aura  donc 


(1)  m9 


»  — iM^«=af    il^ds-J^  jTifis -{-... y 


Donc,  si  Ton  appelle  forces  mouv^antes  celles  qui  font 
un  angle  aigu  avec  la  tangente,  ci  forces  résistantes  celles 
qui  font  un  angle  obtus  et  dont  TeiTet  est  de  retenir  le 
mobile  dans  son  mouvement  sur  la  courbe,  on  pourra 
dire  que  : 

L'accrr>issement  de  force  vive  iTun  mobile,  lorsqviil 
passe  d^une  position  à  une  autre,  est  égal  au  double  de 
l^ excès  du  traitait  des  forces  mouvantes  sur  le  travail 
des  forces  résistantes. 

Ce  principe  est  ce  que  Ton  nomme  le  principe  des 
forces  vives  ou  de  la  transmission  du  travail,  pour  le  cas 
d^un  simple  point  matériel.  Nous  retendrons  plus  tard 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  points. 

CONSéQDElfCES   DU    PRTliGIPE    DES   FORCES   VIVES. 

269.  Quand  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force 
on  qu'il  Test  seulement  par  des  forces  toujours  normales 
à  la  trajectoire,  on  a  T  =  o,  et  par  suite  v  =  k.  Ainsi  le 
mouvement  est  uniforme»  ce  qu'on  a  déjà  trouvé  par  une 
autre  méthode. 

270.  Supposons  que  X/7jc  -f-  Ydjr  -f-  Zdz  soit  la  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  f(Xj  jr^  z)  de  trois 
coordonnées  x,  jr,  z  considérées  comme  des  variables 
indépendantes,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(0  ^  =  S'    ^=d^'    ^^Tz' 

Il  résulte  des  lois  de  la  difTérentiatiou  que  x,  y^  z  étant 
regardées  comme  des  fonctions  quelconques  du  temps,  on 
aura 

xrfx -h  y  i/r-+- zi&  =  Trfx= rf/(«',  j,  «). 

i3. 
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Par  conséquent,  I  équation  des  forces  vives  se  réduira  à 

mp>=C-h2/(*,r,  «);      , 

et  si  Ton  désigne  par  a,  &,  c  les  coordonnées  du  mobile, 
lorsque  1^  =  A,  on  aura 

(2)  iitP»  — m^'=r  a/(x,  j^,  z)  —  2/(fl,  6,  c). 

Il  résulte  de  là  que  raccroisseinent  de  force  vive,  lorsque 
le  mobile  passe  de  la  position  (a,  &,  c)  à  la  position 
(x,  y,  z)j  ne  dépend  pas  de  la  trajectoire  dans  l'intervalle, 
ni  du  temps  qui  s'est  écoulé  entre  les  deux  positions  ex- 
trêmes, mais  seulemeut  des  coordonnées  de  ces  deux  po- 
sitions. 

271.  Plus  généralement,  si  Ton  imagine  les  deux  sur- 
faces 

(3)  /{x,jr,z)=a,     /(x,Jr,^)  =  c^ 

et  que  le  mobile  rencontre  la  première  au  point  (a,  6,  c) 
avec  une  vitesse  A,  et  la  seconde  au  point  (x,  jr^  z)  avec 
la  vitesse  i^,  on  aura 

(4)  iwp»  —  mX»  =  2C'  —  aC. 

L'accroissement  de  force  vive  est  donc  constant  et  indé* 
pendant  de  la  forme  de  la  trajectoire  entre  les  deux  sur- 
faces, des  points  où  celte  courbe  rencontre  ces  deux  sur- 
faces et  du  temps  qui  s*est  écoulé. 

On  trouve  un  résultat  de  ce  genre  dans  le  mouvement 
d*un  mobile  sollicité  seulement  par  la  pesanteur.  Si  Ton 
prend  Taxe  des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  on  aura  X  =  o,Y  =  o,Z  =  mg^  et  par  con- 
séquent 

Ici  f[Xyjry  z)=:mgz  :  par  suite  les  deux  surfaces 
/(x,  y,  ^)  =  C',/(x,  7,  z)  =  C"  seront  deux  plans 
horizontaux,  et  Taccroisscment'de  force  vive,  quand  on 
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passera  de  Tun  à  Taulre,  sera  indépendant  de  la  trajec- 
loîre  A  A'  (fig.  90). 

272.  Dans  le  cas  général ,  Téquation 

/  («^f  r»  »)  =  c 

représentera  une  infinité  de  surfaces  différentes,  passant 

par  les  divers  points  de  la  tra- 
jectoire AMB.  Nous  allons  dé- 
montrer que  si  LMU  est  Tune 
de  ces  surfaces,  la  force  motrice 
P  au  point  M  lui  est  normale. 
En  eflet,  la  normale  à  la  surface 
LMU  au  point  M  fait  avec  les 

axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

àf    df    df  .  ,  11  A 

^ï  ^>  -j-;  or  ces  quantités  sont  elles-mêmes  propor- 
tionnelles à  Xy  T,  Z,  ou  aux  cosinus  des  angles  que  la 
force  P  fait  avec  les  axes.  Donc  la  force  motrice  est  nor- 
male à  la  surface  LMU. 

C'est  ce  que  Ton  vérifie  dans  l'exemple  précédent  où 
les  surfaces  analogues  ày(x,j^,  z)  =  C  sont  des  plans 
horizontaux  perpendiculaires  à  la  force  motrice  qui  agit 
suivant  la  verticale. 

Si  la  surface /* (x,  j^,  z)  =  C  offrait  une  résistance  in- 
définie, et  si  le  point  mobile  se  trouvait  placé  sur  cette 
surface  sans  vitesse  acquise,  il  y  demeurerait  en  repos, 
puisque  la  force  motrice  serait  normale  en  ce  point  à  la 
surface.  C'est  ce  qui  arriverait  pour  un  point  matériel 
placé  sans  vitesse  sur  un  plan  horizontal. 

CAS   ou    IL   Y    A   UNE   RÉSISTANCE. 

273 .  Quand  un  mobile  éprouve  un  frottement  ou  se  meu  t 
dans  un  milieu  résistant,  Texpression  X  dx  -f-  Yr(^'  +  T^dz 
n'est  plus  une  différentielle  exacte.  En  effet,  s'il  y  a 
frottement,  cette  force  s'exerce  suivant  la  tangente  à  la 
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trajffctoîre  et  en  sens  inverse  du  mouvement  du  mobile; 
elle  est  proportionnelle  à  la  pression  normale  N  du  mo- 
bile sur  la  courbe  qu'il  décrit.  Le  frottement  est  donc 
représenté  par — yM, y*  étant  an  coefficient  constant. 
Ses  composantes  seront 

-/«s.  -/»£■  -/«s 

et  Texpression 

sera  la  partie  de  ILrIx  -{-  Y dj  -j-  Zdz  provenant  du 
frottement.  Or  la  pression  N  est  inconnue  au  point  con- 
sidéré et  ne  dépend  pas  uniquement  de  Tare  parcouru. 
On  ne  peut  donc  pas  dire  que  — fNds,  et  par  suîie  que 
Hdx-hYdy-^Zdz^  soit,  dans  ce  cas,  la  dinérenlielle 
exacte  d'une  fonction  de  x^jr^  z. 

274.  Quand  le  mobile  se  meut  dans  un  milieu  résistant, 
la  résistance  de  ce  milieu  est  une  certaine  fonction  y  (i^) 
de  la  vitesse,  et  la  partie  de  cette  force  qui  entre  dans 
X^jr  H-  Ydj  +  Tàdz  est,  par  un  calcul  analogue  à  celui 
que  nous  venons  de  faire,  — f(^)  ds.  Or  la  vitesse  i^,  ei 
par  suite  y  (i^),  ne  dépendent  pas  des  difféi^entielies  de 
Xj  y^  z,  et  par  conséquent  — f[y^  ^s  n'est  pas  une  difle- 
rentielle  exacte,  non  plus  que  X//x  -+-  Ydj  -f-  Zdz. 

Dans  ce  cas,  si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  con- 
nue, il  faudra  prendre  l'équation 

m-f—T     ou     m  -,  -   z=:  T, 

T  désignant  la  composante  de  la  force  motrice  (y  compris 
les  résistances)  suivant  la  tangente.  An  moyen  des  équa- 
tions de  la  courbe  on  pourra  exprimer  T  en  fonction  de  j, 
et  alors  la  détermination  du  mouvement  sera  ramenée 
à  l'intégration  d'une  équation  différentiel  le  du  second 
ordre,  tandis  que  si  X^x  -H  Ydj  H-  Zdz  était  une  dillé- 
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rentielle  exacte,  on  n'aurait  à  intégrer  qu'une  équation 
(liflerentielle  du  premier  ordre. 

CAS  OU   LE  MOBILE  EST  SOLLICITÉ  PAR   DES  FORGES  DIRIGÉES 

VERS    DES    CENTRES    FIXES. 

275.  Il  est  un  cas  important  dans  lequel  Pcxpression 
\dx  -hY  ffy  -hZidz  est  toujours  une  dilTérentiel le  exacte, 
c'est  celui  où  un  point  matériel  est  sollicité  par  des  forces 
dirigées  vers  des  centres  fîxes  et  dont  les  intensités  sont 
des  fonctions  des  distances  du  mobile  à  ces  différents 
centres.  Supposons  qu^une  force  dirigée  vers  le  centre 
fixe  K  (a, y,  g)  repousse  un  point  M  (x^y^  z)j  avec  une 


Fig.  91. 


énergie R,  fonction  seulement  de 
la  distance  MK  =  /*.  Les  com- 
posantes de  la    force  R   étant 


R 


^,Rl 


/ 


/• 


,  R 


«  —  ^ 


,1a 


partie  de  Xdx-^-Yf/j -hZtdz 
provenant  de  cette  force  sera 


R 


ou  R  J/%  puisque  Ton  a 

rdr  :-:  {jc  —  e)  dx  -h  {jr  — f)djr^[z—'g)dz. 

Donc  R  étant  une  fonction  de  r,  et  par  conséquent  de 
X,  j-,  z,  il  en  sera  de  même  de  Rrfr. 

Si  la  force  était  attractive,  le  même  calcul  donnerait 
—  Rrfr  pour  le  terme  provenant  de  cette  force  dans 
\dx H-  Y/fy-  -f-  Zdz. 

Donc  si  le  mobile  est  sollicité  par  un  certain  nombre 
de  forces  R,  R',  R", . . .,  dirigées  à  chaque  instant  vers 
des  centres  fixes  K,  K',  K'^  * .    ,  on  aura 


rf  WP»  =  2  (  ±:  R  </r  zr  R  '  c/r  ' . .  .  ) , 
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et  chaque  terme  du  second  membre  étant  une  différen- 
tielle exacte,  il  en  sera  de  même  de  leur  somme. 

La  même  conséquence  aura  lieu  si  Tun  des  centres 
s'éloigne  à  Tinfini,  c^est-à-dire  si  la  force  correspondante 
est  perpendiculaire  à  un  plan  donné  et  fonction  de  la 
distance  du  point  à  ce  plan. 

276.  Il  est  une  autre  manière  de  faire  voir  que  la  partie 
de  Hdx-hYdjr-hZtdz  provenant  de  la  force  R  ou  la 

quantité  de  travail  élémentaire 
de  cette  force  est  R^/r.  En  effet, 
si  le  point  mobile  décrit  dans 
Tinstant  dt  Tespace  infiniment 
petit  MN  =  dsy  dont  la  projec- 
tion sur  la  direction  de  la  force  R 
soit  MH,  on  aura  MH  =  dr,  en 
négligeant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre.  Car  si  l'on  décrit  du  point  K  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  KN  ou  r-hdr^  Tare  NI,  on 
a  MI  =  dr,  et  Ton  voit  que  le  rapport  de  MH  à  MI  ayant 
pour  limite  Tunité,  la  quantité  de  travail  de  la  force  R 
sera  R  X  MH  ou  Rdr  en  substituant  MI  à  MH. 
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MOUVEMENT  D'UN  POINT  PESANT  SUR  UNE  COURBE. 

PENDULE  SIMPLE. 

MonTemcDt  d*un  point  pesant  sur  une  courbe.  —  Cas  où  il  y  a  une  vitesse 
initiale.  —  Pendule.  —  Équation  du  mouvement.  —  Cas  où  celte  équa- 
tion peut  s'inté^er.  —  Cas  des  petites  oscillations. 


MOUVEMENT   D  UN    POINT    PESANT    SUR    UNE   COURBE. 

277.  Lorsqu'un  point  pesant  se  meut  sur  une  courbe 

donnée  A  MA',  la  seule  force 
P  qui  le  sollicite  est  la  pesan- 
teur, dont  Tintensité  constante 
est  désignée  par  g.  Le  travail 
de  cetie  force  est  mgz^  et  le 
principe  des  forces  vives  donne 
inimédialement 


(0 


;'=iXaH-2g' («  —  /<), 


en  supposant  que  v  =^  k  pour  z  =  OH  =  A. 

Supposons  A  =  o,  c*esi-à-dirc  que  le  mobile  parte  du 
point  A  sans  vitesse  acquise,  Téquation  deviendra 

(a)  9'—'hg[t  —  h). 

Si  le  mobile  est  en  M,  on  aura 

BP=:z  — /i,     p'=2^HP: 

donc  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  au  point  M  sera  la 
même  que  s'il  était  tombé  librement  de  la  hauteur  HP. 

Si  B  est  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  le  mobile 
aura  la  plus  grande  vitesse  en  ce  point.  Parvenu  là,  il 
continuera  sa  route  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  et 
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s'élevant  sur  la  partie  6C  avec  un  vitesse  décroissante» 
comme  le  montre  la  formule  (a),  il  s^arrètera  au  point 
A',  pour  lequel  z  =  h.  Mais  aussitôt,  sollicité  par  la  pe- 
santeur, il  descendra  de  nouveau  sur  la  courbe  pour 
revenir  au  point  A,  et  ainsi  de  suites  c'est-à-dire  qu'il 
parcourra  continuellement  le  même  arc  ABA',  tantôt 
dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre. 

278.  Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir 
Tare  AM  est  le  même,  soit  qu^il  descende,  soit  qu^il 
monte,  car  si  Ton  considère  un  élément  rectiligne  ds  de 
cet  arc,  comme  la  vitesse  du  mobile  est  la  même  en 
valeur  absolue,  quand  il  est  placé  à  la  même  hauteur,  le 
temps  employé  pour  parcourir  le  petit  plan  incliné  ds 
sera  aussi  le  môme,  soit  que  le  mobile  descende,  soit  qu'il 
monte. 

CAS   ou    LE    MOBILE    A    UNE    VITESSE    iniTIALE. 

279.  Si  au  point  A,  pour  lequel  2  =:  A,  le  mobile  a 
une  vitesse  A*,  on  a 

(i)  p»  =  A»-r2^(z  — A). 

La  vitesse  du  mobile  va  en  croissant  avec  z  et  est  la  plus 
grande  possible  au  point  B.  Le  mobile  se  meut  ensuite 
sur  l'arc  BCO  et  s'y  élève  plus  haut  que  le  point  A'. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  O  le 
plus  élevé  de  la  courbe.  Nous  aurons  trois  cas  à  exa- 
miner. 

Premier  cas  :  k*  <^2gh,  —  Dans  ce  cas  la  vitesse  du 
mobile  au  point  A  est  moindre  que  celle  qu'il  acquerrait 
en  tombant  verticalement  de  la  hauteur  OH=:/i.  Le 
mobile  s'élèvera  jusqu'à  «n  point  C  plus  haut  que  A'  et 
qui  sera  déterminé  par  l'équation 

»  =  OInr^ =:-^ , 

^g  2g 
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valeur  positive.  En  ce  point  C  la  vitesse  sera  nulle-,  le 
mobile  s'arrêtera  pour  revenir  sur  l'arc  CBC  jusqu'au 
point  C  situé  à  la  même  hauteur  que  C.  Ue  C  il  revien-> 
dra  en  C,  et  ainsi  de  suite ^  de  sorte  qu'il  fera  une  infinité 
d'oscillations  isochrones. 

Deujcicme  cas  :  k  >  sj'^gh.  —  La  vitesse  du  mobile 
ne  sera  jamais  nulle,  car  on  aura 

équation  dont  le  second  membre  est  composé  de  deux 
quantités  positives.  Le  mobile  reviendra  au  point  O  avec 

la  vitesse  ^A*  —  a  gA ,  dépassera  ce  point  et  parcourra  la 
courbe  une  infinité  de  fois,  toujours  dans  le  même  sens. 

Troisième  cas  :  k  =  ^igh,  —  On  aura  z  =  o  pour 
1/  =  o  ;  le  mobile  ne  s'arrêtera  qu'au  point  O,  mais  il  lui 
faudra  un  temps  infini  pour  arriver  à  ce  point.  En  effet, 
en  désignant  par  s  l'arc  ON,  on  a 

(2)      •  »_4.^2^j:_^0. 

y  étant  l'angle  que  la  normale  au  point  N  fait  avec  la 
verticale  et  p  le  rayon  de  couibure  en  ce  point,  on  a 


A 

(is        cosv 

(is            p 

Soit  a  une  constante. 

telle  que 

COSV 

CD  aura 

(is          I 
as          a 

d'où 

dz 
tis 

a                 2ac 
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Par  conséquent  rëquaiîon  (3)  donne  TinëgaUté 

£V^ry/f>o, 
d*oà,  en  intégrant, 

ou  enfin 

d'où  Ton  conclut  que  t  augmente  indéfiniment  quand  5 
tend  vers  zéro. 


PEHDULE.  ÉQUATION  DU  MOUVEMENT. 

280.  On  appelle  pendule  un  corps  solide  pesant  qui 
peut  osciller  autour  d'un  axe  horizontal.  Pour  simplifier  la 
théorie  du  pendule,  on  a  considéré  le  cas  idéal  d'un  point 
matériel  suspendu  à  l'extrémité  d'une  tige  ou  d'un  fil 
inextensible  et  sans  masse  et  dont  l'autre  extrémité  est 
fixe.  C'est  ce  qu'on  nomme  un  pendule  simple. 

On  voit  d'abord  que  la  pesanteur  ne  peut  faire  par- 
courir &  ce  pendule  écarté  de  la  verticale  qu'un  arc  de 
cercle  situé  dans  un  plan  vertical. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  suspen- 
sion O  :  prenons  l'axe  des  z  ver- 
tical et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  Soit  k  la  vitesse  du 
point  matériel  alors  que  la  di- 
rection du  fil  fait  avec  la  verti- 
cale un  angle  AOz  ==  a.  L'équa- 
tion du  mouvement  sera 

h  étant  le  z  du  point  A ,  ou  bien 


(a) 


Ht 


-f-=±yjk^+tlg(z-h). 


dt 
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Si  l'on  compte  les  arcs  parcourus  sur  la  courbe  à  partir 
du  point  A,  s  croit  avec  f,  quand  le  mobile  se  meut  dans 
le  sons  ABA',  et  il  faut  alors  prendre  le  signe  +.  On 
prendra  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  le  mobile  arrivé  en  M.  Soient  OM  =  a  le 
rayon  du  cercle,  MOB  =  9 ,  on  a 

s=:a{a  —  0), 
et  par  suite 

donc 

adB         I 

mais  OP  =  z  =  a cos6,  OH  =  h=  a cosa;  donc  l'équa- 
tion du  mouvement  sera 

(3)  di=-  ^  "'' 

yX'  -t-  2g«  (cosô  —  cosa) 

CAS   ou    l'équation   PEUT    s'ilfTÉOBEa. 

281.  On  peut  intégrer  Téquation  (3)  dans  le  cas  où 
Ton  a 

(i)  k^=^  25^0(1 4- cosa). 

Cette  égalité  a  lieu  lorsque  la  vitesse  du  mobile  au  point  A 
est  celle  qu'il  acquiert  en  descendant  sans  vitesse  initiale 
du  point  G  le  plus  haut  du  cercle;  car  dans  cette  hypo- 
thèse le  carré  de  la  vitesse  du  mobile,  parvenu  au  point  A, 
est  a^CH.  Or 

CH  =  CO  -h  OH  =  «  +  acosa; 

on  a  donc  alors 

A*  =  2^fl(i  -h  cosa). 

L'équation  (3)  se  réduit  à 
(a)  dt=^ 


^2^a(t  +  cosO) 
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ou 


Posons 


d'où 


et  par  conséquent 


2  2  * 


-         ^    /a        de 
di=i/--, , 

V  g  sinj?cosj: 


'^=v1 


d  \  tangx. 


On  aura  donc,  en  intégrant, 


=v1 


Itangx-hC, 
ou  bien 


=y|lranB(--|)  +  C; 


mais  on  doit  avoir  0  =  0.  pour  t  =  o,  ce  qui  détermine 
la  constante  C.  On  aura  donc  déGnitivement 


(3) 


tan-U--- 


Telle  est  la  formule  qui  donne  le  temps  que  le  mobile 
emploie  à  parcourir  l'arc  AM,  dans  l'hypothèse  où  il 
serait  parti  du  point  C,  sans  vitesse  initiale. 
Si  l'on  fait  9  =  o,  on  a 


=  V/^o.(i-i). 


c'est  le  temps  que  met  le  mobile  à  parcourir  l'arc  AB. 
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Sî  Ton  veut  avoir  le  temps  que  le  mobile  met  à  revenir 
au  point  C,  il  faut  faire  6  =  —  tt,  ce  qui  donne  t  =  »  . 
Ainsi  il  faut  un  temps  infini  au  mobile  pour  remonter 
jusqu'au  point  G. 

CAS    DES    PETITES    OSCILLATIONS. 

282.  Comme  la  formule 

—  rrrlQ 


n^est  pas  intëgrable  dans  tous  les  cas,  il  est  nécessaire  de 
restreindre  un  peu  la  généralité  du  problème  en  cherchant 
seulement  la  loi  du  mouvement  quand  le  pendule  eHec- 
tue  de  très-petites  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la 
verticale  Oz.  Eu  premier  lieu  on  ne  diminuera  pas  la 
généralité  du  problème  en  supposant  nulle  la  vitesse-  du. 
mobile  au  point  Â;  car  si  elle  n'était  pas  nulle  en  ce 
pointy  il  suffirait  d*augmenter  Tangle  a  d'une  certaine 
quantité  pour  avoir  le  point  où  celte  vitesse  est  nulle,  et 
c^est  ce  point  que  Ton  prendrait  pour  le  point  Â.  Si  donc 
on  fait  h  =  o,  la  formule  (i)  se  réduira  à 

/a               dB 
(2)  dtz=z  —  4/  - > 

V   ê'v^2CosO  —  2C0Sa 

Remplaçons  maintenant  cosO  et  cosa  par  leurs  dévelop- 
pements eu  séries,  et  comme  les  angles  a  et  d  sont  très- 
petits,  négligeons  les  puissances  de  ces  quantités  à  partir 
(le  la  quatrième.  Il  vient  alors 


d'où 


et 


cosG  =  i 9       COSa  1=:  I 9 

2  a 


2  cosO  —  2  cosa  --  a?  —  6' 


V  â'v/a'— ô» 
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d'où,  en  intégrant, 

(3)  /=  1/ -  arccos— 

V  ^  « 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  parce  qu'on  doit  avoir 
0  =  a  pour  t  =  o. 
La  formule  (3)  donne 

(4)  e^acos^ry/^j, 

expression  de  Tare  décrit  pendant  le  temps  U 

283.  Pour  avoir  la  durée  T  de  la  première  oscillation 
(et  l'on  sait  déjà  que  les  oscillations  sont  isochrones, 
quelle  que  soit  leur  amplitude),  il  faut  faire  dans  l'équa- 
lion  (3)  6  =  —  a,  d'où  il  résulte 


=\/l 


arccos( —  i). 


Lorsque  nous  avons  supposé  que  l'équation  (3)  donnait 
simultanément  £  =  0,  6=  a,  nous  avons  admis  tacite- 
ment que  nous  choisissions  o  pour  Tare  dont  le  cosinus 
est  Tunité.  Or,  pendant  la  première  oscillation,  quand 
Tangle  9  varie  d'une  manière  continue  àed  =  oLkO=  —  a, 
le  temps  t  croit  d'une  manière  continue,  ce  qui  exige 

que  arccos  ~  croisse  aussi  d'une  manière  continue;  mais 

au  départ  cet  arc  est  o  :  donc,  à  la  fin  de  l'oscillation, 

on  ne  peut  le  prendre  égal  à  3?:,  à  Stt,...,  arcs  qui  ont 

*  tous  —  I  pour  cosinus,  mais  à  tt.  On  a  par  conséquent 


(5)  ^=Vi 


Ce  résultat  fait  voir  que  le  temps  de  l'oscillation  ne  dé- 
pend pas  de  a,  et  par  conséquent  que  la  durée  d'une 
oscillation  est  indépendante  de  son  amplitude,  pourvu 
que  celle-ci  soit  très-petite. 
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Le  temps  d^une  demi-oscillation  se  trouve  en  faisant 

e  =  G  dans  la  formule  (3),  on  obtient  -  i/-  ou  -  T, 
résuUat  facile  à  prévoir. 

284.  Les  résultats  précédents  s'étendent  aux  oscilla- 
tions d^un  point  pesant,  écarté  très-peu  de  la  verticale  et 

assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
courbe  dont  le  plan  osculaleur 
au  point  le  plus  bas  6  est  ver- 
tical. En  ed'ct,  le  cercle  oscu- 
lateur  au  point  B  se  confondant  avec  la  courbe,  dans 
une  étendue  très-petite,  le  mouvement  aura  lieu,  de  part 
et  d*autre  du  point  B,  comme  sur  le  cercle  osculateur  de 
la  courbe  en  ce  point.  Dès  lors  la  durée  commune  de 

chaque  oscillation  sera  ^  l/->  p  étant  le  rayon  du  cercle 
osculateur  ani  point  B. 

285.  Si  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  B  le 
plus  bas  faisait  un  angle  i  avec  le  plan  horizontal  ZV, 

Fig.  g6.  il  faudrait  décomposer  le  poids 

P  en  deux  forces.  Tune  nor- 
male au  plan  ZU  et  qui  serait 
détruite  par  la  résistance  de  ce 
plan,  Tautre  Q  =  gsini,  si- 
tuée dans  ce  plan  et  qui  seule 
ferait  mouvoir  le  mobile,  force 
d'ailleurs  constante  en  grandeur  et  en  direction.  On  aura 
donc  le  temps  d'une  oscillation  en  substituant,  dans  la 

formule  T  =  tt  i/-9  p  k  a  et  g sini  à  g,  ce  qui  donne 


V  ^""' 


286.  n  est  difficile  dans  la  pratique  d'apprécier  la 


2IO  COUES    DE   MÉCANIQUE. 

durée  exacte  d*une  seule  oscillation;  alors  on  compte  le 
nombre  n  des  oscillations  pendant  an  temps  t,  et  Ton  a 


T=I=,r 

n 


On  en  tire 


n^ir^a 


Cest  par  cette  formule  que  Ton  trouve  Tintensité  de  la 
pesanteur  en  différents  lieux  de  la  terre. 

287.  La  formule  (4) 


devient,  à  cause  de  T  =  tt  l/-» 


O  =  acosir  -» 
T 


tfoù 


d9  ica    .       t 

di  T  T 


On  conclut  de  là  : 

i^  Que  d  et  —  restent  les  mêmes  lorsqu^on  augmente 

t  de  aT,  c^est-â-dire  que  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse 
redeviennent  les  mêmes  après  la  durée  d^une  double 
oscillation; 

2**  Que  si  Ton  augmente  f  de  T,  0  et  -p  changent  de 

signe  en  conservant  leur  valeur  absolue.  Ainsi,  à  des 
intervalles  de  temps  qui  diffèrent  d'une  oscillation,  le 
pendule  fait  des  angles  égaux  avec  OB,  mais  de  côtés 
différents,  et  ses  vitesses,  dans  ces  positions,  sont  égales 
et  de  signes  contraires. 
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SUITE  DE  LA  MÉTHODE  DU  PENDULE  SIMPLE. 

Autre  méthode.  —  Développement  en  série  de  la  durée  d'une  oscillation. 
Pendule  cycloidal.  —  Tautochrone  dans  le  vide.  —  Pendule  simple 
dans  un  milieu  résistant. 


AUTRE  MÉTHODE. 


288.  Nous  allons  donner  la  théorie  du  pendule  par  une 
méthode  qui  pourra  8^ appliquer  au  cas  où  cet  appareil 

est  sollicité  par  une  force  quel- 
conque ou  lorsqu*îl  éprouve  la 
résistance  d'un  milieu. 

Les  mêmes  notations  (280) 
étant  conservées,  soit  m  la  masse 
du  point  mobile.  L*aclion  de  la 
pesanteur  peut  se  décomposer 
en  deux  autres  :  une  force  normale  détruite  par  la  résis« 
tance  du  point  fixe  et  une  force  tangentielle.  Cette  der- 
nière, représentée  en  général  par  m  ^9  a  pour  valeur 
mg  sin0.  On  a  donc 


(I) 


dt       ^ 


Posons  AM  =  Sj  on  aura 


adO 


dt 


à'oà 


di 


dt* 


4. 
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réquation  du  mouvement  sera  donc 


ad  9 

: —  =r  fi'  sm  0 


OU  encore 


^    '  di'        a 

Multiplions  par  adQ  et  inlégrons,  il  vient 

dtj  a 


( 


mais  on  doit  avoir  en  même  temps 

d9 


donc 


^=0.      ô=a: 


C  =  2  -  cos  a  ; 
a 


donc 

dB 


(3)  A  =  rp  i/ - -.-.=== 

Y   6  V  a  ces  0  — 


2COSa 


équation  dëjà  obtenue,  et  dans  laquelle  on  doit  prendre 
le  signe  —  ou  le  signe  H-,  selon  que  le  mobile  se  meut 
dans  le  sens  ABÂ'  ou  dans  le  sens  opposé. 

Pour  obtenir  la  durée  d*une  oscillation,  nous  cliango- 
rous  de  variable.  Sioient 

X  =  1  —  ces ô,     b  =z  i  —  cosa 
on  en  déduit 

dx 
dB  =  -z=: r  ,       2C0S5  —  2C0S«=  2(^  —  X), 

^nx  —  x' 

et  par  conséquent^  en  prenant  le  signe  —  dans  la  for- 
mule (3), 

(4)      *=-^v/i '-h—.' 
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mais  le  temps  T  d*une  oscillation  étant  le  double  du  temps 
que  le  mobile  emploie  à  parvenir  au  point  le  plus  bas,  on 
aura,  puisque  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux 
positions  A  et  6  sont  h  et  o^ 


ou 

(5) 


iT=-ii/i  r 


=v1X' 


dJ^ 


v^6x-x'y/i-f 


dx 


v/i^-x'y/i-f 


DÉVELOPPEMENT    EN    SÉRIE. 

289.  L^intégrale  précédente  ne  pouvant  pas  s^exprimer 
sous  forme  finie  à  Paide  de  fonctions  algébriques,  circu- 
laires ou  exponentielles,  nous  allons  la  développer  en 
série.  On  a  d'abord 

(jp\    ' ï  X       1 . 3  x» 
2/  2   2  2.4    4 

1 .3.5  x*       1 .3.5.7  ** 

"^T^Tb  8  "*"  2.4.6.876"*"  •*•' 

série  convergente,  puisque  x  représentant  i  —  cosO  est 
moindre  que  2. 
Par  conséquent,  on  aura 

dr  dx  I         xdx 


X        ^bx  —  a:*        ^2  ^bx  —  x^ 

2 


^bx  —  ^'  i/ 

1.3         x'^dr 


2.4  ^^ox  —  xi* 

En  posant 

Jo    ^bx  — 


X» 
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on  pourra  écrire 


/^  /  I  A,   .    >  -3  A.       1.^.3  A,  \ 

290.  On  sait,  par  la  théorie  des  intégrales  binômes, 
que  toutes  les  intégrales  définies  Ai,  At%...,  se  ramènent 
à  Ao.  Cette  réduction  peut  se  faire  directement  de  la 
manière  suivante.  On  a 


2.^bx  —  jr' 

^  (2/1  —  i)  A,r»~'  r/.r  —  linJE^di 

donc 


dx  x"<£r 


if.îx*"*  ^bx — a*  =  (2/i  —  \)b  2/r 


SJbx — jt*  ^6x— x» 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  &, 


donc 


A«  — Aa-|. 

un 


On  aura  de  même 


(an  —  3)^  (a/f  —  5)^ 

^— -    a(«-i)   ^-''     ^^'  2(/i-a)    ^— '•••^ 

et  par  suite 

î.3.5. . .  (2/1  —  t)  f   A 

A«rr:  ^-   ©"Ao. 

2.4*0.  .  .  2/Z 

Jf**      (ix 
'   — — -    — >0r 
o  ^bx  —  X* 

/dx         _      /• ^ 
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OU 


/; 


d.T                          b  —  ajr 
-  =  arc  cos ; — 


^  bjc  —  X* 

donc  on  aura 


X 


fr. 


^  bx  —  «c* 

Par  conséquent 

Ao  =  K,      A|=:  — ^TT,      Ai=: T^'^j      A3=     '  ,  '  .  &*ir,.».» 

2  2.4  2.4*0 

et  par  suite 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  durée  d  une  oscillation 
pour  une  amplitude  quelconque. 

291.  Quand  Tamplitude  est  très-petite,  &  =  i  —  cosa 
peut  être  négligé,  et  Ton  retrouve  la  formule  approchée 


a} 


Si,  remplaçant  &  par  i  —  cosa  ou 1 5—7  -f-..., 

on  négligeait  dans  Texpression  les  puissances  de  a  supé- 
rieures à  la  seconde,  on  trouverait 


^='Vl(-^) 


Ainsi  la  durée  de.  Toscillation  dépend  de  Tamplitude  et 
augmente  avec  cette  quantité. 


PENDULE    CYCLOÏDAL. 


202.  Considérons  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur 
une  cycloïdeCBC  renversée,  située  dans  un  plan  vertical 
et  dont  l'axe  BO  est  vertical. 
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Prenons  pour  axes  de  coordonnées  Taxe  Br  et  la  tan- 
gente Bj  au  sommet  B.  Soit  A  le  point  de  départ  du  mobile 

où  nous  suppose- 
rons sa  vitesse  nulle, 
et  soit  M(x,  y)  sa 
position  à  une  épo- 
que quelconque  t. 
^  Soit  a  le  diamètre 
^'  BD  du  cercle  géné- 
rateur. Les  compo- 
santes de  la  force 
accélératrice  étant 

X  =  — ^,    T  =  o,     Z=:o, 

Téquation  générale  du  mouvement 

(i)  di^:=i  —  igdxy 

d'où 

p*  =  C —  iigx, 

Sî  BH  =  /l,  on  doit  avoir  i^=o  pour  x  =zh^  d'où 
o  =  C  —  Vkgh  :  donc 

(2)  P«=2g'(/i-.j:). 

Soîi  maintenant  BM  =5,  on  a  5*==  4aa:  =  aftx  en  ap- 
pelant b  le  rayon  de  courbure  BK  =  a  BD  de  la  cycloïde 
au  point  B.  Il  en  résulte 


et 


dx 


ds=z^ib 


2  ^X 


di 


Comme  dans  la  première  oscillation  i^  =  —  —-j   on   en 
déduit,  à  cause  de  i^  =  y/2  g  (h  — x). 


(3) 


di  =  ^iJt—^ 
2  V  g  Jhx-- 
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Iniëgrant  et  détermmant  la  constante  par  la  condition 
que  l'on  ait  a  la  fois  ^  =  o  et  x  =  /i,  il  vient 


(4)  .  =  iv1 


9.x  —  h 
arc  cos  • 


h 

293.  Le  temps  que  le  mobile  emploie  h  descendre  de 
A  en  B  s'obtient  en  faisant  x  =  o  dans  celte  formule. 
En  appelant  T  la  durée  d'une  oscillation,  on  aura 


-  T  =  -  \ /  -  arc  cos (  —  i) , 


d'où 

(5)  ^^Vr 

On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  faisant  xrrz  h  dans 
la  formule  (4)  et  en  prenant  27r  pour  arc  cos  (i). 

Ainsi,  dans  la  cycloïde,  la  durée  des  oscillations  est 
rigoureusement  indépendante  de  leur  amplitude,  et  diffé- 
rents mobiles,  partis  au  même  instant,  sans  vitesse  ini- 
tiale, de  divers  points  de  cette  courbe,  atteindraient  au 
même  instant  le  point  le  plus  bas.  Le  temps  d'une  oscil* 

lalion  est  f^\/-\  c'est  la  durée  des  oscillations  très-pe- 
tites du  pendule  simple  dont  la  longueur  est  &,  rayon  de 
courbure  de  la  cycloïde  au  point  B,  ce  qui  s'accorde  avec 
ce  qu'on  a  dit  des  petites  oscillations  d'un  point  pesant 
sur  une  courbe  quelconque. 

294.  On  pourrait  imaginer  un  pendule  dans  lequel  les 
oscillations  s'effectueraient  toujours  dans  le  même  temps, 
malgré  Tinégalité  de  leurs  amplitudes.  Construisons  la 
développée  de  la  cycloïde,  composée  des  deux  moitiés 
KG  et  KC  d'une  cycloïde  égale  à  la  première.  Suppo- 
sons qu'un  point  pesant  soit  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil 
lié  par  son  autre  extrémité  au  point  K.  Si  le  mobile,  dans 
une  de  ses  positions,  setrouve  surla  cyloïdé  CBC,  comme 
le  fil,  abandonné  à  lui- môme,  restera  toujours  tangent  à 
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CKC,  son  exirémité  M  décrira  la  cycloïde  CBC.  Toutes 
les  oscillalions  devront  s'effectuer  dans  un  même  temps 

égal  à  TT i/-',  mais  ce  moyen,  proposé  par  Huyghens,  a 

été  abandonné,  parce  qu'il  n'offre  aucune  précision  dans 
la  pratique. 

TAUTOCOBONE. 

295.  On  appelle  tautochrone  toute  ligne  courbe  sur 

laquelle  un  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale 

p.  d'un  point  quelconque  de  cette 

courbe  parvient  dans  le  même 

"a^*- ^^  temps  au  point  le  plus  bas.  La 

cycloïde  est  donc  une  courbe 
tautocbrone  (293).  Nous  allons  faire  voir  que  c^est  la 
seule  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Si  l'on  appelle  t' le  temps  nécessaire  pour  décrire  AB, 
on  a 


(0 


/*      ds 


et  il  s'agit  de  déterminer  s  en  fonction  de  or,  de  manière 

que  la  valeur  de  t'  ^2^  soit  indépendante  de  h. 

Supposons  5  développée  en  série  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x  : 

(2)  1=::::  Aj:*-+-Bj:^-+-Cx>'-f-.  ... 

Comme  5  et  a:  ont  leur  origine  au  point  B,  et  qu'on  a 
s  ^=0  pour  X  =  o,  il  faut  que  tous  les  exposants  soient 
positifs  et  qu'aucun  ne  soit  o.  Le  plus  petit  a  doit  être 

moindre  que  l'unité;  car  en  B  on  a  ^  =  o  ou  —  =  00  . 

Substituant  la  valeur  de  s  dans  (1),  on  aura 

Jo    >/à  —  x  J^     sjh-^x 
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et,  en  faisant  x  =  /m, 


(3) 


4-B6A^"ï   I  4- 


o     s/i  —  u 


Celte  quantité  doit  être  indépendante  de  A  :  il  faut  donc 

que  le  plus  petit  exposant  de  A  ou  a soit  nul,  puis- 

que  sMl  était  positif  on  aurait  T  =  o  pour  A  =  o,  et  s'il 
était  négatif  on  aurait  T==  00  pour  la  même  hypothèse. 
Les  autres  termes  doivent  disparaître;  donc 

I       _  ^ 

a  =  — î      B  =  o,      C  =  0...., 

et  par  suite 
ou 


L^équation  5  =  A  ^  appartient  à  une  cycloïde.  Donc 
la  cycloïde  est  la  seule  courbe  tautochrone  dans  le  vide . 


298.  Autrement,  si  dans  l'équation  (i) 

A       iis 

X 

on  pose 


, n^     ds 
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on  aura 

h 

e 


Cette  expression  devra  être  indépendante  de  A.  Posons 
x=.hu^  il  en  résulte 


ou  bien 


en  posant 


Donc 


•=X"*'"".-^^F^- 


ç'(x)j:»-  =  >Kx). 


—  zr:    I      ^'    A«)  ; 


)' 


Or  ^  doit  être  nul.  Il  faut  donc  que  ^'(Aw)  ou  ^'{x)  =^0; 

car  autrement  on  pourrait  prendre  h  assez  petit  pour  que 
de  x  =  o  à  j:  =  /i,  ^'(.r)  fût  toujours  de  même  signe,  et 
alors  IMntégrale,  ayant  tous  ses  éléments  de  même  signe, 
ne  serait  pas  nulle.  On  a  donc 


d'où 


Donc 


ou 


4»'(x)  =  o     eu     4»(x)  =  C, 


équation  d*une  cycloïde. 
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PENDULE   DANS    UN    MILTEU    RÉSISTAIfT. 

297.  En  désignant  par  R  la  résistance  du  milieu,  Té- 
quation  du  mouvement  sera 

(1)  _=:^sinô-R. 

Comme  il  s*agitdc  petites  vitesses,  nous  supposerons  la 
résistance  proportionnelle  â  la  vitesse,  et  nous  poserons 

R  — ?!  — Ç  ^ 
if  ~"X-  dt' 

On  as  =  a{oc  —  0)  :  donc 

A'   dt 

En  remplaçant  dans  Téquaiion  (i)   — -  par  — ^7*7» 

sinO  par  0  et  R  par  la  valeur  précédente,  on  aura  à  inté- 
grer Téquation  du  second  ordre 

d^B        gdO       ^^ 
^    '  di*         A  di        a 

On  a  une  solution  particulière  de  cette  équation  en  pre- 
nant 

r  étant  une  racine  de  Téquation 


(3) 
On 

a  donc 

en  posant  7  = 

r'-h 

g 
nA 

t 

-rr-i =  0. 

A'          a 

^s/Wfh-'- 

00, 
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La  solution  générale  de  Téquadon  (2)  sera  donc 


6 


=  [ccos(/7^)+c'sin(ryy/i)].    >*. 


d9 
On  déterminera  c  et  c'  par  les  conditions  9  =  a,  —  =  o. 

pour  f  =  o,  d  ou  c  =  a,  c'  =  — -r—  et 

.=.[c«(„y'i)  +  f».(„y/f)]rS 

dà 

Â  la  Gn  de  chaque  oscillation,  —  =  o,  ce  qui  donne 


et 


l\  S 


Les  oscillations  sont  isochrones  comme  dans  le  vide,  et 
leur  durée  est  augmentée  dans  le  rapport  de  i  à  y.  Fai- 
sant /  =  /iT,  on  a  Tamplitude  de  la  «*''"'  oscillation, 

donc  les  amplitudes  successives  forment  une  progression 

géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  |D  =  e     ^if^ . 

298.  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  sur  une  cycloïde, 
toutes  les  oscillations  se  font  rigoureusement  dans  le  même 
temps,  en  sorte  que  cette  courbe  est  encore  tautochrone 
dans  un  milieu  qui  résiste  proportionnellement  à  la 
vitesse. 
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En  efTet  Téqualion  du  mouvement 

r/p  d.T        gç 

dt~^ds  ""T 

devienl,  en  remplaçant  if  par  —  Y  ^^  TT  ^^^  "' 

d'^s      g  dx       g 
dr        A  di^  a 

Cette  équation,  analogue  à  Téqualion  (a)  obtenue  ap- 
proximativement au  n^  297,  donnera  pour  T  une  valeur 
indépendante  de  s. 
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VINGT-QUATRIÈME  LEÇON 

DES  FORCES  CENTRALES  ET  DU  MOUVEMENT 

DES  PLANÈTES. 

Forces  centralet.  —  Principe  des  aires.  — '  Expression  de  la  vitesse  en 
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FOaCES    CENTRALES.  PRINCIPE   DES   AIRES. 


Fig.  ICI. 


299.  Soit  M  un  point  mobile  sollicité  à  chaque  instant 

par  une  force  dont  la  direc* 
tion  passe  constamment  par 
Un  même  point  O.  Les  com- 
posantes de  la  force  accélé- 
ratrice, par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  menés 
par  le  point  O,  seront  pro- 
portionnelles aux  cooixlon- 
nées  du  point  M.  On  aura 
donc 


ou  bien 


(I) 


X 


z 


xd^X — jrd*.r 
dF* 

zd^x  —  .r  H^  ? 

yd^t  —  zd^x 
dT^ 


=  0 


=  o 


équations  dont  chacune  est  une  conséquence  des  deux 
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autres.  En  les  intégrant  et  désignant  par  c,  c\  c"  trois 
constantes  arbitraires,  on  aura 

zdx  —  xdz  =r  e' dt^ 
ydz  —  zdy  :=:  €^dt. 

Les  constantes  c,  c\  c"  se  détermineront  quand  on  con- 
naîtra la  position  initiale  et  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
en  grandeur  et  en  direction,  c'est-à-dire  les  valeurs  ini- 

.   ,        -  d.r     tir     dz 

tiales  de  x,  r,  r,  -—>  —-»  —• 

'  -^  '     ^  dt     dt     dt 

300.  Si  Ton  ajoute  les  équations  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  z^y^  x,  on  a 

(3)  or=cz-i- c'/4-c''x, 

équation  d'un  plan  passant  par  Torigine  des  coordonnées. 
Ainsi  la  trajectoire  est  une  courbe  plane.  En  effet,  on  voit 
bien  à  priori  que  le  point  mobile  ne  doit  pas  sortir  du 
plan  mené  par  ie  rayon  vecteur  initial  et  par  la  direction 
de  la  vitesse  initiale. 

Interprétons  maintMzant  les  équations  (q).  SoitOP  =  r 
la  projection  du  rayon  vecteur  OM  sur  le  plan  des  xj^  et 
soît  PO  j:  =  6,  on  aura 

tang9= -> 

X 

d  où,  en  diflerentiant  par  rapport  h  /, 

rï9  xdy — ydx        xdy — ydx 

cos  0  x'  r*  cos^  Ô 

d*où  Ton  lire 

r^dB  =ix  dj'  —  y  dx. 

Mais  si  Ton  appelle  X  l'aire  BOP  parcourue  par  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur,  pendant  le  lemps  f,  on  a 

d\  =  ^r^dOi 

2 
Stobb.  —  Mée,^  f.  iS 
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donc 

</>  = 

I 

2 

(Xdjr- 

■ydx)     ou 

dl  — 

1 
2 

cc/fy 

d'où  r 

on  tire 

(4) 

l—  -et. 

2 

Il  n*j  a  pas  de  constante  à  ajouter  :  car  X  étant  la  projec- 
tion de  Taire  pendant  le  temps  t,  on  doit  avoir  X  =::o 
pour  t  =  o. 

On  conclut  de  là  que  le  secteur  engendré  par  le  mou» 
i^ement  de  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  un  plan 
quelconque  est  proportionnel  au  temps.  La  constante  c 
est  le  double  du  secteur  parcouru,  pendant  l'unité  de 
temps,  par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan 
des  ay.  On  aura  des  résultats  analogues  pour  les  deux 
autres  axes.  On  aura  donc 

• 

^     '  2  2         '  2 

V  et  yP  désignant  des  quantités  qui  se  définissent  de  la 
même  manière  que  X.  Si  l'on  projette  le  rayon  vecteur 
sur  le  plan  même  de  la  courbe,  on  en  conclut  que  Taire 
engendrée  par  le  rayon  vecteur  lui-même  est  propor- 
tionnelle au  temps. 

301 .  Réciproquement,  si  la  trajectoire  d'-un  point  mo- 
bile est  plane  et  telle,  que  les  aires  engendrées  par  le  rayon 
vecteur,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  soient  pro- 
portionnelles aux  temps,  la  force  motrice  passera  con- 
stamment par  Torigîne  des  coordonnées.  En  effet,  dans 
cette  hypothèse,  le  secteur  OAM  est  proportionnel  au 
temps  \  par  suite  il  en  est  de  même  de  sa  projection  X,  sur 
le  plan  des  xry.  Donc,  en  appelant  c  le  double  de  Taire 
parcourue  par  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan 

des  (x,  y)  pendant  Tunité  de  temps,  on  a  X  ==  -c^  Or 
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donc 

xdy  —  ydxz=Lcdu 

Diflerentiant  cette  équation  par  rapport  à  t,  considérée 
comme  variable  indépendante,  on  en  déduit 

d^x       d^y 


on  a  de  même 


dO  _   fU^ 
X  y    ^ 

d*x        d^z 
lïF       dF 

X  z 


On  conclut  de  là  que  les  composantes  de  la  force  motrice 

d^x         d*Y  d^z 

parallèles  aux  axes,  savoir  :  m  -—  j  m  ——  et  m  -rr  >  en 

'^  '  dt^  di*  di^ 

appelant  m  la  masse  du  point  mobile,  sont  proportion- 
nelles aux  coordonnées  de  son  point  d'application.  Par 
conséquent,  le  parallélipipède  dont  les  coordonnées  x, 
/,  z  sont  les  trois  côtés  contigus  est  semblable  à  celui 
qui  a  pour  côtés  les  composantes  de  la  force  motrice,  d^où 
il  suit  que  la  diagonale  du  second,  suivant  laquelle  est 
dirigée  la  force  motrice,  coïncide  en  direction  avec  la  dia- 
gonale du  premier,  qui  aboutit  en  O.  Donc  la  force 
motrice  passera  constamment  par  ce  dernier  point. 

EXPRESSION    DE   LA    VITESSE    EN    COORDONNÉES    POLAIRES. 

302.   Prenons    pour  pôle   le    point  O,    par    lequel 

passe  constamment  la  direction 
de  la  force  motrice,  et  pour 
axe  polaire,  une  droite  quel- 
conque Oxj  située  dans  le  plan 
de  la  courbe.  Soient  OM  =  ret 
MOx=  6.  En  appelant  ds  la  dif- 
férentielle de  Tare  de  la  trajcc- 

ds* 
toire,  terminé  au  point  M,  on  sait  que  u*=  —  \  or,  quelle 

i5. 


Fig.  103. 

y 

A 

A^ 

0 

X 
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que  soit  la  variable  indëpendante,  ds*  =^  dt* -h  r* d6' \ 

donc 

303.  On  a  souvent  besoin  de  connaître  les  composantes 
de  la  vitesse  au  point  M,  suivant  OM  et  suivant  une  per- 
pendiculaire k  OM •  Or,  si  d  est  l'angle  OMT  formé  par 
OM  avec  la  tangente  MT  à  la  trajectoire,  i^cos^  et  i^  sin ^ 
sont  les  deux  composantes.  On  a 

dr  rdQ 

cosa  =  -7-»     8in^  =  -7-; 

as  as  ! 


d'ailleurs 

rfs 
p=  —• 
dt 

Donc 

(2)  PCOSo=  — >     psma=-v-* 

^   '  dt  dt 

304.  Considérons  la  force  accélératrice  R  qui  agit  sui- 
vant MO.  Supposons-la  attractive;  si  elle  était  répulsive, 
il  suffirait  de  changer  R  en  — R,  dans  ce  qui  va  suivre. 

Alors  R- et  R~  seront  les  composantes  de  R  parallèles 

aux  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  et,  conune  elles 
agissent  dans  le  sens  des  x  et  des^  négatifs,  ou  aura 

(3  -— .  =  -^R-,     — £.=— Ri. 

^    '  dt^  r        di^  r 

En  ajoutant  ces  deux  équations  respectivement  multi- 
pliées par^  et  par  x^  on  a,  comme  plus  haut, 

5? =°- 

On  en  déduit 

xdj-  —  ydr  =z  cdt. 


I 
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et  comme  xdy  —  y€lx=.r^dQ  (300),  il  vient 
(4)  r*dB=zcdii 

Si  Ton  multiplie  respectivement  par  2dx  et  2d/  les 
deux  équations  (3)  et  qu'on  les  ajoute  membre  à  membre, 
il  vient 

2.dxd*x  -h  idyd^x               n  ^dx-^ydr 
__ =  —  aR • 

de  r 

Or 

d'où  résulte 

o.dxd^x  -4-  idyd^y 


rdr=.xdx  -^  ydf^     rfp*  = 


dt^ 
Donc 

(5)  d'p»=  — 2Rrfr. 

305.  On  peut  obtenir  une  expression  de  la  vitesse,  qui 
ne  contienne  ni  £,  ni  ses  différentielles.  On  a 

dr^  -f-  r»  Jô» 
dt^ 

r*dB^ 
D'ailleurs  Téquation  (4)  donne  A' =  — ^'Substituant 

celte  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

^r»-4-r»i/Ô>  I    I         \7^)     I 


ou  enGn 


(6) 


■4iM] 


Donc,  si  on  connaît  la  nature  de  la  trajectoire,  on  pourra. 
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au  moyen  de  cette  formule,  calculer  la  vitesse  en  un 
point  quelconque. 

306.  Quant  aux  composantes  de  la  vitesse  suivant  OM 
et  suivant  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  il  est  facile 
d'en  avoir  des  expressions  indépendantes  du  temps.  En 

effet,  si  dans  les  équations  (2)  on  remplace  dt  par  —  « 


on  a 


-         cdr  .    ^        crdù 

PCOS0=: 7-»        PSinJ=  — -;r 


ou 


T  C 

(n)  ccos^= 7--,      i'8in^  =  -- 

^"  dB  r 

On  tire  de  la  dernière 
(8)  .=  '-, 

p  étant  la  longueur  de  la  perpendiculaire  OT  =  rsin(J, 
abaissée  du  point  O  sur  la  tangente  MT,  d'où  l'on  con- 
clut que  la  vitesse  en  un  point  de  la  courbe  est  en  raison 
inverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire,  au  point  considéré. 

EXPRESSION    DE   LA    FORCE    ACCÉLÉRATRICE    EN   FONCTION 
DES    COORDONNÉES   DU    POINT    MOBILE. 

307.  Reprenons  Téquation  (305) 

(i)  —  2Rrf/=irfp». 

DifTërentions  Téquation  (6)  du  n^  305  et,  comme  t 
n'entre  plus  dans  cette  équation,  prenons  9  au  lieu  de  t 
pour  variable  indépendante,  nous  aurons 


VIHCT-QUATRIÈME    LEÇON.  q3  I 

Portant   cette   expression   de  d%f^  dans  l'équation  (5) 
d%f*  =  —  aRrfr,  il  en  résulte 


ou 


(a) 


Ainsi,  quand  on  connaîtra  la  trajectoire,  on  aura  la  force 
motrice  en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Réci- 
proquement, quand  on  connaîtra  la  loi  suivant  laquelle 
▼arie  la  force  R,  Téquation  (a)  pourra  servir  à  détermi- 
ner la  trajectoire. 

LOIS    nB    KÉPLEE. 

308.  Les  lois  du  mouvement  des  planètes  ont  été  dé- 
duites de  l'observation  par  Kepler.  Elles  sont  au  nombre 
de  trois  : 

1®  Les  trajectoires  de  toutes  les  planètes  sont  des 
courbes  planes^  et  pour  chacune  d^elles  Voire  engen^- 
drée  par  le  rayon  vecteur  parti  du  soleil  et  aboutissant 
à  la  planète  est  proportionnelle  au  temps, 

2**  Ces  courbes  sont  des  ellipses  dont  l'un  des  foyers 
est  au  soleil. 

3**  Les  carrés  des  temps  employés  par  les  différentes 
planètes  pour  accomplir  une  de  leurs  révolutions  sont 
entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  ces 
ellipses. 

Ces  lois  se  rapportent  au  centre  de  gravité  de  chaque 
planète,  ainsi  qu'a  celui  du  soleil. 

CONSéQUBMCES    DES    LOIS   nE   KEPLER. 

309.  Il  résulte  delà  première  loi  que  la ybrce  motrice 
qui  sollicite  une  planète  est  constamment  dirigée  vers 
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le  centre  du  soleil,  et  comme  la  trajectoire  elliptique 
tourne  toujours  aa  concavité  vers  le  soleil,  il  faut  eu  con* 
dure  que  cette  force  est  altractwe^  puisqu'elle  éloigne  à 
chaque  instant  la  planète  de  la  tangente  à  son  orbite  en 
tendant  à  la  rapprocher  du  soleil. 

310.  Au  moyen  de  la  seconde  loi,  nous  allons  détermi- 
ner la  loi  suivant  laquelle  varie  Tintensité  de  cette  force 
a\ec  les  diverses  positions  de  la  planète  sur  son  orbite. 
Soit  O  la  position  du  soleil  dont  le  centre  de  gravité 

est  un  foyer  de  Tellipse.  Soient 
01  l'axe  polaire,  AA'=2a  le 
grand  axe  de  cette  ellipse,  Tan* 
gle  AOI  =  a).  Soient  OM==r, 
MOI  =  0  les  coordonnées  po- 
laires de  la  position  actuelle  de 
la  planète 

L'équation  polaire  de  Tellipse  est 


(0 


/•= 1 , 

I  -htfcos(0  — ») 


en  appelant  e  Tcxcentricité  ou  le  rapport  de  la  distance 
focale  au  grand  axe;  on  déduit  de  là 


î I  -f-  tfros(0  —  w) 


\  r)        —  rsin(0  —  «» 


) 


Par  conséquent,  en  substituant  dans  la  formule  (SOS) 


■-hMl 


on  a 


-F 


4-  2tfCOS(9  —  m)  -f-  tf' 


] 


Remplaçant  dans  le  numérateur  i  par  a  —  i,  puis 

24-  2«C0S(  ô  —  «)  =  2[l  -*-  tf  C0S(e  — «)J 


J 
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par  sa  valeur >  tirée  de  Téquation  de  la  courbe, 

il  vient,  en  divisant  haut  et  bas  par  i  —  e*, 

««(i  —  c-'j  \  r  J 

V^n  difiérentiant,  on  en  dëdirit 


Jp»  — 

2c*        Hr 

Or  on  a  obtenu  1 

'équation 

— 

2R//r  =  r/f»», 

d*où  résulte 

-  2R///- 

7.  r'        ^r 

a  [i  —  cf»)  r» 

et 

n  = 

^          I 

tf(i  — t'»)r» 

ou 

(3) 

cil  posa  ut 

ti.  - 

r> 

«1(1  — cr») 

Ainsi  ta  force  R  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  du  centre  de  grav^ité  de  la  ptatiète  à  celui  du 
soleil.  Le  calcul  donne  R  >  o,  ce  qui  montre  bien  que  la 
force  motrice  est  attractive,  comme  on  l'avait  déjà  vu. 

311.  On  peut  encore  trouver  la  valeur  de  R  de  la  ma- 
nière suivante.  On  a 

I  î  4-  ^  ros  (9  —  ft»  ) 

7"^        fl  (I  —  e^)       * 
d'où  résulte 


-(7)  _ 


^cos(0  —  w) 
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Par  conséquent,  à  cause  de  Téquation  (a),  n°  307,  on  a 

r*ri-l-<fcos(0  — w)       4fcos(9  —  m)"j 

ou  simplement 

R  = 


a(i  —  e^)  r*        r* 

312.  Si  r=  I,  on  a  R  =  /i.  Nous  allons  démontrer  que 
cette  quantité  fA,  qui  représente  la  force  accélératrice 
rapportée  à  Tunité  de  dislance,  est  la  même  pour  toutes 
les  planètes.  La  constante  c  représente,  pour  une  orbite 
quelconque,  le  double  de  l'espace  parcouru  par  le  rayon 
vecteur,  dans  Tunité  de  temps.  Donc,  si  Ton  appelle  T  le 
temps  de  la  révolution  complète  de  la  planète  considérée, 
on  a 

2 

b  étant  le  demi  petit  axe  de  Tellipse;  on  tire  de  là 

« 

a  ^ 

donc 

T  T» 

d'où  enfin 


Or,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  le  quotient  =i  est 

le  même  pour  toutes  les  planètes;  donc  /x  est  constant,  ce 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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SUITE  DU  MOUVEMENT  DÎS  PLANÈTES 

HouTemenld*un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inrerse  du  carré 
de  la  distance.  —  Cas  d*une  orbite  elliptique.  —  Cas  d'une  orbite  cir- 
culaire on  presque  circulaire.  —  Cas  d'une  orbite  parabolique. 


MOUVEMENT   d'uN    POINT    ATTIRÉ    PAR    UN    CENTRE   FIXE 
EN    RAISON    INVERSE    DU    CARRÉ   DE   LA    DISTANCE. 

313.  Supposons  toute  la  masse  d'une  planète  réunie 
i  son  centre  de  gravité,  et  cherchons  le  mouvement  que 

prendra  ce  point ,  sollicité  à 
chaque  instant  par  une  force 
dont  la  direction  passé  constam- 
ment par  un  point  fixe  O,  et 
dont  Tintensiié  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  dislance 
OM  =  r. 

En  premier  lieu,  la  trajectoire  est  plane  et  située  dans 
le  plan  qui  passe  par  le  point  fixe  et  par  la  direction  de 
la  vitesse  initiale.  Prenons  le  point  O  pour  pôle  et  Ox 
pour  axe  polaire,  et  soient  r  et  fl  les  coordonnées  du  point 
M,  au  bout  du  temps  t  :  on  aura,  par  le  principe  des 
aires, 

(i)  r*dQ=:cdt. 

Or  (303) 

rVO  rtiB  .    . 

ai  ai 

en  appelant  y  la  vitesse  du  mobile  et  â  Tangle  que  forme 
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le  rayon  vecteur  avec  la  taiigenic  à  la  trajectoire.  Donc 

(2)  c:=v'X  rs\n9. 

Ainsi  on  peut  dire  que  la  constante  c,  qui  représentait 
déjà  le  double  du  secteur  engendré  par  le  rayon  vecteur, 
pendant  Tunité  de  temps,  la  trajectoire  étant  supposée 
connue,  sera  pour  nous,  dans  la  question  actuelle,  le  pro- 
duit de  la  vitesse  du  mobile  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  Gxe  sur  la  tangente,  à  un  instant  quelconque, 
par  exemple  à  Torigine  du  temps. 

Soit  maintenant  R  la  force  accélératrice  à  Tinstant 
que  Ton  considère.  On  a 

(3)  €/p»  =  --2Rrfr, 

et  comme  ici  R  =  -^9  en  appelant  jx  la  force  accélératrice 
h  l'unité  de  distance,  il  vient 


•    -  * 


et,  par  suite,  en  intégrant, 

(4)  ^=^-b. 

La  valeur  de  la  constante  arbitraire  b  se  déterminerait 
en  cherchant  la  valeur  de  —  —  i'*,  à  une  époque  quel- 
conque du  mouvement,  par  exemple  i  Torigine  du  temps. 
D'ailleurs,  puisque 


••'nr  c 


Téquation  différentielle  de  la  trajectoire  est 


(5) 
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314.  Pour  intégrer  plus  facilement,  posons -=z, 

r 

d*où  résulte 


zneclz 


s  «3 


^ —  b  -h  i^z  —  c'« 

On  voit  que  ^  devant  êlre  <^  o  ou  >  o,  suivant  que  r 

croit  ou  décroît  lorsque  0  augmente,  il  faudra  prendre  au 
numérateur  le  signe  —  ou  le  signe  -h ,  suivant  que  le 
premier  ou  le  second  cas  aura  lieu.  Si  donc  nous  suppo- 
sons que  r  croisse  en  même  temps  que  9,  on  aura 

—  edz  —  c^dz 

dO=: 


ou  bien 

—  r}dz 

dO=z 


^f^V-'-^ 


On  a  toujours  jjl*  —  bc*  >  o,  sans  quoi  —  serait  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  d.  Donc  si  Ton 
pose 

il  vient 


c» 


d*où,  en  intégrant  et  appelant  a>  un  angle  constant,  on  a 

enfin 

0  =  w  4-arccos7 
ou 

(7)  co$(ô-»)  =  44^ 

Vf*  —  ^ 


c» 


Quoique  cette  formule  ait  été  établie  dans  Thypo- 
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thèse  où  r  et  Q  croissent  simultanément,  elle  convient 
également,  alors  même  que  r  diminue  lorsque  6  croît. 

dz 
En  effet,  lorsque  ce  dernier  cas  a  lieu,  —  doit  être  plus 

grand  que  o*,  donc  il  en  est  de  même  de  ^',  car,  à  cause 

y      ,  e^dz  ,  ,  ,      dq         dz 

de  dq  =  - , — -t  dq  et  dz^  et  par  suite  -77  et  -7- >  sont 

toujours  de  même  signe.  Or  Téquation  q  •=.  cos  (d  —  o)), 

d9 


donnant  -7^  =  —  sin  (9  —  w),  fait  voir  qu'en  prenant  la 


formule  9  —  w  =  arccosi/,  —  >  et  par  suite  —  >  changent 

de  signe  en  s'évanouissant  lorsque  0  —  ci)  devient  égal  à 
un  multiple  quelconque  de  tt,  ce  qui  correspond  aux  po- 
sitions du  mobile  où  z,  et  par  suite  r,  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

315.  En  remplaçant  z  par  -9  dans  Téquation  (y),  il 
vient,  pour  Téquation  de  la  trajectoire, 


(8) 


I-h 


/  àc* 


On  voit  que  cette  courbe  est  toujours  une  section  conique, 
car  Téquation  générale  d'une  section  conique,  rapportée 
à  un  foyer  et  à  un  axe  polaire,  faisant  un  angle  a>  avec 
Taxe  qui  passe  par  ce  foyer;  est 


rz= 


I  4-  tf  CO5(0  —  u) 


La  courbe  est  une  ellipse,  si  e<^t]  une  parabole,  si 
c  =  1,  et  une  hyperbole,  si  e  ^  i.  Par  conséquent,  en  se 

rappelant  que  b  est  égal  à  la  valeur  initiale  de  —  —  1^', 
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on  Toît  que,  si  à  une  époque  quelconque  du  mouyement 
on  a 

ç^<^-^y  la  courbe  est  une  ellipse; 

>    r'  =  — ,  elle  est  une  parabole; 

p»^'  — Î-»  elle  est  une  hyperbole. 

Ainsi  Tespèce  de  la  courbe  dépend  uniquement  de  la 
grandeur  de  la  vitesse  à  Torigine  du  temps,  mais  nulle- 
ment de  sa  direction,  en  sorte  que  différents  mobiles, 
lancés  successivement  du  même  point  de  Fespace,  avec 
des  vitesses  égales,  mais  de  directions  différentes,  par- 
courraient tous  des  courbes  de  même  espèce. 

CAS    ou    LA   COUBBE   BST    VUE   ELLIPSE. 

316.  En  appelant  aa  le  grand  axe  et  e  Texcentricité, 
Téquation  de  l'ellipse  est 


i  -h  e  ces  (0  —  w  ) 
Identifiant  avec  Téquaiion  (8)  du  n^  315,  on  a 


(I) 


/         bc*  u 


formules  qui  déterminent  les  éléments  de  Tellipse,  en 
fonction  des  données  du  problème. 

317.  Il  reste  encore  à  déterminer  v,  ret  d  en  fonction 
du  temps  f,  afin  de  connaître  la  vitesse  et  la  position  du 
mobile  à  une  époque  donnée.  On  a  d'abord  (313) 
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d'où,  à  cause  de 

•^== r; » 

dr^-^r^dB* ^  ^  , 

dî^  ""T  "" 


on  a 


En  éliminant  dO  entre   celte    équation    et   Téquation 
f^dO  =i  cdt^  il  vient 

ziirdr 


dt=z 


OU 

(3) 


de  — 


y —  ^/*  -f-  2|*r —  C* 

rdr 


- — z=~  » 


en  supposant  d* abord  que  r  croisse  avec  f.  En  remplaçant 
b  par  -  et  c"  par  fxa  (i  —  e'),  cette  différentielle  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(4)  ^'= 


rdr 


\Jt  ^a-é^-{a-rf 


Si  AMB  est  l'ellipse  parcourue,  le  mobile  est  le  plus 
près  du  point  O,  pôle  et  foyer  de  l'ellipse,  â  Textré- 

milé  A  du  grand  axe  nommé 
périhélie  de  la  planète,  et  il  est 
le  plus  loin  de  O,  à  Tautre  ex- 
trémité B,  qu'on  appelle  aphélie 
de  la  planète.  Par  conséc|uent 
le  rayon  vecteur  /*  varie  de 
OA  =  a(i  — e)àOB  =  a(i-+-e). 
Il  est  doDC  permis,  pour  la  commodité  de  l'intégration, 
d'introduire  une  variable  auxiliaire  k,  telle  que 


(5) 

On  en  tiro 


r  =  fl  (i  —  ecosu). 


</r=  achitïuduy 
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Cl  l'équation  (4)  devient 


xV 


=  c//=(i  — ecosu)du 
a  ^a 

ou 

[6)  neli=:{i  —  eco%u)€iu, 

« 

eu  posant,  pour  abréger, 

/i  =■  — =' 

En  intégrant,  on  a  Téquation 

(^)  nt=.u — esmu. 

il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  si  Ton  compte  le  temps 
à  partir  du  moment  où  la  planète  est  à  son  périhélie^  car 
alors  r=a(i  —  e),  et  par  conséquent  cosu=i,  d'où 
u  =  o  en  même  temps  que  £  =^  o. 

318.  Pourconstruirerangleauxiliaireu,  sur 6A  comme 
diamètre  décrivons  une  circonférence  de  cercle.  Soient  M 
la  position  actuelle  du  mobile  et  C  le  centre  de  Tellipse. 
Prolongeons  l'ordonnée  MF  jusqu'au  point  K  où  elle 
rencontre  la  circonférence.  Je  dis  que  F  angle  KCÂ  =  u, 
Vax  effet,  ou  a,  en  vertu  d'une  propriété  connue  des 
rayons  vecteurs  de  l'ellipse, 

r  =  a  —  efXCP=:fl  —  <?Xa  cosKCA  =  a{i  —  ccosKCA)  ; 

mais 

;8)  r  =  a{i — ercosu], 

d'où 

cosKCA  =  cosu     et    KCA  =  u. 

L'angle  u  est  appelé  V anomalie  excentrique  de  la  pla- 
nète, taudis  que  Tanglc  MOA  =0  —  Ci)  se  nomme  Vano^ 
malie  'vraie.  On  pourrait  maintenant  éliminer  u  entre 
les  équations  (7),  (8);  mais  il  vaut  mieux  conserver  ces 
deux  équations  avec  la  variable  auxiliaire  u.  En  donnant 

SlCAM.  —  J/éc,  I.  *6 
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à  cette  variable  toutes  les  valeurs  possibles,  on  en  déduira 
ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  r  et  de  t. 

319.  On  peut  trouver  une  équation  entre  Tanomalie 
vraie  et  l'anomalie  excentrique.  On  a 

r  =  a(i  —  ecostt)  = ; — ^ r-r-^ :; 

^  '         l-f-tfCOS(ô— m)' 

d'où  résulte 

1  — tf*  tfcos(0 — w)-4-tf* 

eCOStt  =  1 TZ ^,  =  77 ^,  j 

i-f-tfcos(0  —  «)        1 +tfcos(0  —  ai) 

(i  -f-tf)ri-f-cos(o— w)i 

I  4-  COSa  =  ^— 'f rr-^ ,— '-■ , 

I  -t-ecos(0  — «) 
(i  —  e)[ï — cosfO — •»)] 

1  —  COSII  = TT ; -• 

I  -+-ecos(0  —  «J 

En  divisant  ces  deux  équations  Tune  par  l'antre,  on  ob- 
tient 

tang»  -  «  =  -^j-^  tang»  -(©-») 
ou 

tang 


-(0-..)=y/--taDg-«r. 


320.  La  durée  T  de  la  révolution  entière  de  la  planète 
se  déduit  de  la  formule  nt  =  u  —  esinu,  en  y  faisant 
u'^^ix'Ky  ce  .qui  donne 

ou 

2fr/i  \[â 


T  = 


Vp 


= — > 


en  remplaçant  n  par— ^«  On  en  déduit,  pour  la  valeur 

de  la  force  accélératrice,  à  Tunité  de  distance,  commune 
à  toutes  les  planètes 
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li  est  bon  d'obseryer  que  l'excentricité  de  toutes  les 
orbites  planéuires  est  très-petite,  car  pour  la  planète 

Mars,  dont  l'excentricité  est  la  plus  grande,  on  a  e  =  ^. 

60 


CAS    D  UNE    ORBITE    CIRCULAIRE    OU     PRESQUE     CIRCULAIRE. 

321.  La  théorie  indique  que  Tellipse  peut  se  réduire 
à  un  cercle.  Dans  ce  cas  e  =  o,  r:^  a  et  le  carré  de  la 

vitesse  v"=  -  devient  constant.  En  même  temps,  la  force 

accélératrice 

fi   |X  tfP*  I»* 

r*       a^        fl>        a 

est  aussi  constante  et  égale  à  la  force  centripète  -• 

a 

322.  Quand  le  nombre  e  est  très-petit,  on  peut  déter- 
miner approximativement  Tanomalie  excentrique  z/,  le 
rayon  vecteur  r  et  Tanomalie  vraie  0  —  w,  en  fonction  du 
temps  i.  De  Féquaiion 

ni=:ii  — esinu, 

on  déduit 

u  =  nt-^esiB  (ni  H-  e  sinu) 

ou 

a^znt-^-  tfSÎn/ircos(ffsinM)  H-  es\n{eûnu)  cosnt. 

Maintenant,  comme  e  est  supposé  très-petit,  convenons 
de  ne  conserver,  dans  ce  qui  va  suivre,  aucun  terme  qui 
contiendrait  e  à  une  puissance  supérieure  à  la  première. 
Alors  on  devra  simplement  prendre  i  pour  cos  (esin  u), 
esinu  pour  sin(esinu),  et  négliger  esin(esinu).  L'é- 
quation précédente  devient 

(i)  ir=:/i/-H  tfsinwr. 

En  remplaçant  u  par  cette  valeur  dans  Téquation 
r=sa{i  —  0cosii)  et  négligeant,  comme  ci -dessus,  les 

16. 
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puissances  de  e  supérieures  à  la  première,  on  oblicnl  de 

même 

(2)  r  =  a{i — ecosnt). 

Enfin,  pour  avoir  la  relation  entre  B  et  t,  on  pari  de 
Téquation  r^d6  —  cdt.  On  a 


et 

c'est-a-dîre 

r=  <î(i  —  e^)  [i  —  ecos(0  —  «)  -+- tf'cos»(ô  —  «)  —       j 

ou  simplement 

r  =  û[i  —  tfC'Os{6  —  w)li 

en  négligeant  les  puissances  de  e,  supérieures  à  la  pre- 
mière. On  en  déduit  au  moyen  de  la  mùme  simplification 

et  par  suite,  à  cause  de 

r^dQ  =  cdi  =  na}  y  1  —  ^'^^ 

on  a 

[1  —  2Éf  cos(ô  —  w)]£/9  =  ndi^ 

d'où.  Ton  tire,  en  intégrant, 

e  —  »  =  /ir -H  2c  ain (0  —  »). 

Enfin  si  Ton  remplace  sin  (0  —  «)  par 

sin[/ïr  -h  2e5in(e  —  «)]=  sin/ircos[2^sin(e  —  «)] 

-f-cos/îrsin[arsin(ô  —  •»)]! 

il  vient,  en  développant  et  négligeant  comme  précédem- 
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ment  les  termes  qui  contiennent  en  facteur  une  puissance 
de  e  supérieure  i  la  première, 

(3)  0  —  «»  =  /ir4- a^sin/i/. 

Les  équations  (i),  (a)  et  (3)  sont  celles  auxquelles  on 
voulait  parvenir. 

323.  Quand  e  =  o,  la  formule  (a)  donne  r=  a  et  fait 
voir  que  la  trajectoire  est  un  cercle.  En  même  temps, 
Téquation  (3)  montre  que  Tangle  0  augmente  propor- 
tionnellement au  temps  ^  donc  la  vitesse  est  constante, 
comme  on  l'avait  déjà  conclu  d'aulres  formules. 

D'après  cela,  AMA'  étant  Forbîte  d'une  planète,  décri- 
Fig.  io6.  vons  du  point  O  comme  centre^ 

avec  un  rayon  arbitraire  O^r, 
une  circonférence  de  cercle. 
Imaginons  maintenant  qu^un 
mobile  quelconque  m  se  meuve 
sur  cette  circonférence  avec  une 
vitesse  constante,  de  telle  sorte 
que  ce  mobile  et  la  planète  se  trouvent  au  même  in- 
stant en  a  et  en  A  sur  le  grand  axe  de  Tellipse,  et  qu'ils 
accomplissent  tous  deux  une  révolution  entière  dans  le 
même  temps.  La  formule  B  —  ci>  =  7i£-|-ae  s\n nt  fait 
voir  que,  dans  la  première  moitié  du  mouvement,  c'esl- 
à-dîre  de  A  en  A',  le  rayon  vecteur  OM  précédera  Om 
et  que  l'inverse  aura  lieu  dans  la  seconde  période  du 
mouvement 


CAS  d'uke  parabole. 


321.  La  courbe 


c» 


(,;  r= —J== 

/         bc» 
,4,  y/,-.        cos(e-ô.) 
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devient  nne  parabole  si  i  =  o,  et  son  ëquation  prend 


la  forme 


c» 


r  = 


i-f-cos{ô  —  «) 
En  la  comparant  à  Téqualion  générale 


r=    - 


I  -h  COS(  0  —  •»  ) 

d'une  parabole  rapportée  à  son  foyer  et  à  une  droite  fai- 
sant un  angle  o)  avec  Taxe  de  la  parabole,  on  voit  que  le 
demi-paramètre  de  la  trajectoire  parabolique  est 

Pour  avoir  la  position  du  mobile  sur  la  parabole,  k 
un  instant  déterminé,  reprenons  Téquation  r*d6  =  cdt. 

Remplaçons -y  le  rayon  vecteur  r  par  ^- et 

la  constante  c  par  ^p^f^  il  vient  alors 

di^P^, ^? 

^^    [i-hcos(0— «JJ» 

Afin  d'intégrer,  posons  0  —  u  =  atppl  en  résulte 

1  H-  cos(9  —  0)  =  a  cos'4» 

et 

d^ 


dB  I    d^    1  cos'^p 

[i  -f-  cos(ô  —  »j]*       a  co»*>|;       2  cos*>|/ 


=  -(i-h  Uog>4»}</.tangf. 


Par  conséquent 


^ 


dtz=l^-j^  (14-  tang>>|;)^Ung^ 
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et 

(2)       fz=^[^laDgl(0-«)-h^tang'i(ô-«)]. 

11  n'y  a  pas  de  constante  i  ajouter,  si  Ton  compte  le  temps 
à  partir  du  moment  où  le  mobile  est  au  sommet  de  la 
parabole. 

Les  formules  (i)  et  {2)  qui  déterminent  la  trajectoire 
et  la  position  du  mobile  à  une  époque  assignée,  sont  ap- 
pliquées au  mouvement  des  comètes  dont  les  orbites  sont 
des  ellipses  très-allongées  qu'on  peut  regarder,  sans  er- 
reur sensible,  comme  des  paraboles. 
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ATTRACTION  UNIVERSELLE  ET  MASSE  DES  PLANÈTES. 

Lois  de  rattraction  nnîTcrselIe.  —  Vérification  de  la  lot  de  rattraction. 
—  Mouvemenl  absolu  et  relatif  de  deux  corps  qui  s'attirent.  —  Masse 
des  planètes  accompagnées  de  satellites.  —  Masse  de  la  terre.' —  Maise 
des  planètes  dépourvues  de  satellites. 


LOIS    DE    l'attraction    UNIVERSELLE. 

32o.  Il  résulte  des  lois  de  Kepler  que  toutes  les  planètes 
sont  constamment  sollicitées  par  une  force  qui  passe  à 
chaque  instant  par  le  centre  du  soleil  et  qui  varie,  pour 
chaque  planète,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  celui  du  soleil.  Quand  une  pla- 
nète a  des  satellites,  les  mouvements  de  ces  corps,  tels 
qu'on  pourrait  les  observer  de  celte  planète,  sont  encore 
assujettis  aux  lois  de  Kepler.  Ils  doivent  donc  être  attirés 
par  la  planète  autour  de  laquelle  ils  tournent,  par  une 
force  passant  constamment  par  le  centre  de  celle-ci  et 
variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
de  gravité  du  satellite  à  celui  de  la  planète.  Les  satellites 
sont  aussi  attirés  par  le  soleil  \  mais  comme  leur  distance 
à  la  planète  est  très-petite  par  rapport  à  celle  de  la  pla- 
nète au  soleil,  la  force  accélératrice  résultant  de  Tat- 
traction  du  soleil  sur  un  satellite  jpeut  être  regardée 
comme  identique  avec  celle  qui  résulte  de  l'attraction 
du  soleil  sur  la  planète,  et,  par  conséquent,  cettedernièrc 
force  n'altère  pas  le  mouvement  relatif  du  satellite  autour 
de  la  planète. 

326.  Réciproquement,  les  planètes  attirent  le  soleil. 
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Kn  effet,  pour  toutes  les  forces  que  nous  voyons  agira  la 
surface  de  la  terre.  Faction  produite  est  toujours  accom- 
pagnée d'une  réaction  égale  et  contraire.  Ainsi,  un  ai- 
mant fixe  jcfùit  de  la  propriété  d^attirer  un  morceau  de 
fer  doux,  parfaitement  libre;  réciproquement,  si  le  fer 
est  fixe  et  Taimant  libre,  il  viendra  s'appliquer  sur  le 
fer.  L'expérience  prouve  que  ces  deux  attractions  diri- 
gées en  sens  inverses  sont  égales,  car  si  Taimant  et  le 
morceau  de  fer  doux  étaient  unis  entre  eux  par  une  tige 
rigide  et  inextensible,  le  système  ne  prendrait  aucun 
mouvement  dans  J'espace.  On  a  d'ailleurs  un  très-grand 
nombre  d'exemples  de  ce  fait,  de  sorte  qu'en  étendant, 
par  analogie,  cette  loi  aux  mouvements  des  corps  cé- 
lestes, on  en  conclut  que  les  planètes,  étant  attirées  par 
le  soleil,  celui-ci,  réciproquement,  est  attiré  par  elles 
suivant  la  même  loi . 

327,  Cette  attraction  réciproque  est  proportionnelle  à 
la  masse  de  chacun  des  deux  corps  qui  s^attirent.  Il  résulte, 
en  effet,  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  que,  si  deux  pla- 
nètes étaient  placées,  sans  vitesse  initiale,  à  la  même  dis- 
tance du  centre  du  soleil,  elles  parcourraient,  en  ligne 
droite,  des  espaces  égaux  pendant  le  même  temps.  On 
conclut  de  là  que  les  forces  motrices  des  planètes  sont 
proportionnelles  à  leurs  niasses.  Par  conséquent,  si  on 
suppose  la  masse  d'une  planète  partagée  en  une  infinité 
de  molécules  égales  en- masse,  toutes  ces  molécules  seront 
attirées  vers  le  soleil,  par  des  forces  que  l'on  pourra 
regarder  comme  égales  et  parallèles,  en  raison  des  petites 
dimensions  de  la  planète,  comparées  n  la  distance  qui 
sépare  cette  dernière  du  soleil.  Réciproquement,  les  mo- 
lécules du  soleil,  égales  en  masse,  sont  attirées,  suivant  la 
m£me  loi,  par  celles  des  planètes,  et  l'on  est  ainsi  conduit 
à  cette  loi  générale  de  la  nature  :  Deux  molécules  maté- 
rielles quelconques  s'attirent,  en  raison  directe  de  leurs 
masses  et  en  raison  im^erse  du  carré  de  leur  distance. 
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En  admettant  ce  principe,  si  Ton  appelle  f  Tattrac- 
tion  réciproque  de  deux  molécules  matérielles,  placées  à 

l'unité  de  distance  Tune  de  l'autre, sera  l'attraction 

qu'exerceront  Tune  sur  Taulre  deux  molécules  maté- 
rielles ayant  des  masses  m  et  nJ  et  dont  la  distance  est  r. 

11  suit  de  là  que  l'expression  — ^ —  pourra  aussi  être  ap- 
pliquée à  l'attraction  exercée  par  le  soleil  sur  une  planète 
et  réciproquement  :  d'abord,  parce  que  les  dimensions 
de  chacun  de  ces  corps  étant  très-petites,  par  rapport  a 
la  distance  qui  les  sépare,  une  molécule  de  la  planète  et 
ime  du  soleil  peuvent  toujours  être  regardées  comme 
placées  aux  extrémités  de  droites  égales  et  parallèles;  et 
ensuite  parce  que  le  soleil  et  une  planète  quelconque 
peuvent  être  avec  une  approximation  suffisante  considérés 
comme  formés  de  couches  sphériques  homogènes,  ce  qui 
fait  que  l'attraction  totale  exercée  par  un  de  ces  corps 
sur  l'autre  est  la  même  que  si  la  masse  de  chaque  corps 
était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

VÉRIFICATION    DE    LA    LOI    DE    l' ATTRACTION 

328.  La  pesanteur  des  corps,  à  la  surface  de  la  terre,  doit 
être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  gravitation 
universelle,  puisqu'elle  résulte  de  l'attraction  exercée  par 
toute  la  masse  du  globe  sur  les  différents  points  matériels 
d'un  corps  quelconque.  De  plus  on  remarque  que  le  poids 
d'un  corps  dépend  de  sa  position  et  de  sa  masse,  mais 
nullement  de  sa  nature,  propriété  commune  à  la  pesan- 
teur et  à  l'attraction  universelle. 

Quand  un  corps  pesant  s'éloigne  de  plus  en  plus  du 
centre  O  de  la  terre,  au  delà  de  sa  surface,  l'attraction  de 
la  terre  sur  ce  corps  doit  diminuer  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  du  centre  O'  de  ce  corps  au  centre  O 
de  la  terre..  Si  le  point  O'  est  le  centre  de  la  lune,  par 
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exemple,  la  pesanteur  diminuée  dans  le  rapport  du  carré 
de  la  distance  OO^  au  carré  de  OÂ  devra  être  la  force  mo- 
trice de  notre  satellite,  à  chaque 
instant.  Admettons,  pour  plus 
de  simplicité,  que  l*orbite  lu- 
naire soit  une  circonférence  de 
cercle.  Dans  cette  hypothèse,  on 
doi  t  regarder  la  vitesse  de  la  lune 
comme  constante.  Il  faut  donc 
qne  la  force  centrifuge  de  la  lune  soit  précisément  égale  à 

la  pesanteur  diminuée  dans  le  rapport  de  OA  =  r*  à 

OO'  =  p*.  Dans  ce  calcul  approximatif,  on  a  p  =  6or. 
Appelons  F  la  force  centrifuge  de  Tunilé  de  masse  de  la 

lune.  On  aura  F=r  ^^7^9  T  étant  le  temps  qu'elle  met 

à  faire  une  révolution  autour  de  la  terre.  Par  consé- 
quent, 

^ir^XGor laoïrX  27rr I207r  X  40  000000"*^ 


d^ailleurs, 


Donc  enfin 


T  ==  39  343  X  60''. 


p g  1 90ir  X  4®  000  ^00 

(60J'  (393437 

r»   1       1       ^  1  ..1  1  cp    •  I2O7rX40  0O0O0O 

Lalculant  par  logarithmes  le  coetucient ,^  ^^.^ j 

(39343)' 

on  trouve,  en  s'arrètant  aux  centièmes,  qu'il  est  égal 

à  9y8i,  c'est-à-dire  à  très-peu  près  égal  à  g.  On  peut  donc 

écrire 

ce  qu'il  s^agissait  de  vérifier. 
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MOUVEMENT   ABSOLU    ET    RELATIF   DE   DEOX    COUPS 

QUI  s'attirekt. 

329.  II  résulte  du  principe  de  raltractîon  ou  gravitation 
universelle,  que  si  M  et  m  sont  les  masses  respectives  du 
soleil  et  d'une  planète,  r  la  distance  de  leurs  centres  de 
gravité,  et /*  le  coefficient  de  Tattraction  universelle, 

\  ■  est  la  mesure  de  l'attraction  qu'un  de  ces  deux 

corps  exerce  sur  Fautre.  Par  suite,  abstraction  faite  de 

toute  autre  cause,  - —  et  - —  sont   respectivement  les 

forces  accélératrices  de  la  planète  et  du  soleil,  et,  comme 
elles  sont  en  raison  inverse  des  masses  de  ces  deux  corps, 
on  en  conclut  que,  s'ils  n'avaient  aucune  vitesse  initiale, 
ils  viendraient  se  réunir  sur  la  droite  qui  joint  leurs 
centres  au  centre  de  gravité  du  système  de  ces  deux  corps, 
lequel  point  partage  cette  droite  en  deux  parties  récipro- 
quement proportionnelles  à  leurs  masses.  Pour  le  faire 
voir  plus  clairement,  appelons  S  et  j  les  espaces  rcctili- 
gnes  parcourus  par  le  soleil  et  par  la  planète,  jusqu^àlcur 
point  de  rencontre.  On  aura 

^.rf'S       /M/if  d's       fMm 

dt^  r'  fit'  r^     ' 

d'où  résulte 


Par  suite 


IM  — -—  =  m  — r  • 


,,  //S  ds 

al  z:=  m  -ri 

tU  (U 


et  enfin 


MS  =  ms, 
U  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  car  on  suppose  que 
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le  soleil  Kt  la  planète  partent  en  même  temps,  sans  vitesse 
iuîtiale.  De  Féquaiion  MS  =  mSj  on  déduit 

S  :  5  =  w  :  M, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

330.  Si  Ton  veut  obtenir  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  autour  du  soleil,  c'est-à-dire  le  mouvement  appa- 
rent de  cette  planète  pour  un  observateur  placé  à  la  sur- 
face du  soleil,  il  faudra  supposer  appliquée  au  centre  de 
gravité  du  soleil  une  force  égale  et  contraire  à  celle  qui 
le  fait  mouvoir  dans  l'espace,  afin  de  pouvoir  le  coiisi- 
délier  comme  fixe;  mais,  en  même  temps,  afin  de  ne  pas 
altérer  le  mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil, 
il  faudra  aussi  regarder  une  force  égale  et  parallèle  a  cette 
dernière  comme  appliquée  au  centre  de  gravité  de  la 
planète.  Par  conséquent,  ce  dernier  point  sera  constam- 
ment sollicité  par  une  force  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil ,  et  égale  à 

— r- H r      ou  à =— » 

en  appelant  fx  le  coefficient  y*  (M  +  m)  constant  pour 
toutes  les  positions  de  la  planète.  Ce  fait  est  encore  une 
conséquence  du  calcul ,  comme  nous  allons  l'établir. 
Supposons  les  niasses  du  soleil  et  de  la  planète  con- 
centrées à  leurs  centres  de 
gravité,  M  (x, ,  jj ,  z^)  et 
m  (x^y^  z)  ces  deux  points 
étant  rapportés  à  trois  aws 
rectangulaires  quelconques, 
mais  fixes  dans  Tespace.  Le 
point  M  décrira  dans  son 
mouvement    une    certaine 
V  *  courbe  AMB,  et  le  point  m 

une  courbe  amb.  Menons  maintenant  par  le  point  M,  à 
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rinsiant  considéré,  trois  axes  rectangulaires  parallèles 
à  Ox,  Oy  et  Ozj  et  supposons  que  le  point  M,  dans 
son  mouvement,  emporte  ces  axes  parallèlement  a  eux- 
mêmes  avec  lui.  Appeloiis  ^^  m  ei  Ç  les  coordonnées  va- 
riables du  point  M,  par  rapport  i  ces  axes  dont  la  posi- 
tion varie  à  chaque  instant. 

En  concevant  que  le  point  M  et  par  suite  les  axes  qui 
passent  par  ce  point  soient  fixes,  ^ ,  y]  et  ^  se  rapporteront 
à  la  trajectoire  apparente  du  point  m.  Or  on  a  d'abord 

A  l'aide  de  ces  équations,  si  l'on  connaît  le  mouvement 
absolu  de  M  et  le  mouvement  relatif  de  m,  on  a  le  mou- 
vement absolu  de  m,  et  vice  versa ^  si  Ion  connaît  les 
mouvements  absolus  de  M  et  de  m,  on  aura  le  mouve- 
ment relatif  de  m  autour  de  M. 

Afin  de  bien  concevoir  ce  mouvement  apparent  de 
la  planète,  imaginons  que  d'un  point  fixe  K  de  l'espace 
on  mène  des  droites  Kmi ,  Km\ , . . . ,  égales  et  parallèles 
aux  droites  Mm,  M'm\. . .,  qui  joignent  les  positions 
simultanées  successives  des  points  M  et  m,  sur  les 
courbes  que  ces  deux  points  décrivent.  Il  est  clair  que 
mj,  m'i,...,  seront  les  positions  apparentes  de  m, 
telles  qu'on  les  observerait  du  point  fixe  M,  si  M  était 
en  K  et  que  /ni  Tn\  sera  la  courbe  apparente  que  décrira 
le  point  m. 

331  Revenons  maintenant  aux  équations  (i)  pour  en 
déduire  la  vitesse  de  m  sur  la  trajectoire  apparente.  En 
les  difTérentîant,  on  a 


(2) 


/rfr 
idt 

dxt  d^ 
dt     ^    dt^ 

l  dt 

dfx  .  dii 
dt   -^  dt' 

/  dz 

\  dt  "" 

dz,  rfÇ 
dt   '^  dt' 
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tlx      dr  àz    y.  dx,      dVi  dzt     ,      ,, 

-r->   -^  et  —-  dune  part,   —r-f    -v-  et  -7-    de  1  autre, 

dt       dt  dt  f       'i     ^/        fif  dt  ' 

sont  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  vitesses  des 
points  M  et  m,  à  l'instant  considéré  sur  les  courbes  AMB 

et  amb,  T^  'T^^  T  ^^^  aussi  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  de  la  vitesse  du  point  m  sur  la  trajec- 
toire apparente.  Donc  cette  dernière  vitesse  pourra  être 
déterminée  par  ses  composantes,  au  moyen  des  équa- 
tions  (a),  lorsque  les  mouvements  absolus  des  points  M 
et  m  seront  connus.  On  peut  aussi  l'obtenir  par  la  con- 
struction suivante. 

Soient  MA  et  mB  des  droites,  représentant  en  gran- 
deur et  en  direction  les  vitesses  absolues  des  points  M  et  m 

à  rinstant  en  question.  Me- 
nons la  droite  m  C,  égale  et  pa- 
rallèle à  MA  ,  mais  dirigée  en 
sens  contraire.  Je  dis  que  la 
diagonale  mD  du  parallélo- 
gramme mBDC  représentera 
la  vitesse  apparente  en  gran* 
deur  et  en  direction.  En  elFet, 
projetons  les  trois  points  m, 
D,  B  en  m',  d*  et  b'  sur  Taxe  Ox.  La  projection  m' d* 
de  mD  est  égale  a  la  somme  algébrique  des  projections 
des  deux  autres  côtés,  en  supposant  qu^on  parcoure  le 
triangle  mBD  dans  le  sens  mBD,  et  regardant  comme 
positives  les  projections  allant  de  O  vers  x  et  comme 
négatives  celles  qui  vont  dans  le  sens  opposé.  Or 


Donc 


dt  dt 


i  •#        ^^        ^■'t        ^Ç 

Hl'rf'   = y-    =    -— 

dt         dt         dt 


Il  suit  de  là  que,  sur  un  axe  quelconque,  mD  a  même 
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projection  que  la  vitesse  apparente  :  donc  mD  représente 
cette  vitesse  en  grandeur  et  en  direction. 

En  difTérentlanl  les  équations  (2)  par  rapport  à  f ,  on  a 


(3) 


f 


(if  dl^  dt^ 

d*z         rf»2,  r/»Ç 


di^  lit'  dt 


A  l'aide  de  ces  équations,  on  démontre  comme  précé- 
demment que  si  les  forces  accélérai  ri  ces  des  points  M  et 
m  sont  représentées  en  grandeur  et  eu  direction  par  MA 
•et  par  mB,  et  si  Ton  mène  mC  égale  et  parallèle  à  MA^ 
mais  dirigée  en  sens  contraire,  la  force  accélératrice, 
répondant  au  mouvement  apparent,  et  qui  a  pour  com- 

^      r/>5    ^«y,    r/'C  , 

posantes  -—1  -— '  "/T"»  **-*'**  représentée,  en  grandeur  et 

en  direction,  pi«r  la  diagonale  mD  du  parallélogramme 
mBDC. 

Réciproquement,  si  Ton  connaissait  le  mouvemeul 
absolu  du  point  M  et  le  mouvement  apparent  de  m,  od 
verrait  aisément  que  la  droite  mF  étant  égale  et  parallèle 
à  MA,  la  diagonale  m B  du  parallélogramme  mFBD  re- 
présenterait en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  ou  la 
force  accélératrice  du  mouvement  absolu  du  point  m. 

332.  Le  centre  de  gravité  du  soleil  et  celui  d^une  pla- 
nète sont  sollicités  par  des  forces  motrices  applic|uées 
eu  sens  contraires,  suivant  la  droite  qui  unit  ces  deux 

points,  et  égales  chacune  à  — - — >  en  appelant,  comme  pré- 
cédemment, M  et  m  les  masses  du  soleil  et  de  la  planète. 
Donc  — -  et  — ;-  seront  leurs  forces  accélératrices,  et  il 
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résulte  de  la  construction  géométrique  (331)  que 

/m       /M       /(M-t-w) 


/•'         r>  r* 


sera,  k  chaque  instant,  la  force  accélératrice  qui  produi- 
rait le  mouvement  apparent  de  la  planète  autour  du 
soleil  supposé  fixe.  On  voit  que  cette  force 

en  posant 

/(M  -4-  m)  =  f», 

varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Par  con- 
séquent, la  trajectoire  apparente  de  la  planète  est  une 
section  conique  et  par  suite  une  ellipse,  puisqu'elle  ne 
s'éloigne  jamais  indéfiniment  du  soleil. 

333.  Nous  avons  obtenu  la  formule  (320) 

a  étant  le  demi  grand  axe  de  cette  ellipse,  et  T  la  durée 
d'une  révolution  entière.  Par  conséquent 

^î^=/(M4-m). 

r.a  masse  m  vanant  d'une  planète  â  l'autre,  on  voit  que 

-^  n'est  réellement  pas  constant  pour  toutes  les  planètes. 

Toutefois,  comme  Tobservation  démontre  que  la  troi- 
sième loi  de  Kepler  est  extrêmement  approchée,  on  doit 
en  conclure  que  m  est  très-petit  par  rapport  à  M,  ou  que 
les  masses  des  planètes  sont  très-petites,  comparées  à 
celle  du  soleil.  En  efiet,  la  masse  de  Jupiter,  qui  est  la 

plus  considérable  de  toutes  les  planètes*  n'est  pas 

*  ^  '  i       looo 

de  celle  du  soleil. 

Stoui.  —  Mée,^  1.  17 
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Le  mouvement  elliptique  n'est  pas  non  plus  ri^tou- 
reusement  celui  des  planètes  autour  dd  soleil.  Toutes  les 
planètes,  en  vertu  de  Tattraction  universelle,  agissant  les 
unes  sur  les  autres,  il  en  résulte  des  perturbations  dans 
leurs  mouvements  apparents,  tels  qu*on  les  avait  calculés 
d*abord,  en  ne  tenant  pas  compte  de  Tinfluence  de  ces 
astres  les  uns  sur  les  autres.  Cependant,  comme  les 
masses  des  planètes  sont  extrêmement  petites  relative- 
ment à  celle  du  soleil,  et  comme  elles  sont  toujours  pla- 
cées à  des  distances  considérables  les  unes  des  autres^  il 
en  résulte  que  le  mouvement  elliptique  n^en  est  troublé 
que  d*une  manière  très-faible  et  soîuvent  insensible.  Le 
calcul  de  ces  variations  fait,  en  grande  partie,  Tobjet  de 
la  mécanique  céleste. 

MASSES   DES   PLAKETES  ACCOMPAGKÉES   DE   SATELLITES. 

334.  La  formule 

peut  servir  à  calculer  les  masses  des  planètes  qui  sont 
accompagnées  de  satellites.  En  eflet,  soient  M,  m  et  m' 
les  masses  respectées  du  soleil,  de  la  planète  et  du  sa- 
tellite de  cette  dernière;  soient  a  le  demi  grand  axe  de 
l'orbite  de  la  planète  dans  son  mouvement  relatif  autour 
du  soleil,  et  T  la  durée  d'une  révolution  complète;  et 
soient  a' et  T' les  données  analogues,  répondant  au  mou- 
vement apparent  du  satellite  autour  de  la  planète.  On  aura 


Divisant  ces  deux  équations  Tune  par  Tautre,  il  vient 

m  -f-  m'  _  /?'»  T» 

Les  masses  des  salellitcs  étant  extrêmement  petites  par 
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rapport  a  celle  de  la  planète,  excepté  la  masse  de  la  lune 
comparée  à  celle  de  la  terre,  on  peut  négliger  m'  de- 
vant m,  et  pour  la  même  raison  m  devant  M^  d*où 
résulte  enfin 

formule  qui  peut  servir  à  calculer  le  rapport  de  la  masse 

de  la  planète  à  celle  du  soleil.  Cette  méthode  donne  — 7^ 
*  1007 

pour  le  rapport  de  la  masse  de  Jupiter  à  celle  du.  soleil  ; 

mais  on  a  trouvé  plus  tard  que  ce  nombre  était  un  peu 

trop  grand  et  devait  être  changé  en 

MASSE    OB   LA   TERRE. 

335.  La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  ne  peut  pas 
servir  à  déterminer  la  masse  de  la  terre,  comparée  à  celle 
du  soleil.  Voici  comment  on  peut  résoudre  ce  problème. 

Soit  m  la  masse  de  la  terre.  Si  elle  était  parfaitement 

sphérique,en  appelant  r  son  rayon,  — ^  serait  l'attraction 

totale  qu'elle  exercerait  sur  l'unité  de  masse  d'un  corps 
placé  à  sa  surface.  Or,  comme  elle  a  la  forme  d'un  sphé- 
roïde différant  très-peu  d'une  sphère,  quoique  celte  at- 
traction ne  soit  pas  la  même  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face, il  existe  un  certain  parallèle  sur  lequel  l'altraciion 

/m 

terrestre  a  précisément  pour  mesure— ^)  et  il  résulte  du 

calcul  de  l'attraction  des  sphéroïdes  que  pour  ce  parallèle 

sin'X  =ô'  ^^  appelant  X  sa  latitude.  L'observation  dé- 

montre  d'ailleurs  que  la  pesanteur  sur  ce  parallèle  a  pour 
mesure  gf  =  9*^)79386.  De  plus  la  composante  verticale 
de  la  force  centrifuge  a  pour  mesure  sur  le  même  parai- 

COS'  X  2       I 

lèle  une  fraction  — —  =  ^  -0-  de  la  gravité.  Il  faut  ajou- 

•7- 
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ter  cette  composante  à  g^  ce  qui  donne  pour  Tattractiou 
du  sphéroïde  terrestre  sur  Funité  de  masse  d'un  corps 
placé  sur  ce  parallèle,  G  =  9",8i645.  Or  on  a 

d'où  Ton  tire,  en  négligeant  m  vis-i-vis  de  M, 

on  appelant  M  la  masse  du  soleil,  a  le  demi  grand  axe  de 
l'orbite  apparent  de  la  terre  autour  du  soleil  et  T  le  nom- 
bre de  secondes  contenu  dans  une  année.  En  substiiuant 
dans  cette  dernière  formule 

G  =  9",  8 1645, 
r==:G36455i-, 
a  =.  23984  f 


et 

on  trouve 


T—  86400"  X  365,2563. . . , 


—  =  354592 


pour  le  rapport  de  la  masse  du  soleil  à  celle  de  la  terre. 

336.  On  conclut  de  là  le  rapport  de  la  densité  moyenne 
du  soleil  i  celle  de  la  terre.  En  effet,  le  volume  du  soleil 
est  i33iooo  fois  celui  de  la  terre.  Si  donc  on  divise  le 
rapport  de  leurs  masses,  ou  354592,  par  le  rapport  de 

leurs  volumes,  ou  1 33 1000,  le  quotient,  environ  ^9  sera 

le  rapport  de  la  densité  moyennedu  soleil  à  celle  de  la  terre. 

337.  On  peut  déduire,  de  ce  qui  précède,  TattractloQ 
que  la  masse  du  soleil  exerce  sur  l'unité  de  masse  d'un 
corps  placé  à  sa  surface,  ou  la  pesanteur  à  la  surface  du 

soleil.  Elle  est  exprimée  par  ^—^  9  M  étant  la  niasse  el  Rie 

fnt 
rayon  du  soleil.  Or  G  =  — -9  G  étant  l'attraction  de  la 
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terre' sur  Funité  de  niasse  d'un  corps  à  sa  surface,  m  la 
masse  de  la  terre  et  r  son  rayon.  Donc,  en  négligeant  la 
force  centrifuge,  qui  est  faible  à  la  surface  du  soleil, 

R'  M 

G  -j  ^  est  la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil.  Si  dans  cette 

expression  on  remplace  ^  par et  --  par  354592,  on 

trouve  que  la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil  est  à  peu 
près  29  X  G,  c'est-à-dire  environ  29  fois  plus  considé- 
rable qu*à  la  surface  de  la  terre.  Ainsi  un  corps  à  la  sur- 
face du  soleil  parcourrait,  dans  la  première  seconde  de  sa 
chute,  environ  29  X  4"'>9)  ou  de  i4o  à  i45  mètres. 

MASSE   D*UlfB   PLANETE   DÉPOURVUE   DE    SATELLITES. 

338.  Ayant  déterminé  la  masse  de  la  terre,  il  devient 
possible  de  déterminer  celle  d'une  planète  quelconque, 
même  dépourvue  de  satellites.  En  conservant  les  mêmes 
notations  (334),  on  a  pour  la  planète  en  Question 

Or  on  a  pour  la  terre 

ce  qui  permet  dVliminer^*,  et  de  là  résulte 

•      T*  \m       m  ) 

Remplaçant  —  par  354592,  on  tire  de  cette  équation  — « 
ou  le  rapport  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  de  la  terre. 
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CORmOBS 

DANS  LE  PREMIER  VOLUME  DU  COURS  DE  MÉCANIQUE. 


PREMIERE  LEÇON. 

DES   FORCES  APPLIQUÉES   A    UN   MÊME   POINT. 

i .  DÉnxmoNS.  —  On  appelle  corps  ou  matière  tout  ce  qui  aflèctd 
DOS  sens  d'une  manière  quelconque. 

2.  On  appelle  Jorce  toute  cause  qui  met  un  corps  en  mouvement 
ou  qui  tend  à  le  mouvoir. 

3.  Un  point  ou  un  système  de  points  sollicité  par  plusieurs  forces 
est  en  ér/ui/ibre,  quand  ce  point  ou  ce  système  est  dans  le  même 
étal  de  repos  ou  de  mouvement  que  si  ces  forces  n'existaient  pas. 

4.  5.  Comparaison  des  forces.  —  Deux  forces  sont  renies  quand« 
appliquées  au  nïème  point,  suivant  la  même  direction  et  en  sens 
contraires,  elles  se  font  équilibre. 

6.  Le  point  d'application  d'une  force  peut  être  transporté  en  un 
point  quelconque  de  sa  direction ,  pourvu  que  ce  dernier  point  soit 
lié  au  premier  d'une  manière  invariable. 

7.  RÉSULTANTE  DE  PLUSIEURS  FORCES.  —  Quaud  uuc  forco  unîquo 
peut  faire  équilibre  à  un  système  de  forces ,  une  force  R  égale  et 
contraire  à  la  première  force  est  dite  la  résidtanie  du  système  de 
forces. 

8.  Un  système  de  forces  ne  peut  avoir  deux  résultantes. 

9.  CoMPOSmON  DES  FORCES  DIRIGÉES  SUIVANT  LA  MEME  DROITE.  — 

riasieurs  forces,  appliquées  suivant  la  même  droite,  se  composent 
en  une  seule,  égale  à  l'excès  de  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans 
un  sens ,  sur  la  somme  de  celles  qui  tirent  dans  l'autre  sens ,  et 
cette  résultante  agit  dans  le  sens  des  forces  qui  composent  la  plus 
grande  somme. 
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10,  1i,  i2.  Règle  du  paballélogramhb  des  forces.  —  Si  deux 
Fig.  I.  forces  P  et  Q  sont  représentées  en 

grandeur  et  en  direction  par  les  deux 
côtés  contigus  AB  et  ÂC  du  parallélo* 
gramme  ÂBCD,  la  résultante  R  de  ces 
deux  forces  sera  représentée  par  la 
diagonale  AD  de  ce  parallélogramme. 

13.  Composition  de  plusieurs  forces  concourantes.  —  La  ré- 
sultante R  des  forces  P,  P',  P',  P^, 
appliquées  au  même  point  A,  est  la 
droite  AN  qui  ferme  le  contour  poly- 
gonal ABLMN,  dont  les  côtés  succes- 
sifs sont  parallèles  à  la  direction  des 
forces  données  et  proportionnels  à 
leurs  intensités. 

i4.  Si  le  contour  se  ferme  de  lui-même ,  les  forces  données  se 
font  équilibre,  et  réciproquement. 

i5.  Quand  les  forces  se  réduisent  à  trois,  non  situées  dans  un 
même  plan,  leur  résultante  R  est  représentée  par  la  diagonale  du 
parallélipipède  construit  sur  les  droites  qui  représentent  ces  forces. 

16.  Réciproquement,  une  force  AG  =  R  peut  se  décomposer  en 
trois  autres  dirigées  suivant  les  arêtes  d'un  parallélipipède. 

17,  18.  Relations  entre  une  force  et  ses  composantes  sui- 
vant TROIS  AXES  rectangulaires.  X,  Y,  Z  étant  trois  forces  appli- 
quées au  point  A  et  dirigées  suivant  trois  axes  rectangulaires,  si 
a^  b^  c  représentent  les  angles  que  leur  résultante  R  fait  avec  ces 
axes,  on  a  les  formules 

X  =  Rcos<7,     y  =  Rcosft,     Z  =  Rcosr, 

R  =  v/XM=TTr, 


cos«  = 


cosô  = 


COSC  = 


Y 

v/X»-hY«H-Z» 
Z 


V^' 
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suite  vb  là  composition  dbs  forces  concourantes. 
19.  Calcul  db  la  ri^sultante  d*un  nombre  quelconque  db 

fOBCBS  APPLIQUÉES  A  UN  MÊME  POINT.  P«  P',  ?',...  SODt  deS  forceS 

appliquées  à  un  même  point;  a,  p,  7,  a',  ^\  7',  • .  • ,  les  angles  que 
leurs  directions  font  avec  trois  axes  rectangulaires  ;  R  leur  résultante; 
a^  b,  c,  les  angles  que  cette  résultante  fait  avec  les  mêmes  axes; 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  R  parallèles  aux  axes  :  on  a 

.       X  =  P  COSa  4-  P'c08a'-4-  P'cosa*-!-. . . , 
Y  =  P  COSf  -h  P'cOSf  -f-  P^COS^'-r- . . . , 

z  =  p  COS7  -4-  P'cos7'  4-  P'cos7''-h . . . , 


R  =  VOÏN-Y^;-!^, 
X  ,       Y  Z 

C0S«  =    g^J         C0S6  =  |rj         COSC=|r- 

ÎO.  On  a  encore 

R»=F4.p''4.p«4....4-aPFcos(P,P')4-aPP'coslP,P*)-f-.... 

2i.  Lorsqu'on  décompose  une  force  P  en  deux  autres,  Tune  diri- 
gée suivant  un  axe,  l'autre  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe,  la  première  représente  ce  qu'on  appelle  la  force  P  estimée 
suivant  cet  axe. 

La  résultante  de  plusieurs  forces,  estimée  suivant  un  axe  quel- 
conque, est  égale  à  la  somme  de  ces  forces  estimées  suivant  le 
même  axe. 

22,  23.  CoNnrrioNS  d^équilibre  de  plusieurs  forces  concou- 
rantes. —  Pour  que  les  forces  P,  P',  P", . . .  appliquées  à  un  peint 
entièrement  libre  se  fassent  équilibre,  il  faut  que  Ton  ait  (notations 
du  n*  i9) 

P  COSa  4-  P'cOSa'-f-  P'cOSa"  -I-  . . .  =:  o, 

Pcosô-hP'cos^'-hP'cosf-i^. ..  — o, 
P  CO87  -h  P'cos7'  4-  P'cosv"  -i-  - . .  —  o. 

24  à  28.  Équilibre  d'un  point  assujetti  a  se  mouvoir  sur  une 
SURFACE  ou  sur  UNE  COURBE  DONNÉE.  —  Pour  quo  los  forces  p, 
P',  p*, . . .  appliquées  à  un  point  qui  est  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface 

/(•^*ri»)=o, 
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soient  en  équilibre,  on  doit  avoir  (notations  du  n*  19) 

dx      ((y      dz 

29, 30.  Quand  le  point  A  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  courb?> 
on  a  pour  seule  condition  d'équilibre 

yidx  H-  Ydy  -\-ldz  =  o. 


TROISIEME  LEÇON. 

COMPOSITION   ET   ÉQUILIBRE   DES   FORCES   PARALLÈLES. 

31.  Composition  de  deux  forces  parallèles.  Couple.  —  La 
résultante  R  de  deux  forces  parallèles  P  et  Q  leur  est  parallèle  ;  si 

Fig.  11,  l'on  appelle  C  son  point 

d'application,  on  a 

R  =  P  +  Q 
ou 

R  =  Q~P, 


suivant  que  les  forces 
données  agissent  dans 
le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  On  a  dans  les  deux  cas 

BCCA^AB* 

3â,  33.  Un  couple  est  l'ensemble  de  deux  forces  égales^  parallèles 
et  de  sens  contraires ,  mais  non  directement  opposées.  Un  couple 
n'a  pas  de  résultante. 

34.  Composition  d'un  nombre  quelconque  de  forces  paral- 
lèles. —  La  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  est  égale  à 
l'excès  de  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  un  sens ,  sur  la 
somme  des  forces  qui  agissent  dans  le  sens  contraire ,  et  agit  dans 
le  sens  de  la  plus  grande. 

35.  Un  système  de  plusieurs  forces  parallèles  peut  se  réduire  à 
un  couple. 

36.  Centre  des  forces  parallèles.  —  Si  l'on  change  simulta- 
nément les  directions  et  les  intensités  de  toutes  les  forces,  de  ma- 
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niëre  que,  passant  toujours  par  les  mômes  points  d'application,  elles 
conservent  les  mômes  rapports  de  grandeur  et  leur  parallélisme^  la 
résultante  de  toutes  ces  forces  passera  toujours  par  le  même  point. 
Ce  point  est  appelé  le  centre  des  forces  parallèles. 

37  à  42.  Théorèmb  des  moments.  —  Le  moment  d*une  force  par 
rapport  à  un  plan  est  le  produit  de  IMntensité  de  celte  force  par  la 
distance  du  point  d'application  de  la  force  au  plan. 

Le  moment  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles,  par  rapport  à  un  plan,  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  moments  des  composantes  par  rapport  à  ce  plan. 

43  à  46.  Calcul  des  coordonnées  du  centre  de  plusieurs 
FORCES  PARALLÈLES.  P,  P',  P', . . .  désignant  des  forces  parallèles, 
X,  j,  z,  x\  y,  z\. . ,  les  coordonnées  de  leurs  points  d'application, 
R  leur  résultante  et  -r, ,  j, ,  z, ,  les  coordonnées  du  point  d'applica- 
tion de  cette  dernière  force  : 

R  =  P4.p'-4_P''4-...^ 

Rx,  ---z  Px  -h  PV4-  P'^"-!- . . . , 

Rr,  =  Pr  +  Py -+-  pVh^  . . . . 

Rz,  =Pz -fP^z'  +  P'^'-h 

47  à  49.  Équiubrb  des  forces  parallèles.  —  Si  Ton  prend  l'axe 

des  z  parallèle  à  la  direction  des  forces,  on  aura,  dans  le  cas  de 

l'équilibre, 

PH-P'4-P*-4-...=  o, 

?x  -h  PV-h  l^J^'-h. . .  =  o, 

vy-h  py  4-  p'y +•  • .  =  o. 

50.  Quand  le  point  0  est  6xe,  les  conditions  d'équilibre  se  rédui- 
sent à  deuz  : 

Px  -h  P'or'-f  P^x*  -4- . . .  =  o, 

Pr+py-^p'y-*-- ••=<>. 


QUATRIÈME  LEÇON. 
DO  centre  de  gravité. 

51.  Notions  sur  la  pesanteur.  —  On  appelle  pesanteur  ou  gra- 
pîfé  la  force  qui  sollicite  tous  les  corps  vers  la  surface  de  la  terre; 
cette  force  agit  suivant  la  verticale.  Toutes  les  verticales  d'un  même 
lieu  peuvent  être  regardées  comme  parallèles. 
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5â.  Poids.  —  Le  poids  d'un  corps  est  la  résullante  de  toutes  les 
actions  de  la  pesanteur  sur  les  diver^s  molécules  de  ce  corps.  Le 
centre  de  ces  forces,  considérées  comme  parallèles,  est  le  centre  de 
gravité  du  corps. 

K3.  Centre  de  Giuvrré.  —  Le  centre  de  gravité  d^un  corps  peut 
s'obtenir  expérimentalement  en  suspendant  le  corps  à  un  fil  dans 
deux  positions  différentes. 

54.  Poids  spécifique.  —  Densité.  —  Le  poids  spécifique  n,  d'un 
corps  homogène,  est  le  poids  do  ce  corps  sous  lunilé  de  volume. 
P  étant  le  poids  du  corps  et  V  le  volume,  on  a 

P  =  aV. 

55.  La  densité  moyenne  d*un  corps  est  le  rapport  du  poids  de  ce 

V 

corps  à  son  volume  ou  -r^-  La  densité  d'un  corps  en  un  point  M 

est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  densité  moyenne  d*un  volume  de 
matière  pris  autour  du  point  M  quand  ce  volume  tend  vers  zéro. 

56.  Centre  de  gravité  d'un  assemblage  de  corps,  p^  p\  p'.. ,. 

étant  des  poids  appliqués  en  des  points  (x,  /-,  «),  (x',  y,  z*) 

P  la  somme  de  tous  ces  poids,  et  x^»  /^i,  z^  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  on  a 

Px  =  px -hp'y -h  p''jr" -¥-.,,, 

Pr.  ^^px  -i-py-^py-^'  •  • , 

Pz,  =pz  -i-p'z'  -^p''z''  4- 

57.  La  somme  des  moments  des  poids  par  rapport  à  tout  plan 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  leur  système  est  égale  à  zéro. 

58  à  62.  Propriétés  du  centre  de  gravité. 

63.  Centre  de  gravité  des  lignes.  —  Le  centre  de  gravité  d'une 
ligne  ou  d'une  surface  est  le  centre  d'une  infinité  de  forces  paral- 
lèles appliquées  à  leurs  différents  points. 

Une  ligne  ou  une  surface  sont  homogènes,  lorsque  des  portions 
égales  de  cette  ligne  ou  de  cette  surface  ont  des  résultantes  égales 
ou  des  poids  égaux. 

64  à  66.  Le  centre  de  gravité  (<V|i  ^n  2,)  d'une  ligne  homogène 
est  donné  par  les  formules 

/r,  =  I  xfis,     //,  =  j Xtis^     Iz^  =  /  zds. 
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CINQUIEME  LEÇON. 

C2NTRB   DE    GRAVITÉ   DES   LIGNES   ET    DES   SURFACES. 


68.  Arc  de  cercle.  —  Posant 


67.  LiGXE  droite.  —  Le  centre  de  gravité  d*une  ligne  droite  est 
■u  milieu  de  sa  longueur. 

Fig.  24. 
y 

BAC  =  /, 

BC=c, 
on  a 

69,  70,  71.  Centres  de  gravité  de  la  ctcloïde  et  de  la  para- 
bole. 

72,  73.  Centre  de  gravité  des  surfaces.  \  étant  l'aire  de  la  sur- 
face; posant 

dz  dz 


ftZ  flZ  / ^^1 ,     . 


dy 


on  a 


^■^1  = /7^"»  ^^« ^Jy"^'  ^^'  ^fj"^' 


74,  75.  Centre  de  gravité  des  figures  planes.  —  Quand  la  sur- 
face est  fïîane,  on  a,  en  posant  OA  =  a,  0B  =  b,  appelant  y  et  /' 
les  ordonnées  des  courbes  CD  et  C'D'^ 

7G.  Applications.  Triangle.  —  Le  centre  de  gravité  dun  triangle 
est  sur  une  médiane,  aux  deux  tiers  de  cette  ligne  à  partir  du 
sommet. 

77.  Parabole.  x*=  2px, 


*i— 5*^1     ^f~8^' 
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78.  Secteur  ciRCULAinE. 


2   ravon  x  corde 

jc  =  ~. * 

'      3  arc 


79  à  82.  Cycloïde. 


SIXIEME  LEÇON. 

CENTRE  DE  GRAVITfi  DES  SURFACES  ( SUITE). 

83,  84.  Centre  de  gravité  des  surfaces  de  révolution.  S  sur- 
f  iç.  33.  face  engendrée  par  CD,   jt,  =  OG, 

CM=J. 


A      p  PG      n    X 


,  =  air  /  xjrds. 


85.  Zone  sphérique.  —  Le  centre  de  gravité  d*une  zone  sphé- 
rique  est  sur  le  diamètre  perpendiculaire  aux  deux  bases  et  à  égale 
distance  de  ces  bases. 

86,  87.  Zone  ctcloïdale. 

88,  89.  Théorèmes  de  Guldin.  —  La  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  courbe  plane  a  pour  mesure  la  longueur  de  la 
courbe  multipliée  par  lare  de  cercle  que  décrit  le  centre  de  gravité 
de  Tare  de  courbe. 

90, 91 ,  92.  Le  volume  engendré  par  la  révolution  d'une  aire  plane 
est  égal  à  Taire  génératrice  multipliée  par  Tare  de  cercle  que  décrit 
le  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

93.  Si  une  surface  plane €e  transporte  dans  Tespace  de  telle  sorte 
qu'un  de  ses  points  restant  toujours  sur  une  courbe,  son  plan  de- 
meure constamment  normal  à  cette  courbe,  le  solide  engendré  par 
le  mouvement  de  cette  surface  aura  pour  mesure  Taire  génératrice 
multipliée  par  la  courbe  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

04  à  96.  Volume  du  cylindre.  Le  volume  d'un  cylindre  quel- 
conque est  égal  à  l'aire  d'une  section  droite  multipliée  par  la  dis- 
tance des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 
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SEPTIEiME  LEÇON. 

GEItTRB  DE   GRAVITÉ  DES  YOLUHBS. 

97,  98.  Cône.  —  Le  centre  de  gravité  du  cône  est  sur  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base  et  aux  trois 
quarts  de  cette  droite  à  partir  du  sommet. 

99.  SÊCTBUB  SPHÉRIQUB.  BOA  =  a,  OA  =  r, 

0G=  -rrcos'-a. 
4  a 

iOO.  Solides  de  RévoLimoN. 
PM=^,  PM'=/,  V  volume, 
(j?„   j,)    centre    de   gravité; 


s 

H 

J 

r*-n 

i> 

cx^ 

ir 

NX* 

v 

^ 

c 

0 

1 

k     P  Q 

B    A 

v  =  ^y  (j'-r")^. 


r.  =  o, 


Vx. 


101.  Corps  DONT  le  centre  de  GRAvrré  s'obtient  par  une  seule 
i2fTÉGRATioN.  —  Lorsqu'un  corps  est  décomposable  en  tranches  pa- 
rallèles ayant  leurs  centres  de  gravité  en  ligne  droite,  on  peut  en 
général  trouver  le  centre  de  gravité  de  cecx)rpspar  une  seule  inté- 
gration. 

102,  i 03.  Centre  de  gravite  d'un  corps  quelconque.  Y  volume, 
P  poids,  p  densité,  (x,,  j„  «,)  centre  de  gravité  : 


P  = 
Px.= 

Pz.  = 


ni'""' 
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HUITIÈME  LEÇON. 

VOLUMB   BT    CBlfTBB    DB  GRAYiTt    DBS    CORPS    EAPPOaTÉS   A   DES 

C00RD0NNÉB8  POLAIRES. 

i04.  GoORDONNéBS  POLAIRES. 

Fig.  49.  OM  =  r, 

*  M0x=9, 

MQP  =  ^J/. 


i05,  i06.  Formules  pour  passer  des 
coordonnées  rectangulaires  à  des  coor- 
^  '  données  polaires,  et  réciproquement  : 

«=rcosÔ,    r=rsinôcos4s    z=  rsinôsin^*. 


r=  v/jr'H-j'-i-*',     tang4'  =  -î     cosO  = 


107  à  111.  Volume,  poids,  centre  de  gravita  d'un  corps  rap- 
porté A  DBS  COORDONNÉES  POLAIRES. 

Pjr,=  Ç  i  j^r^sMcos^drdBd^, 
Vx^=  f  I   hr*s\n*BcoS'^drdBd-^y 
Pz,  =  C  f  Cpr^s\D}Bsin^drdBd']t. 


NEUVIÈME  LEÇON. 

attraction    DBS    CORPS* 

112.  Loi  de  l'attraction,  p  et  p'  étant  les  masses  de  deux  molé- 
cules, u  leur  distance,  /  un  coefficient  constant  :  l'attraction  mu- 

tuelle  de  ces  deux  molécules  est  représentée  par  -^- 
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H3  à  116.  Attraction  des  sphères.  —  L'attraction  d'une  couche 
sphérique  homogène  sur  un  point  matériel  placé  dans  son  intérieur 
est  nulle. 

117.  L'attraction  d'une  couche  sphérique  homogène  sur  un  point 
extérieur  est  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  couche  était  réu- 
nie à  son  centre. 

118,  119.  Les  résultats  précédents  s'étendent  au  cas  d'une  en- 
ceinte composée  de  couches  sphériques  dont  la  densité  varie  de 

I*une  à  l'autre,  mais  reste  la  mém^  dans  toute  l'étendue  d'une  même 

» 

couche. 

120,  121.  L'attraction  exercée  par  une  sphère  sur  un  point  inté- 
rieur est  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  contre.  —  Si 
le  point  est  extérieur,  l'attraction  est  la  même  que  si  toute  la  masse 
de  la  sphère  était  réunie  à  son  centre. 

122.  Deux  sphères  s'attirent  comme  si  la  masse  de  chacune  était 
réunie  à  son  centre. 

123,  124.  Formules  GénÉRALES.  A,  B,  C  composantes  de  l'attrac- 
tion exercée  sur  un  point  0(a,  6,  7)  dont  la  masse  est  ft  par  un 
corps  quelconque  dont  l'élément  de  masse  est  dm. 


Fîg.  56. 


If 

u  est  la  distance  OM. 


125.  RÉDUCTION  DES  IhTÉGRALBS  A  UNE  SEULE.  —  Si  Ton  pOSe 

dm 


=/? 


on  a 

^--f^TÛ^     »=~/^^>     ^'--fi'T^' 

126, 127.  PEOPRiiris  de  là  fonction  V.  —  Si  le  point  attiré  est 
extérieur,  on  a 

£1     ^'V      ^'V  _ 
£/a»"^  de''^  df  '"^' 

Stobv.  —  Née,,  ï.  itt 
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si  le  point  atliré  est  intérieur, 

p,  étant  la  densité  du  corps  attirant  au  point  où  est  placée  la  molé- 
cule attirée. 


DIXIEME  LEÇON. 

ATTBACTION   D*IIN   ELLIPSOÏDE  SUR   UN   POIKT  INTÉRIEUR. 

128  à  136.  Formules  rei^tives  a  l'ellipsoïde. 


ONZIEME  LEÇON. 

9 

SUITE    DE   l'attraction   DES  ELLIPSOÏDES. 

137  à  i4i.  RÉDUCTION  AUX  FONCTIONS  BLLIITIQUES  DES  COMPO- 
SANTES DE  l'attraction. 

142,  143,  144.  Démonstration  synthétique  de  ce  théorème  de 
Newton  :  Une  couche  homogène  eVune  épaisseur  quelconque  com- 
prise entre  deux  surfaces  elUpsoiilales  semblables  et  seniblablement 
placées  n^exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur, 

145.  TnéoRÈME  dIvort.  —  Deux  ellipsoïdes  ayant  leurs  axes 
//,  6,  c  et  a\  b\  c*  dirigés  suivant  les  trois  mêmes  axes  rectangu- 
laires et  leurs  seclions  principales  décrites  des  mômes  foyers,  on 
a[)pelle  points  correspondants  deux  points  dont  les  coordonnées  sont 
proportionnelles  aux  demi-axes  auxquels  elles  sont  parallèles. 

Si  Tun  de  ces  points  est  sur  la  surface  du  premier  ellipsoïde, 
Tautro  sera  évidemment  sur  la  surface  du  second. 
Si  l'on  prend  sur  les  deux  ellipsoïdes  deux  points  quelconques 
Fig.  58.  m  (x,  j,  z) ,  /*  (a,  6,  7)  <r/  leurs 

corresjTondnnts  m'  (x\  y,  z') 
fx'  («',  €',  7'),  les  distances  p/« 
et  ^'ni\  sont  égales. 


14G.  Appelons  A,  B,  C  les 
composantes  de  l'attraction  du 


premier  ellipsoïde  sur  le  point  p. 
Nommons  A',  B',  C  les  composantes  de  l'attraction  que  le  second 
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ellipsoïde  exerce  sur  le  point  /a'  correspondant  de  fA,  on  aura 

oc  ac  au 

Donc  Vattraction  d'un  eliipsnïfle  sur  un  point  exU'ricur  ^  est 
ramenée  à  ^attraction  d'un  ellipsoïde  homofocal  sur  le  point  p.'  cor- 
respondaiit. 

Ce  Ihéorème  subsiste  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction. 

m.  Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  calculer  les  valeurs 
des  demi-axes  a\  b\  c'  du  second  ellipsoïde,  connaissant  ceux  du 
premier  et  les  coordonnées  a,  6,  7,  du  point  fi.  On  a 

Cette  équation  donne  une  valeur  positive  pour  a'^  et  une  seule. 
Le  demi-axe  a'  étant  déterminé ,  on  aura  les  deux  autres  par  les 
équations 


DOUZIÈME  LEÇON. 

NOTIONS    PRÉLIMINAIRES   SUR   LE  90UVEMENT. 

i48.  DÉFiNmoNS.  —  La  dynamique  a  pour  objet  l'étude  des  lois 
du  mouvement  des  corps.  On  considère ,  dans  cette  partie  de  la 
Mécanique,  une  quantité  dont  on  n'a  pas  eu  à  s'occuper  en  sta- 
tique, le  temps.  L'idée  du  temps  est  une  idée  simple,  qu'on  ne  dé- 
tinit  pas. 

Deux  intervalles  de  temps  sont  égaux,  quand  deux  corps  identiques» 
placés  dans  les  mêmes  circonstances,  parcourent  des  espaces  égaux 
dans  ces  deux  intervalles  de  temps,  quelle  que  soit  la  loi  de  leur 
mouvement  commun.  I^  notion  d'une  suite  d'intervalles  do  temps 
égaux  conduit  à  celle  du  rap[)ort  commensiirable  ou  incommensu- 
rable de  deux  temps  quelconques.  L'unité  de  temps  généralement 
adoptée  est  la  seconde, 

449.  Mouvement  uniforme.  —  Le  mouvement  le  plus  simple  que 
puisse  prendre  un  point  matériel  est  celui  dans  lequel  ce  point  dé- 
crit une  ligne  droite,  sur  laquelle  il  parcourt  des  espaces  égaux 
dans  des  temps  égaux.  Ce  mouvement  est  dit  uniforme.  On  appelle 
mouvement  varié  tout  mouvement  qui  n'est  pas  uniforme. 

18. 
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iSO.  Quand  un  point  M  se  meut  en  ligne  droite,  l'espace  par- 
fia.  Sa.  couru  par  ce  point,  ou  plus 

généralement  sa  dislance  x  à 

2 5 5 £       un  point  fixe  0  pris  sur  cette 

droite,   est  une  fonction  du 
temps  e  écoulé  depuis  une  époque  convenue ,  en  sorte  qu*on  a 

cette  équation  est  ce  qu'on  appelle  Véquation  élu  mouvement, 

i51 .  La  vitesse  d'un  mouvement  uniforme  est  l'espace  constant 
que  le  mobile  parcourt  dans  l'unité  de  temps. 

On  peut  encore  définir  la  vitesse,  le  rapport  de  l'espace  parcouru 
au  temps  employé  à  le  parcourir. 

Si  l'on  rapporte  la  position  du  mobile  à  un  point  0  fixe  pris^  sur 
la  droite  parcourue  et  que  l'on  désigne  par  6  sa  distance  OB  à  cette 
origine , 

X  =  ai  +  b 

sera  l'équation  la  plus  générale  du  mouvement  uniforme. 

452.  L'équation  du  mouvement  uniforme  suppose  qu'on  ait  adopté 
deux  unités,  l'unité  de  longueur  et  l'unité  de  temps.  Le  nombre  qui 
exprime  la  vitesse  dépend  de  chacune  d'elles. 

453.  De  l'ipœrtie.  -^  Un  point  matériel  en  repos  ne  peut  se 
mettre  en  mouvement  de  lui-même  et  sans  une  cause  extérieure. 
Si  un  point  matériel  a  été  mis  en  mouvement  par  des  causes  quel- 
conques, et  qu'ensuite  il  ne  soit  plus  sollicité  par  aucune  force,  il 
devra  se  mouvoir  suivant  une  certaine  ligne  droite,  en  conservant 
toujours  la  même  vitesse,  c'est-à-dire  en  parcourant  sur  cette  ligne 
droite  des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

154.  Ces  propriétés  constituent  ce  qu'on  appelle  Vinertie  de  la 
matière. 
Le  mot  inertie  ne  signifie  pas  que  la  matière  soit  incapable  d'agir. 

455.  Vitesse  dai<(S  le  mouvement  varié.  —  On  appelle  vitesse 
d'un  mobile  au  bout  du  temps  /,  la  vitesse  du  mouvement  uniforme 
qui  succéderait  au  mouvement  varié  si,  à  cet  instant,  la  force  mo- 
trice cessait  d*agir. 

156.  Quand  un  mouvement  n'est  pas  uniforme  et  rectiligne,  la 
vitesse  varie  à  chaque  instant  et  d'une  manière  continue  soit  en 
grandeur,  soit  en  direction.  Il  n'existe  pas  de  force  qui  puisse,  dans 
un  instant  indivisible,  changer  brusquement  la  grandeur  ou  la  direc- 
tion de  la  vitesse  d'un  corps  ou  imprimer  subitement  une  vitesse 
finie  à  un  corps  en  repos. 


I 
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i 57  à  159.  Soit  M  un  point  matériel  qui  se  meut,  d'un  mouve- 
ment varié,  sur  une  droite  Ox.  Appelons  x  la  distance  OM  de  ce 
Fig.  60.  mobile  à  un  point  quelconque 

o j^    ^  de  la  direction  Ojt,  et /le  temps 

^    '  '—^ ^    compté  à  partir  d'une  époque 

,  ,        ...  quelconque,  temps  au  bout  du- 

quel le  mobile  est  en  M;  soit  p  la  vitesse  inconnue  quMl  possède  à 
cet  instant.  La  formule 

dx 

donne  la  vitesse  du  mobile,  pourvu  que  Ton  convienne  de  regarder 
comme  positive  la  vitesse  du  mobile  lorsqu'il  va  dans  le  sens  des 
abscisses  positives,  et  de  la  regarder  comme  négative  dans  le  cas 
contraire. 

i60.  Si 
est  l'équation  du  mouvement,  on  aura 

Si  l'équation  du  mouvement  était  de  la  forme 

f(x,/)  =  o, 
on  aurait 

d^ 
dx 

161.  Rédproquement^  si  l'on  donne  l'équation 


on  aura 


=ff{i)dt 


4-c, 


niEIZIÈME  LEÇON, 

DE  L'AGGÉLÉRATIOlir. 

162.  Du  MouYEMEirr  unifoemément  varié.  —  Soit  un  point  ma- 
pj    Q^^  tériel  M  qui  se  meut  sur  une 

droite  Ox  de  telle  sorte  que  sa 

o  â  î  «"      vitesse  u  croisse  proportionnel- 

lement au  temps  / ,  à  partir  du 
moment  où  le  mobile  était  en  un  point  donné  A.  Soit  g  l'accroisse- 
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ment  constant  de  la  viresse  pour  chaque  unité  de  temps.  Soient 
0X=  b  Tabscisse  du  mobile  à  Tépoque  initiale,  OM  =  x  sob  abscisse 
après  le  temps  /,  a  sa  vitesse  au  point  A,  on  aura 

o  a 

Le  mouvement  représenté  par  cette  équation  est  dit  uniformément 
varié  ou  accéléré. 

163.  Si  Ton  place  le  point  0  en  A  ;  si  de  plus  on  suppose  a=:o, 
on  aura 

464.  Prlncipe  des  mouvements  relatifs.  —  Si  des  points  ma- 
tériels M,  N,  P...  se  meuvent  dans  l'espace  suivant  des  droitrs 

parallèles,  avec  une  vitesse  constante  ou  va- 
riable, mais  qui  soit  la  même  pour  tous  à 
chaque  instant ,  de  sorte  qu'ils  paraissent  ne 
pas  se  déplacer  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  si  l*un  des  points,  M  par  exemple, 
vient  à  être  sollicité  par  une  certaine  force, 
le  mouvement  relatif  du  point  M  à  V égard  des  autres  points  sera  le 
même  que  le  mouvement  absolu  qu^  aurait  ce  point  M  si  le  mouve- 
ment commun  n'existait  pas  et  que  le  point  M  partant  du  repos  fût 
encore  sollicité  par  la  même  force. 

Cette  loi  de  la  nature  est  vérifiée  par  Taccord  des  conséquences 
qu'on  en  tire  avec  les  faits  observés,  surtout  en  astronomie 

i6S.  Il  résulte  de  ce  principe  que  si  un  point  matériel  animé 
d'une  vitesse  acquise  vient  à  être  sollicité  par  une  force  dirigea 
dans  le  sens  même  de  son  mouvement  ou  en  sens  contraire,  cette 
force  lui  communiquera,  après  un  temps  quelconque,  un  accroisse- 
ment ou  une  diminution  de  vitesse  précisément  égal  à  la  vitesse' 
qu'elle  lui  imprimerait  s'il  partait  de  Tétat  de  repos. 

i66.  Effet  d'une  force  constante  sur  un  point  matériel.  — 
Une  force  P,  d'intensité  constante,  agissant  d'une  manière  continue 
sur  un  mobile,  animé  d'une  certaine  vitesse,  dans  la  direction  delà 
force,  lui  imprime  un  mouvement  uniformément  varié. 

167.  Comparaison  des  forces.  —  Le  changement  de  vitesse  pro- 
duit sur  un  mobile  par  Faction  ^simultanée  de  deux  forces  qui  agissent 
dans  la  direction  du  mouvement  déjà  imprimé  au  mobile,  est  i/idé- 
pendant  de  la  vitesse  acquise  et  est  égal  à  la  somme  des  vitesses 
qu  aurait  eues  séparément  le  mobile  si,  pris  h  Vetat  de  repos,  il 
avait  été  tour  à  tour  soumis  à  l'action  de  chacune  des  forces  P  et  P'. 
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i68.  Deux  forces  (Pintensiiés  constantes  sont  entre  elles  comme 
les  changements  de  vitesses  qu'elles  peuvent  produire  séparément 
pendant  le  même  temps  sur  un  même  point  matériel, 

IG9.  Ce  fail  est  con6rmé  par  Texpérience. 

170,  \1\.  De  L'AccéLÉRATiON.  —  Une  force  d'intensité  variable 

sollicite  un  point  matériel  M  suivant  une  certaine  droite  Ox.  Soient 

Fig.  64.  OM  =  j:  et  p  la  vitesse  que 

M       M' possèds  le  point  matériel  au 

o  ^     point  M,  au  bout  du  temps  t, 

A  ce  moment  la  force  présente  une  certaine  intensité  P,  et  si  elle 
agissait  constamment  avec  cette  intensité,  elle  ferait  éprouver  à  la 
vitesse,  pendant  l'unité  de  temps,  une  certaine  variation  ^ .  Cette 
quantité  f  est  ce  qu'on  nomme  V accélération ,  et  Ton  a 

di^ 

172.  L'accélération  f  sera  positive  ou  négative  selon  que  la  force  P 
tirera  dans  le  sens  des  x  positifs  ou  dans  le  sens  contraire. 


QUATORZIEME  LEÇON. 

D£   LA   MASSE   DES   CORPS. 

i73.  Massb  DBS  POINTS  UATÉRiBLS.  —  Si  Tou  agit  sur  un  corps 
pour  le  mettre  en  mouvement,  une  réaction  en  sens  inverse  s'exerce 
contre  l'agent  ou  l'organe  qui  donne  le  mouvement,  et  cette  réac- 
tion est  la  cause  de  la  sensation  que  nous  éprouvons.  En  général 
un  corps  ne  peut  agir  sur  un  autre  sans  éprouver  de  la  part  de  cet 
autre  une  réaction  égale  et  contraire. 

174.  De  ce  qu'il  faut  des  efforts  plus  ou  moins  considérables  pour 
donner  le  même  mouvement  à  dés  corps  différents,  on  doit  conclure 
que  ces  corps  ne  contiennent  pas  des  quantités  égales  de  matière. 

On  dit  que  deux  points  matériels  ont  des  masses  égales ^  quand 
deux  forces  égales,  appliquées  pendant  le  même  temps  à  ces  deux 
points,  leur  donnent  le  même  mouvement, 

175.  Si  l'on  conçoit  une  multitude  de  points  matériels  ayant  des 
masses  égales  et  qu  on  réunisse  plusieurs  de  ces  points  en  un  seul, 
on  formera  des  molécules  dont  les  masses  auront  entre  elles  des 
rapports  quelconques. 

176.  Masse  des  corps.  --  Des  forces  égales  et  parallèles,  appli- 
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quées  à  différents  points  de  même  masse,  peuvent  être  remplacées 
par  leur  résultante  qui  est  parallèle  aux  forces  considérées,  égale  à 
leur  somme  et  passe  toujours  par  le  même  point,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  direction  commune  de  ces  forces.  Ce  point  est  dît  le 
centre  de  masse  du  corps.  Quand  un  corps  de  figure  invariable  est 
sollicité  par  une  force  qui  passe  par  le  centre  tle  masse,  tous  ses 
points  décrivent  des  droites  parallèles  et  égales,  dans  le  même  temps* 
Les  masses  de  deux  corps  sont  égales,  lorsque  en  appliquant  des 
forces  égales  à  leur  centre  de  masse  tous  les  points  île  ces  corps  dé' 
crivent  des  droites  parallèles  avec  la  même  vitesse»  Les  masses  m 
et  m'  de  deux  corps  sont  dans  le  rapport  de  /?  à  /i'  lorsqu'on  peut 
les  partager  l'un  en  n  parties,  Taulre  en  n*  parties  ayant  la  même 
masse  p.. 

477.  Relation  entre  les  forces,  les  masses  et  les  vitesses. 
—  Si  fies  forces  constantes  P  et  P'  appliquées  aux  masses  m  et  m' 
leur  impriment  la  même  vitesse  u,  elles  seront  entre  elles  comme 
ces  masses, 

178.  Supposons  que  deux  forces  d'intensité  constante  P  et  P , 

appliquées  à  deux  corps  quelconques  dont  les  masses  sont  m  et  m\ 

leur  fassent  acquérir  des  vitesses  u  et  u'au  bout  d'un  même  temps/. 

On  aura 

P  _  mu 

Wm^' 

179.  De  la  QUANTrré  de  mouvement.  —  Le  produit  mu  de  la  masse 
d'un  corps  m  par  la  vitesse  u  commune  à  tous  ses  points  est  ce 
qu'on  appelle  la  quantité  de  mouvement  du  corps. 

Les  intensités  de  deux  forces  appliquées  à  deux  corps  quelcnn* 
qujcSy  à  leurs  centres  de  masse,  sont  proportionnelles  aux  quantités 
de  mouvement  qtC elles  donnent  à  ces  deux  corps.  On  peut  prendre 
pour  mesure  de  l'intensité  d'une  force  P  la  quantité  de  mouve- 
ment mu  qu'elle  communique  à  une  masse  m  dans  un  temps  déter- 
miné, par  exemple  dans  l'unité  de  temps.  On  a 

P  =  ma, 

en  prenant  pour  unité  de  masse  la  masse  d'un  corps  qui,  sollicité 
par  Tunité  de  force,  acquerrait  dans  l'unité  de  temps  une  vitesse 
égale  à  l'unité  de  longueur. 

180.  Force  motrice.  —  Force  accélératrice.  —  Supposons  qu'une 
force  appliquée  au  centre  de  masse  d'un  corps  dont  le  masse  est  m, 
ait,  à  l'instant  considéré,  une  intensité  P.  Soit  ^  la  vitesse  que 
cette  force  ferait  acquérir  au  mobile  au  bout  de  l'unité  de  temps,  si 
pendant  ce  temps  elle  conservait  une  intensité  constante  égale  à  P. 
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La  force  P,  appelée  force  motrice^  est  donnée  par  la  relation 

dt' 


•   P  =/7ff  =  /W-t: 


481.  Le  nombre  p^  qui  représente  la  force  motrice  de  Tunité  de 
masse,  est  le  même  que  celui  qui  exprime  l'accélération  7.  La  force 
naotrice  qui  produit  lo  mouvement  de  l'unité  de  masse  est  dite  la 
force  accélératrice  du  mobile,  et  la  quantité  7  est  nommée  indiflé- 
remment  ï accélération  ou.  \^  force  accélératrice, 

182.  Relation  exthb  le  roios  et  la  masse.  -~  L'observation 
prouve  que  deux  corps  pesants,  quelles  que  soient  leur  substance  et 
leur  forme,  acquièrent  la  même  vitesse,  au  bout  du  même  temps, 
quand  ils  tombent  dans  le  vide.  Si  les  choses  ne  semblent  pas  se 
passer  ainsi  dans  la  nature,  la  cause  en  est  due  à  la  résistance  de 
l'air,  milieu  dans  lequel  s'opôre  la  chute  du  corps. 

11  résulte  de  ce  fait  que  les  poids  de  deux  corps  sont  proportion^ 
nets  à  leurs  masses. 

Le  centre  de  masse  d*un  corps  n*est  autre  chose  que  son  centre 
de  gravité. 

183.  Des  UNrrés  emplotées  e^n  uécanique.  —  On  prend  ordi- 
nairement pour  unité  de  temps  la  seconde,  pour  celle  de  longueur 
le  mètre.  L'unité  de  force  est  le  gramme  ou  le  kilogramme  :  le 
gramme  est  le  poids  de  i  œnlimèire  cube  d'eau  distillée  à  son 
maximum  de  densité. 

On  doit  prendre  pour  unité  de  masse  la  masse  du  poids  9^^,80896. 

p 

184.  Le  nombre-)  qui  exprime  la  masse  d'un  corps,  reste  le 

même,  en  quelque  endroit  qu'on  le  détermine. 

18fS.  Soient  Y  le  volume  d'un  corps  supposé  homogène  et  D  sa 
densité  ou  sa  masse  sous  l'unité  de  volume.  En  appelant  m  la  masse 
de  tout  I3  corps,  on  aura 

//i  =  VD,    P  =  VD^, 


QUINZIEME  LEÇON. 

mouvement  pes  corps  pesants. 

186.  Mouvement  vertical  des  corps  pesants  dans  le  vide.  — 
En  appelant  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  on  a 
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a  représentant  la  vitesse  possédée  par  le  mobile  à  l'origine  du 
temps,  et 

là 
b  étant  Tabscisse  du  mobile  à  Torigine  du  temps. 

187.  Si  Ton  compte  les  espaces  et  le  temps  à  partir  du  point  où 
la  vitesse  est  nulle,  on  a 


On  appelle  /•ig'x  la  vitesse  due  à  la  Jmuteur  x,  et  —  est  dite  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  v, 

i88.  Quand  un  corps  est  lancé  de  bas  en  haut  suivant  la  verti- 
cale, on  a 

P=f4—gt, 

et  si  Ion  compte  les  espaces  à  partir  du  point  où  se  trouve  le  mo- 
bile à  l'origine  du  temps^ 

En  appelant  0  le  temps  au  bout  ûu(^e\  le  m<^ile  cesse  de  monter, 
et  h  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève,  on  a 

n     a       ,       a* 
g  ^g 

Quand  le  corps  est  revenu  au  point  de  départ,  sa  vitesse  redevient 
égale  $1  sa  vitesse  initiale,  mais  elle  est  de  sens  contraire. 

iS9,  190.  Mouvement  d*un  corps  pesant  sur  un  plan  lncliné. 

—  Soit  G  le  centre  de  gravité  d'un  corps  pesant,  placé  sur  un  plan 

p.     Q^  incliné.  En  appelant  a  l'angle  BÀC  do 

ce  plan  avec  l'horizon,  on  aura 

V  =  gsïnoL.t, 

fi'sina.r" 
a:  =  ^' , 

2 

c'=  2^xsina. 

La  vitesse  acquise  par  un  mobile  qui  a  parcouru  toute  la  lon- 
gueur BA  du  plan  incliné  est  égale  à  celle  qu^il  aurait  acquise  en 
tombant  de  la  hauteur  BC. 
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i91.  Soit  ÂBD  une  circonrérence  dont  le  diamètre  AD  est  verti- 
cal. Le  temps  emphj'é  par  un  corps 
pour  ilescendre  le  long  de  AB  est  le 
même,  quelle  que  soit  cette  corde  y  et 
égal  au  temps  que  le  corps  emploie* 
rait  à  descendre  de  la  hauteur  AD. 

193    à  194.    DéTBMIlNATION  DB   LA 
CONSTANTE  g\  MACHINE  d'AtWOOD. 

195.  CnrTB  d'un  corps  pesant  pans  un  milieu  qui  résiste  comme 
LE  CARRÉ  DE  LA  VITESSE.  —  Supposons  que  lo  corps  qui  tombe  soit 
symétrique  autour  d'un  axe  vertical.  Soit  R  la  résultante  des  résis- 
tances partielles  qu'oppose  Tair  à  la  chute  du  corps,  aux  différents 
points  de  sa  surface;  la  résistance  R,  lorsque  le  mouvement  du 
corps  n*est  ni  trôs-lent,  ni  très-rapide,  peut  être  regardée  comme 
proportionnelle  à  la  densité  du  milieu  et  au  carré  de  la  vitesse  du 
mobile.  On  peut  donc  poser 

R  =  /7pp', 

p  désignant  la  densité  de  l'air,  p  la  vitesse  du  corps  et  a  un  coeffi- 
cient que  Ton  peut  déterminer  pour  le  corps  pesant  considéré  par 
une  expérience. 

196.  Si  le  corps  est  une  sphère,  en  appelant  D  sa  densité,  r  son 

rayon,  on  aura 

R  _  3^    pp*  _  7pp' 

m  ~"  4^    Dr  ~~  Dr 

Enfin,  pour  ia  même  sphère  et  pour  le  même  milieu,  7,  p,  D, 
r  étant  des  constantes,  on  peut  poser 

Dr      X»       j.  V      R      ^ 
—  =  _,     d'où     —  =  TT* 

La  constante  X-  désigne  la  vitesse  que  devrait  avoir  le  mobile  pour 
que  la  résistance  de  l'air  fût  précisément  égale  au  poids  du  corps. 

197.  Vitesse  en  fonction  du  temps  : 

IL       _£l 

JiL         -_fi 
e^  -he     ^ 

198.  Espace  en  fonction  du  temps  : 
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199.  Relation  entre  Tespace  parcouru  et  la  Yitesso  : 


^g    X*  —  V* 

200.  Quand  on  suppose  /  trts-grand,  le  mouvement  devient  sen- 
siblement uniforme. 

Le  carré  de  la  vitesse  du  mouvement  uniforme  vers  lequel  tend  le 
mouvement  varié  est  proportionnel  à  la  densité  du  corps  et  au  rayon 
de  la  sphère,  et  en  raison  inverse  de  la  densité  du  milieu  résistant. 

Le  temps  au  bout  duquel  le  mouvement  devient  sensiblement 
uniforme  est  d'autant  plus  grand  que  la  valeur  de  X-  est  plus  grande. 

201 .  Cas  particulier  ou  la  résistance  du  milieu  devient  nulle. 
—  Celle  hypothèse  fait  retrouver  les  lois  de  la  chute  des  corps  pe- 
sants dans  le  vide. 
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suite  du  mouvement  des  corps  pesants. 

■ 

202.  Mouvement  d'un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut.  — 

En  conservant  les  mêmes  notations,  a  étant  la  vitesse  initiale  da 
mobile,  on  a 

~r  =  arc  tang  j  —  arc  tang  -7  • 

203.  Vitesse  en  fonction  du  temps  : 

ccos2-  —  x-sm^T- 

,  X'  A* 

p  =  X- . • 

/ism~4-X-co3îV 

204.  Espace  parcouru  au  bout  du  temps  t  : 

X*  y  (a  .   ire  gt\ 

205.  Expression  de  x  en  fonction  de  p  : 

j?=  —  1  • 

206.  Il  y  a  un  instant  où  le  corps  cesse  de  monter.  Si  0  est  le 
temps  de  l'ascension  et  h  la  hauteur  la  plus  grande  à  laquelle  par- 
vient le  mobile,  on  aura 

^     X-        ,       a       ,       X'  ,  X^ 

0  =  -  arc  tang  71     /*  =  —  1  - 

g  °  X-  ng 
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Farvena  à  cette  hauteur,  le  mobile  commence  à  descendre,  et  si 
ron  appelle  d  la  vitesse  qu'il  possède  lorsqu'il  est  revenu  au  point 
de  départ,  on  aura 


,  ak 

a  = 


207.  Le  temps  G'  de  la  chute  du  corps  est 


1  .  . 


g  A- 

et  si  Ton  nomme  T  le  temps  total  que  le  mobile  met  à  revenir  à  sa 
position  initiale,  on  aura 

T  =  -(^arcUng^-hlî^ -^ j- 

208.  M0l]VEIl£I>iT  d'un  corps  pesant  dans  un  milieu  qui  RéSISTB 

coMiiB  la  VITESSE.  —  Quand  le  mobile  possède  une  très-petite  vi- 
tesse, on  peut  regarder  la  résistance  du  milieu  comme  proportion» 
nelle  à  cette  vitesse.  Si  le  corps  descend,  on  a 


s 


209.  Mouvement  d*un  corps   dénué  de  pesanteur  dans  un 
muieu  qui  résiste  comme  la  racine  carrée  de  la  vitesse.  — 

La  résistance  du  milieu,  seule  force  qui  sollicite  le  mobile,  étant  a  |/â, 
on  aura 

3  3' 

210.  Le  mobile  s'arrêtera  après  avoir  parcouru  un  espace  ^^i 

puis  le  corps  restera  indéfiniment  en  repos.  L'équation  différentielle 
admet  une  solution  particulière  qui  s'applique  aux  cas  où  />  v^. 

21  i.  CbUTE  d'un  corps  dans  le  VIDE  EN  AYANT  ÉGARD  A  LA  VA- 
F>S*  7^-  RIATION  DE  LA  PESANTEUR.  —  Soit  M 

un  point  matériel  pesant  tombant  dans 
le  vide  et  placé  d'abord  à  une  assez 
grande  distance  de  la  surface  de  la 
terre.  Soient  OB  =  r  le  rayon  de  la 
terre,  g  l'intensité  de  la  pesanteur  à  la 
surface,  ÂO  =  a  la  distance  initiale  du 
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point  M,  enûn  AM  =  jc  l'espace  parcouru  dans  le  temps  /;  on  aura 


p"  = 


7.irj» 


a 


a  —  X 

212.  La  vitesse  augmente  avec  x  :  si  Ton  pose 

AB  =  /*, 
il  vient 


à  la  surface  de  la  terre,  elle  est  moindre  que  la  vitesse  qu'aurait  le 
mobile  en  tombant  de  la  même  hauteur  /<,  si  la  pesanteur  était  par- 
tout la  même  qu'à  la  surface. 

213,  214,  215.  Pour  x  =  rr,  on  a  (^  =  oo  .  Donc  si  toute  la  masse 
du  globe  était  réunie  à  son  centre,  la  vitesse  acquise  par  le  mobile 
arrivant  au  centre  serait  inGnie. 

La  relation  entre  Tespace  et  le  temps  est 


A /^^/  =  \/ax  ^  j7»4-iû 
y     a  a 


a  —  IX 
arc  cos • 


216.  Cas  particuuer  d'un  corps  placé  a  une  petite  distance 
DE  LA  SURFACE  TERRESTRE.  ~  Los  formulcs  quo  uous  voDons  de 
trouver  deviennent  celles  du  mouvement  uniformément  accéléré. 


DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

DU   MOUVEMENT   RECTI LIGNE   DES    POINTS   ATTIRES    OU   REPOUSSÉS 

PAR  DES   CENTRES   FIXES. 

217.  Mouvement  de  deux  points  matériels  qui  s'attirent  en 
RAISON  inverse  DU  CARRÉ  DES  DISTANCES.  —  Lo  Centre  de  gravité 
des  deux  masses  se  meut  uniformément. 

L'un  des  points  se  meut  par  rapport  à  Tautre  comme  s*il  était 
attiré  par  une  masse  égale  à  (/7i  +  m')  placée  en  un  centre  6xe. 

218.  Mouvement  d'un  point  attiré  en  raison  directe  de  la 

DISTANCE.  —  Considérons  un  point  ma- 
tériel placé  d*abord  au  point  A  où  sa 
vites:?e  est  nulle  et  attiré  par  un  centre 
fixe  0,  en  raison  directe  de  sa  dis- 
tance à  ce  dernier  point,  que  nous 
prendrons  pour  origine,   n^  étant  la 

mesure  de  Tattraction  exercée  sur  l'unité  de  masse  du  corps  à 
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l'unité  de  distance  )  on  a 

•    x=acos/i/,     V  =  —  nasinnt. 

219.  Lorsque  le  point  mobile  arrive  en  0,  on  a 

TT 

Le  mobile  fera  une  infinité  d*oscillations  toutes  égales  entre  elles 
ot  de  même  durée,  de  A  en  A'  et  de  A'  en  A. 

220.  Sur  AA'  comme  diamètre  décrivons  une  demi-circonférence. 

AN 
Menons  MN  perpendiculaire  à  AA'.  —  représentera  le  temps  que 

le  mobile  emploie  à  aller  du  point  M  au  point  A. 

22i.  Mouvement  d*un  poiprr  repoussé  par  un  centre  fixe  en 

RAISON   DIRECTE   DE   LA   DISTANCE.    —    SuppOSOUS   qu*à   ToriglnO    du 

temps  le  point  matériel  placé 

Îfl2j à  une  distance   OA  =  «  soit 

^  A  X     gnjnié    d'une   vitesse   dirigée 

vers  le  point  0  et  représentée  par  —  nù.  On  a 


222.  Cas  particuliers. 
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DU  mouvement  curviligne  et  des  forges  qui  le  produisent. 

223.  Projection  d'un  mouvement  rectilignb  et  uniforme  sur 
rx  axe.  —  La  projection  du  mobile  sur  un  axe  quelconque  se  meut 
d'un  mouvement  uniforme,  mais  dont  la  vitesse  p  est  liée  à  la  vi- 
tesse p  par  la  formule 

Les  vitesses  p^  17,  r  des  projections  sur  les  trois  axes  sont  nom- 
mées les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  sur  ces  axes. 

224.  Lorsqu'on  donnera  le  mouvement  du  point  M,  c'est-à-dire 
les  valeurs  de  Vy  a,  p,  7,  les  équations 

t;cosa  =  /?,     ccosp  =  7,     PC0S7  =  r 
feront  connaître  les  composantes  /?,  7,  r.  Réciproquement  ces  corn* 
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posantes  étant  connues,  on  en  déduira  r,  a,  p,  7  par  les  formules 


P  = //?' 4- y' -h /•% 

COSa=^,      C0SP  =  ->      COS7  = -• 

Si  Ton  mène  par  le  point  0  une  droite  représentant  en  grandeur 
et  en  direction  la  vitesse  du  mobile,  les  composantes  de  cette  vitesse 
seront  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les  arêtes  d*un 
parallélipipède  dont  la  vitesse  du  mobile  serait  la  diagonale. 

225.  Soient  a^  b,  c  les  coordonnées  du  point  À  où  se  trouve  le 
mobile  à  l'origine  des  temps,  et  soient  x,  x*  ^  celles  du  point  M  où 
il  se  trouve  au  bout  du  temps  /,  le  mouvement  sera  complètement 
représenté  par  les  trois  équations 

226.  Si  les  projections  d'un  point  M  sur  trois  axes  Ox,  0/,  Os, 
se  meuvent  avec  des  vitesses  constantes  p,  7,  r,  le  mouvement  du 
point  M  sera  lui-même  rectiligne  et  unijorme, 

227.  Db  la  vrrBSSE  dans  le  mouvement  curviligne.  —  Soit 


Fig.  77. 


y> 


M  (x^x^  z)  un  point  qui  décrit 
dans  l'espace  une  ligne  courbe 
CMD.  Si  au  bout  du  temps  /  la 
force  qui  le  sollicite  cessait  d'a- 
gir, le  mobile  prendrait,  sui- 
vant une  certaine  droite  MT, 
un  mouvement  uniforme  dont 
la  vitesse  est /a  vitesse  du  nu- 
bile au  point  M. 


228.  Le  mouvement  du  point  M  est  déterminé  par  trois  équations 

au  moyen  desquelles  on  peut  obtenir  la  vitesse  du  mobile  en  fonc- 
tion du  temps. 

Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  axes  s'obtiendront  en 
prenant  les  vitesses  des  projections  sur  ces  axes,  et  Ton  aura,  daus 
le  cas  des  axes  rectangulaires , 


dx 
_=PC0S3c, 


dr  ii       dz 

-^-fCOSp,      ^  =  •'0087, 


di 


dv 
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en  désignant  par  s  la  longueur  d'un  arc  comptée  sur  la  trajectoire 
à  partir  d'un  point  fixe.  Cette  dernière  formule  conviendrait  encore 
si  les  axes  étaient  obliques. 

239,  230.  Quand  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  vaclable,  les 
formules  précédentes  subsistent. 

231,  232,  233.  Des  forces  qui  produisent  un  mouveubnt 
DONNÉ.  —  La  force  qui  produit  le  mouvement  d'un  point  matériel 
dont  la  masse  est  m ,  étant  représentée  par  P,  et  ses  composantes 
par  X,  Y,  Z,  on  a 

Ces  formules  montrent  que  les  projections  du  point  mobile  sur 
chaque  axe  se  meuvent  comme  des  points  matériels  de  même  masse 
sollicités  uniquement  par  la  composante  de  la  force  motrice  suivant 
cet  axe.  Elles  ne  supposent  pas  les  axes  rectangulaires. 

234.  Si  X,  Y,  Z  représentaient  les  composantes  de  la  force  accé- 
lératrice, on  aurait  plus  simplement 

235.  Si  les  coordonnées  x^  jr^  z  sont  données  en  fonction  du 
temps,  deux  différentiations  feront  connaître  les  composantes  de  la 
vitesse  et  celles  de  la  force  accélératrice. 

236.  Ordinairement  on  doit  résoudre  le  problème  inverse  :  X,  Y,  Z 
sont  des  fonctions  connues  de  /,  et  il  faut,  pour  connaître  le  mou- 
vement du  mobile,  intégrer  trois  équations  simultanées. 


DIX-NEUVIEME  LEÇON. 

SUITE  D'un   MOUVEMENT   CURVILIGNE  d'uN   POINT   MATÉRIEL. 

237.  Point  assujetti  a  se  mouvoir  sur  une  courbe  donnée.  — 

Considérons  un  point  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  ligne  courbe  donnée 
ÂMB  et  sollicité  par  la  force  P.  La 
courbe  donnée  ou  le  lien  qui  force  le 
point  matériel  à  rester  sur  cette  courbe 
exerce  sur  lui  une  certaine  action  qu'on 

appelle  la  résistance  de  la  courbe ,  et  le  point  exerce  sur  la  courbe 

une  réaction  ou  pression  égale  et  contraire. 

STCBa.  —  A/cc,  i.  19 
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Cette  action  ou  cette  résistance  de  la  courbe  peut  être  décom* 
posée  en  deux  forces,  l'une  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe, 
en  sens  contraire  du  mouvement,  qu'on  appelle  le  frottement^  l'autre 
perpendiculaire  à  la  tangente  ou  normale  à  la  courbe.  S'il  n'y  a  pas 
jde  frottement,  l'action  N  de  la  courbe  sur  le  mobile  est  alors  dirigée 
suivant  une  normale.  En  désignant  par  >,  fi,  v  les  angles  que  la  di- 
rection de  la  force  normale  N  fait  avec  les  axes  rectangulaires,  les 
équations  du  mouvement  du  point  matériel  seront 

OT— -5-  =  X-hNcos>, 
lit 

'w-^=  Y  4-NcosfA, 
/w-^=  Z  +Ncosv. 

238.  Si  le  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  sur- 
face donnée,  on  aura  les  mômes  équations,  N  désignant  la  résis- 
tance delà  surface. 

239.  Mouvement  DES  projectiles  dans  le  vide.  ~  Soit  A  le  point 
de  départ  d'un  point  matériel  pesant,  lancé  avec  une  vitesse  a  dans 

la  direction  AI.  Prenons  deux  axes, 
l'un  kf  vertical  et  dirigé  en  sens  in- 
verse de  la  pesanteur,  l'autre  hori- 
zontal Ax,  mené  dans  le  plan  lÂ/. 
Les  équations  différentielles  du  mou- 
vement se  réduiront  aux  suivantes  : 


V 

Fig. 

8a. 

<r" 

/i 

rv 

A 

E 

B      X 

d^x  _  d^y  __ 

di"  '~  °'      dt^   -  -  ^• 


2i0.  L'intégration  donne 


x  =  atcosoi,    j  =  fl/sina— îï— 


La  projection  du  point  mobile  sur  l'axe  Ox  se  meut  d*un  mouve- 
ment uniforme  dont  la  vitesse  est^cosa.  La  projection  sur  l'axe  0/ 
se  meut  d'un  mouvement  uniformément  relardé,  comme  ferait  on 
mobile  lancé  de  bas  en  haut  avecuue  vitesse  initiale  égaleà  <7Sina. 

2 il.  On  trouve 

p'  =  fl'  —  2/57. 

2i2.  La  courbe  que  décrit  le  mobile  a  pour  équation,  si  !*oDpose, 
pour  simplifier,  a*  =  2gh, 

r  =  xtanga —  --; =— • 

Celle  trajectoire  est  une  parabole^  dont  l'axe  est  vertical. 
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2S3.  Les  coordonnées  du  sommet  sont 

AE  =  a  A  sin  a  cos  a,    EC  =  /2  sin'  a. 

244.  On  a 

AB  =  4^sinacoS(z. 

La  longueur  AB  est  ce  qu'on  appelle  V amplitude  du  Jet.  L'amplitude 
du  jet  a  sa  plus  grande  valeur  quand  a  =  45  degrés^  la  vitesse  ini- 
tiale restant  Icf  même, 

245.  L'angle  a  sous  lequel  il  faut  lancer  un  projectile  du  point  A, 
pour  qu'il  atteigne  un  point  donné  (X,  Y),  est  donné  par  la  fonnule 

tanga  =  ^±~v^4/*'-4/*V~X». 

Si  Ton  a 

4/*'-4AY-X'>o, 

le  projectile  pourra  être  lancé  dans  deux  directions  différentes  pour 
atteindre  le  point  M.  Si  l'on  a 

il  n'existe  plus  qu'une  seule  direction  donnée,  et  enfin  le  problème 
est  impossible  quand  on  a 

4A»-4^Y-X»<o. 

246.  247.  La  courbe  dont  l'équation  est 

est  une  parabole  L'HL,  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  A/,  et  dont  le 
sommet  H  est  situé  à  la  hauteur  AH  =  //.  Quand  le  point  que  l'on 
veut  atteindre  est  dans  l'intérieur  de  cet^  parabole,  le  mobile  peut 
être  lancé  suivant  deux  directions  différentes  ;  il  n'y  a  plus  qu'une 
seule  direction  convenable,  si  le  point  est  sur  la  parabole  même; 
enfin  quand  ce  point  est  hors  de  la  courbe,  le  problème  n'est  plus 
possible. 

248.  L'enveloppe  de  toutes  les  paraboles  du  numéro  précédent  est 
la  parabole  HLM,  lieu  des  points  que  le  projectile  ne  peut  atteindre 
que  dans  une  seule  direction. 


.    VINGTIEME  LEÇON. 

DES   COMPOSAIiTES  DE   LA   FORCE   MOTRICE. 

2(9.  DécoMPOsrriON  de  la  force  motrice  en  force  tângentielle 
ET  F0RC£  CENTRIPÈTE.  —  DaDS  le  mouvemeut  d'un  point  en  ligne 

>9- 
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courbe,  la  force  motrice  se  décompose  à  chaque  instant  en  deux 
forces  :  Tune^  dirigée  suivant  la  tangente,  est  nommée  h  force  tan- 
gentielle;  Taulre^  dirigée  suivant  le  rayon  de  courbure^  se  nomme 
la  force  centripète.  En  désignant  la  première  par  T,  la  deuxième 
parQ,  on  aura 

Le  plan  qui  passe  par  la  force  motrice  et  par  la  (angente  est  le 
plan  osculateur  au  point  M. 

250.  Quand  le  point  matériel  est  sollicité  par  plusieurs  forces 
dont  P  est  la  résultante,  on  peul  décomposer  chacune  des  premières 
forces  en  doux  autres  dirigées  Tune  suivant  la  tangente  et  Tautre 
perpendiculairement  à  cette  tangente.  Une  force  normale  à  la  tra- 
jectoire n*inQuera  pas  sur  Taccélération  du  mobile.  Une  force  dirigée 
suivant  la  tangente  ne  tendra  pas  à  changer  la  direction  du  mobile. 

25i.  Point  asscjetti  a  se  mouvoir  sur  une  courbe  donnée. 
Force  centrifuge.  —  Un  point  M  qui  n*e3t  actuellement  sollicité 
par  aucune  force  et  qui  ne  se  meut  qu'en  vertu  de  sa  vitesse  ac- 
quise, étant  assujetti  à  demeurer  sur  la  courbe  ÂMB,  parcourt  sur 
la  trajectoire  des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

La  pression  exercée  par  le  mobile  M  sur  la  courbe  ou  sur  le  lien 

qui  Toblige  à  parcounr  cette  courbe,  est  égale  à  —  •  Cette  force, 

égale  et  contraire  à  la  force  centripète,  est  ce  qu*on  appelle  h  force 
centrifuge, 

252.  Supposons  en  second  lieu  que  le  point  M  soit  sollicité  par 
Fig.  84.  une  certaine  force  motrice  P.  Soit  N 

une  force  égale  et  contraire  à  la  pres- 
sion que  le  point  M  exerce  sur  la 
courbe.  Décomposons  la  force  P  en 
deux  autres  T  et  Q,  la  première  diri- 
gée suivant  la  tangente,  et  la  seconde 
située  dans  le  plan  normal  de  la  courbe. 
Soit  F  la  résultante  des  deux  forces  Q 

et  N,  situées  toutes  les  deux  dans  le  plan  normal.  La  force  F  agira 

suivant  le  rayon  de  courbure,  et  l'on  aura^ 

at        '       p 

La  force  F,  dirigée  suivant  le  rayon  du  cercle  osculateur  et  qui  agit 
à  chaque  instant  pour  empêcher  le  mobile  de  s'écarter  de  la  courbe 
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suivant  la  tangente,  est  la  force  centripète,  La  force  F',  égale  et 
contraire  à  la  force  F,  est  égale  à  \^  force  centrifuge, 

m 

253.  Si  la  force  motrice  était  normale  à  la  courbe,  le  mouvement 
serait  uniforme. 

Si  la  force  motrice  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe, 
la  force  N  se  confondrait  avec  la  force  centripète  et  la  pression 
exercée  sur  la  courbe  par  le  mobile  avec  la  force  centrifuge  F'. 

254.  Mou^^ENT  d'un  point  sur  une  surface.  —  Soit  AMB 
i^é^'  ^4)  la  courbe  que  le  mobile  décrit.  On  peut  faire  abstraction 
de  la  surface,  pourvu  que  l'on  joigne  à  la  force  motrice  P  une 
force  N,  égale  et  contraire  à  la  pression  que  le  mobile  exerce  sur  la 
surface.  Décomposons  encore  la  force  P  en  deux  autres  T  et  Q,  Tune 
tangente  et  Vautre  normale  à  la  trajectoire  AMB.  Les  deux  forces  Q 
et  N  normales  à  la  trajectoire  se  composent  en  une  seule  F  dirigée 
suivant  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  trajectoire  au  point  M, 
et  l'on  a 

m -^=7,     —  =  F: 
at         '        p 

on  aura  aussi 

F:0  =  sinQMN:sinFMN, 

ce  qui  détermine  la  position  de  MF  ou  du  plan  osculateur  quand  on 
connaît  v,  p,  Q  et  l'angle  QMN. 

On  a  la  pression  exercée  par  le  point  mobile  sur  la  surface,  en 
cherchant  la  résultante  égale  et  contraire  à  N,  de  la  force  Q  et  d'une 
force  F',  égale  et  contraire  à  F. 

255.  Si  la  force  motrice  était  nulle,  on  aurait  v  =  constante,  et 
N  serait  à  la  fois  la  mesure  de  la  force  centripète  .et  de  la  force 
centrifuge. 

Si  la  force  P  était  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  la 
résistance  de  la  surface  serait  la  force  centripète.  Dans  ce  cas,  le 
plan  osculateur  contient  la  normale  à  la  surface,  et  la  trajectoire  est 
la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse  tracer  sur  la  surface  entre 
deux  quelconques  de  ses  points. 

256.  Autre  manière  d'obtenir  les  résultats  précédents.  — 
Huyghens  trouve  les  composantes  de  la  force  motrice  en  considé- 
rant cette  force  comme  constante  pendant  un  temps  infiniment  petit, 
et  le  mouvement  comme  s'effectuant  sur  le  cercle  osculateur. 

257.  Remarques  sur  la  force  centrifuge.  —  Quand  un  corps 
solide  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  chaque  point  de 
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«e  corps  possède  une  force  centrifuge  particulière  F.  En  appelant  T 
le  temps  d'une  révolution  entière  et  p  le  rayon  du  cercle,  on  a 


m 


i' 


Les  forces  centrifuges  des  diiïérents  points  sont  donc  proportion- 
nelles à  leur  distance  à  Taxe. 

258,  259.  Application  a  la  terre. 


VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 

DES  FORGES   VIVES   ET   DU   TRAVAIL   DANS   LE  MOUVEMEIfT 

D*UN    POINT   MATÉRIEL, 

260,  261.  Différentielle  de  la  forge  vive.  P  désignant  la 
force  motrice  qui  sollicite  un  mobile  M  et  X,  Y,  Z  ses  composantes, 
on  a 

262.  La  quantité  nw*  ou  le  produit  de  la  masse  d'un  mobile  par 
le  carré  de  sa  vitesse  est  ce  qu'on  appelle  la  force  vive  du  mobile. 

263.  Autres  formes  de  Xdr  4-  Yd/  -4-  Zdz,  —  Soit  «•>  l'angle 

Fie.  89.  PMT  que  la  force  motrice  P  fait  avec 

p  la  tangente.  On  a 

\    j  _//x  Xfltr  4-  Yrt>  4-  Zdz  =  P  cosw  ds. 

\/^  Si  Ton  décompose  la  force  P  en  une 

^^^^"^  force  tangentielle  T  et  une  force  nor- 

^  maie  Q,  on  a 

Xdx^Ydy'\-Zdz:^1d5, 

Enfin,  si  l'on  appelle  dp  la  projection  MI  de  Tare  MH  =  rfî  sur  la 
direction  de  la  force  motrice,  on  a 

mdx  H-  Ydy  4-  Zdz  =  Prf/?. 

264.  DÉFïNmoN  du  travail.  —  Le  produit  Triç  que  Ton  obtient 
en  multipliant  la  composante  tangentielle  de  la  force  P  par  rélément 
de  Tare  parcouru  dans  l'instant  dl  se  nomme  travail  élémentaire 
ou  élément  de  travail  de  celte  force.  L'élément  de  travail  est  con- 
sidéré comme  positif  lorsque  la  force  tangentielle  agit  dans  le  sens 
du  mouvement,  et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire,  ou,  ce  qui 
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revient  au  môme,  suivant  que  l'angle  w  est  aîgu  ou  obtus.  Le  signe 
du  travail  élémentaire  sera  donné  par  l'expression  Pcos^cls^  en 
considérant  V  et  ds  comme  positifs. 

Le  travail  élémentaire  est  égal  au  produit  de  la  force  par  la  pro- 
jection de  l'élément  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  celte 
force. 

265.  Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
est  égal  à  la  somme  algébrique  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces. 

266.  On  nomme  travail  total  d'une  force  P  pour  un  chemin  dé- 
terminé AB  l'intégrale  /  Tds ,  prise  entre  les  limites  qui  corres- 
pondent aux  extrémités  de  l'arc  parcouru.  Les  forces  normales  à  la 
trajectoire  n'influent  pas  sur  le  travail  total. 

267.  Relation  entbe  le  travail  et  la  forge  vive.  —  L'accrois- 
sement de  force  vive  d'un  mobile,  lorsqu'il  passe  d'une  position  à 
une  autre,  est  égal  au  double  du  travail  de  la  force  motrice. 

268.  Si  la  force  P  est  la  résultante  de  plusieurs  forces  P, ,  P,, . . ., 
dont  les  composantes  tangentielles  sont  T^,  T,,  T,, . . . ,  on  aura 

On  appelle  forces  mouvantes  celles  qui  font  un  angle  aigu  avec  la 
tangente,  %i  forces  résistantes  celles  qui  font  un  angle  obtus  et  dont 
reflet  est  de  retenir  le  mobile  dans  son  mouvement  sur  la  courbe. 

V accroissement  de  force  vive  d'un  mobile  j  lorsqiû il  passe  d'une 
position  à  une  autre,  est  égal  au  floubie  de  l'excès  du  travail  des 
forces  mouvantes  sur  le  travail  des  forces  résistantes, 

269.  Conséquences  du  principe  des  forces  vives.  ~  Quand  le 
mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  ou  qu'il  l'est  seulement  par 
des  forces  toujours  normales  à  la  trajectoire,  le  mouvement  est  uni- 
forme. ' 

270.  Lorsque  X«Lp  +  Y^  -4-  Zé/z  est  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction /(x,  /,  z)  de  trois  coordonnées  j7,  j,  z  considérées  comme 
des  variables  indépendantes,  l'accroissement  de  force  vive,  lorsque 
le  mobile  passe  de  la  position  (a,  ^,  c)  à  la  position  (x,  /,  z),  ne 
dépend  pas  de  la  trajectoire  dans  l'intervalle,  ni  du  temps  qui  s'est 
écoulé  entre  les  deux  positions  extrêmes,  mais  seulement  des  coor- 
données de  ces  deux  positions. 

271 .  Plus  généralement ,  si  l'on  imagine  les  deux  surfaces 

/(x,7,z)  =  C',    /(x,j,z)=C-, 
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et  que  le  mobile  rencontre  la  première  au  point  [a,  b,  c)  et  la  se- 
conde au  point  (x,  7,  z),  l'accroissement  de  force  vive  est  constant 
et  indépendant  de  la  forme  de  la  trajectoire  entre  les  deux  surfaces, 
des  points  où  cette  courbe  rencontre  ces  deux  surfaces  et  du  temps 
qui  s'est  écoulé. 

On  trouve  un  résultat  de  ce  genre  dans  le  mouvement  d'un  mo- 
bile sollicité  seulement  par  la  pesanteur. 


Fîg.  90. 


272.  L'équation 


représente  une  infinité  de  sur- 
faces différentes,  passant  par  les 
divers  points  de  la  trajectoire 
ÂMB.  Si  LMU  est  l'une  de  ces 
surfaces,  la  force  motrice  P  au 
point  M  lui  est  normale. 

273.  Cas  ou  il  t  a  une  nésiSTANCE.  —  Quand  un  mobile  éprouve 
un  frottement  ou  se  meut  dans  un  milieu  résistant,  l'expression 
Xdx  +  Y^r  +  Z^z  n'est  plus  une  différentielle  exacte. 

274.  Dans  ce  cas,  si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  connue,  il 
faudra  prendre  l'équation 


ou     m 


de 


=  T, 


T  désignant  la  composante  de  la  force  motrice  (y  compris  les  résis- 
tances) suivant  la  tangente.  Au  moyen  des  équations  de  la  courbe 
on  pourra  exprimer  T  en  fonction  de  5,  et  alors  la  détermination  du 
mouvement  sera  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  tandis  que  si  Xdlr  4-  Y^4-  Zrfz  était  une 
différentielle  exacte,  on  n'aurait  à  intégrer  qu'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre. 

275,  276.  Cas  ou  le  hobilb  b^t  soLLicrrs  par  des  forces  diri- 

Fig.  gi.  <^^^^    ^^^3     ^^^    CENTRES    FIXES.    — 

L'expression  Xrfr  4- Yrf^^-f-Zffo  est 
toujours  une  différentielle  exacte, 
quand  un  point  matériel  est  sollicité 
par  des  forces  dirigées  vers  des  cen- 
tres fixes  et  dont  les  intensités  sont 
des  fonctions  des  distances  du  mobile 
à  ces  différents  centres.  Supposons 
qu'une  lorce  dirigée  vers  le  centre  fixe  K  (e,/,  g)  repousse  un  point 
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M  (x,  7,  s),  avec  une  énergie  R,  fonction  seulement  de  la  distance 

MK  =  r.  La  partie  de  X^-f-  Ydx'\-Zdz  provenant  de  cette  force 

sera  Rr/r. 

Si  le  mobile  est  sollicité  par  un  certain  nombre  de  forces  R ,  R', 

R', . . . ,  dirigées  à  chaque  instant  vers  des  centres  finies  K,  K',  K', . . . , 

on  aura 

rf/7iP'=a(=±=Rr//-±RVr±...), 

et  chaque  terme  du  second  membre  étant  une  différentielle  exacte, 
ii  en  sera  de  même  de  leur  somme. 

La  même  conséquence  aura  lieu  si  l'un  des  centres  s*éIoigne  à 
rinfini,  c'est-à-dire  si  la  force  correspondante  est  perpendiculaire 
à  un  plan  donné  et. fonction  de  la  distance  du  point  à  ce  plan. 
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HOUVEnSNT  D  UN  POINT   PESANT  SUR   UNE   COURBE. 

PENDULE   SIMPLE. 

277.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe.  —  Lors- 
qu'an  point  pesant  se  meut  sur  une  courbe  donnée  AMA',  si  le  mo- 

Fig.  g3.  bile  part  du  point  À  sans  vitesse,  la 

^ j)         j.       vitesse    acquise   par  ^ie   mobile  au 

\  point  M  sera  la  même  que  s'il  était 

Y  tombé  librement  de  la  hauteur  HP. 

7  ^  Si  B  est  le  point  le  plus  bas  de  la 

A'  courbe,  le  mobile  aura  la  plus  grande 

"^"y-^j*  vitesse  en  ce  point.  Parvenu  là,   il 

\»  continuera  sa  route  en  vertu  de  la 

Tilesse  acquise,  et  s'élevant  sur  la  partie  BC  avec  une  vitesse  dé- 
croissante,  il  s'arrêtera  au  point  A',  pour  lequel  z  =  ^.  Mais  aus- 
sitôt, sollicité  par  la  pesanteur,  il  descendra  de  nouveau  sur  la 
courbe  pour  revenir  au  point  A,  et  il  parcourra  continuellement  le 
même  arc  ABA',  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre. 

278.  Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  AM  est 
le  même ,  soit  qu'il  descende ,  soit  qu'il  monte.  Les  oscillations  du 
mobile  sont  isochrones. 

5!79.  Cas  ou  le  mobile  a  une  vitesse  initiale.  —  Si  au  point  A, 
pour  lequel  z  =  A,  le  mobile  a  une  vitesse  A,  le  mobile  s'élève  sur 
Tare  BCO  plus  haut  que  le  point  A'. 
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Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  0  le  plus  élevé  de 
la  courbe.  «Nous  aurons  trois  cas  à  examiner. 

Premier  cas:  k  <  v/a/j/*.  —  Le  mobile  s'élèvera  jusqu'à  un  point  C 
plus  haut  que  Â'  et  qui  sera  déterminé  par  l'équation 


01  = 


a^r 


En  ce  point  C  la  vitesse  sera  nulle;  le  mobile  s'arrêtera  pour  reve- 
nir sur  l'arc  CBC  jusqu'au  point  C  situé  à  la  même  hauteur  que  C, 
et  il  fera  une  infinité  d'oscillations  isochrones. 

Deuxième  cas  :  ^  >  v/a^/<.  —  Le  mobile  reviendra  au  point  O 

avec  la  vitesse  \/k^  —  a/^/r,  dépassera  ce  point  et  parcourra  la  courbe 
une  infinité  de  fois,  toujours  dans  le  même  sens. 

Troisième  cas  :  k  =  \/%gU,  —  Le  mobile  ne  s'arrêtera  qu'au 
point  0,  mais  il  lui  faudra  un  temps  infini  pour  arriver  à  ce  point. 

280.  Pexdule.  —  Équation  du  HonvEMEirr.  —  On  appelle /?é?/i- 
duie  un  corps  solide  pesant  qui  peut  osciller  autour  d'un  axe  hori- 
zontal. Un  point  matériel  suspendu  à 
l'extrémité  d'une  tige  ou  d'un  fil  inex- 
tensible et  sans  masse  et  dont  l'autre 
extrémité  est  fixe ,  forme  un  pendule 
simple. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  an 
point  de  suspension  0  :  prenons  Taxe 
g  des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens 

de  la  pesanteur.  Soit  kOz—ct.  L'équation  du  mouvement  sera 


rf/  =  - 


v/Â' -f  %ga  (cos 0  —  cos a) 


281.  Cas  ou  l'équation  peut  s'intégrer.  —  On  peut  intégrer 
l'équation  précédente  dans  le  cas  où  la  vitesse  du  mobiIe.au  point  A 
est  celle  qu'il  acquiert  en  descendant  sans  vitesse  initiale  do  point  C 
le  plus  haut  du  cercle. 

L'équation  se  réduit  à 

arlB 
dt  = -        - 

^•^^u  [  1  -h  cos  6  ) 

On  a 
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formule  qui  donne  le  temps  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
Tare  AM,  dans  Thypo thèse  où  il  serait  parti  du  point  C,  sans  vi- 
tesse initiale. 
Il  faut  un  temps  infini  au  mobile  pour  remonter  jusqu'au  point  C. 

282.  Cas  des  petites  oscillations.  —  En  supposant  nulle  la  vi- 
tesse du  mobile  au  point  Â,  la  formule  (280)  se  réduit  à 

^.=-./g -^^ 

V  ^  V^2  cos  9  —  2  C03  a 

En  négligeant  la  quatrième  puissance  de  6  et  de  a,  on  trouve 

Hi  9 

r  =  4 /-  arc  cos-j 

e  =  acos(/y^). 

283.  La  durée  T  de  la  première  oscillation  est 

Elle  est  indépendante  de  son  amplitude,  pourvu  que  celle-ci  soit 
très-petite. 

284.  Les  résultats  précédents  s*étendent  aux  oscillations  d'un 

Fijj.  95.  point  pesant ,  écarté  très-peu  de  la 

verticale  et  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
une  courbe  dont  le  plan  osculateur  au 
^  point  le  plus  bas  B  est  vertical.  La 

durée  commune  dô  chaque  oscillation  sera  w  4 /£»  p  étant  le  ray 
du  cercle  osculateur  au  point^B. 

285.  Si  le  plan  osculateur  de  la 
courbe  au  point  B  le  plus  bas  fait  un 
angle  i  avec  le  plan  horizontal  ZV, 
on  aura  le  temps  d'une  oscillation  par 
la  formule 


on 


Fig.  96. 


^  Y,^sini 


286.  Pour  apprécier  la  durée  exacte  d'une  oscillation,  on  complo 
1a  nombre  n  des  oscillations  pendant  un  temps  t,  et  l'on  a 


n 


287.  La  position  du  mobile  et  sa  vitesse  redeviennent  les  mêmes 
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après  la  durée  d'une  double  oscillation.  Â  des  intervalles  de  temps 
qui  diffèrent  dune  oscillation,  le  pendule  fait  des  angles  égaux  aved 
la  verticale  du  point  de  suspension,  mais  de  côtés  différents,  et  ses 
vitesses,  dans  ces  positions,  sont  égales  et  de  signes  contraires. 


VINGT-TROISIEME  LEÇON. 

SUITE   DE   LA   THÉORIE   DU   PENDULE  SIMPLE. 

288.  Autre  méthode.  —  Les  mêmes  notations  étant  conservées, 
on  a 

^-hfsinô  =  o, 


^^=^yJl 


rf^ 


Soient 
on  en  déduit 


/âcosô—  2Cosa 
a?  =  i  — cosô,     ^  =  1— cosa; 

fix 


-vlX 


JU 


^bx  —  J^  4  /  I 

289  à  29i.  Développement  en  série. 

-'V![-(0"-(^)"(9' 

202,  293.  Pendule  ctcloïdal.  —  Soit  Â  le  point  de  départ  du 


mcbile  où  nous  supposerons  sa  vitesse  nulle,  et  soit  M  (x,  y)  sa 
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position  à  une  époque  quelconque  /.  Soit  a  le  diamètre  BD  du  cercle 
générateur.  En  appelant  h  le  rayon  de  courbure  BK  =  2  BD  de  la 
cycloïde  au  point  B,  on  a 


,  _  ix  —h 

t=:-  yl  ^^^TC  COS 5 > 


La  durée  des  oscillations  est  rigoureusement  indépendante  de  leur 
amplitude,  et  différents  mobiles,  partis  au  même  instant,  sans  vi- 
tesse initiale,  de  divers  points  de  cette  courbe,  atteindraient  au 
même  instant  le  point  le  plus  bas. 

294.  Construisons  la  développée  de  la  cycloïde,  composée  des 
deux  moitiés  KG  et  KC  d'une  cycloïde  égale  à  la  première.  Suppo- 
sons qu'un  point  pesant  soit  attaché  à  l'extrémité  d'un  Gl  lié.  par 
son  autre  extrémité  au  point  K.  Si  le  mobile,  dans  une  de  ses  posi- 
tions, se  trouve  sur  la  cycloïde  CBC',  ce  point  décrira  la  cycloïde 
CBC'.  Toutes  les  oscillations  devront  s'effectuer  dans  un  même  temps 


ézal  à  n- 


'O 


S 


295,  290.  Tàutochbone.  —  On  appelle  tautochrone  toute  ligne 
tourbe  sur  laquelle  un  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale 
d'an  point  quelconque.de  cette  courbe  parvient  dans  le  même  temps 
au  point  le  plus  bas.  La  cycloïde  est  la  seule  courbe  tautochrone 
dans  le  vide. 

297.  Pendule  dans  un  milieu  bbsistant.  —  En  désignant  par  R 
la  résistance  du  milieu,  l'équation  du  mouvement  sera 

5-  =  g'sm0  — R, 


dt 


En  posant  7  =  1 /i  —  jtî>  on  aura 

e=a[cos(^7y/f)+^sin(/7 


3L 

2à 
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Les  oscillations  sont  isochrones  comme  dans  le  vide,  et  leur  durée, 
est  augmentée  dans  le  rapport  de  i  à  7.  Les  amplitudes  successives 
forment  une  progression  géométrique  décroissante. 

998.  Lorsque  le  mouvement  a  lieu  sur  une  cycloïde,  toutes  les 
oscillations  se  font  rigoureusement  dans  le  même  temps,  et  cette 
oourbe  est  encore  isochrone  dans  un  milieu  qui  résiste  proportion- 
netlement  à  la  vitesse. 


VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 

DBS   FORCES   CENTRALES  ET   DU   MOUVEMENT  DES  PLANtTES. 

299,  300.  Forces  centrales.  —  Principe  des  aires.  —  Soit  M 
un  point  mobile  sollicité  à  chaque  instant  par  une  force  dont  la  di- 
rection passe  constamment  par  un  même  point.  La  trajectoire  est 
une  courbe  plane. 

Le  secteur  engendré  par  le  mouvement  de  la  projection  du  rayon 
vecteur  sur  un  plan  quelconque  est  proportionnel  au  temps, 

301.  Réciproquement,  si  la  trajectoire  d'un  point  mobile  est 
plane  et  telle,  que  les  aires  engendrées  par  le  rayon  vecteur  par- 
tant do  Torigine  des  coordonnées  soient  proportionnelles  aux  temps, 
la  force  motrice  passera  constamment  par  Torigine  des  coordonnées. 

302.  Expression  de  la  vitesse  en  coordonnées  polaires. 


V^=z 


(W 


303.  Composantes  de  la  vitesse  au  point  M,  suivant  OM  et  sui- 
Fif.  102.  ^^"'  ^^^  perpendiculaire  à  OM  : 


o 


^ 


f  COSiî 

dr 
=^dt' 

psin^ 

rdO 
~~    dt 

304. 

r'^df) 

z=cdtf 

rfp'=~ 

aRr/r. 

305.  Expression  de  la  vitesse  indépendante  du  temps  : 
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306.  Expressions  indépendantes  du  temps  des  composantes  de  la 
vitesse  suivant  OM  et  suivant  une  perpendiculaire  à  cette  droite  : 

pcos^  = Ter      psin^=-' 

La  vitesse  en  un  point  de  la  courbe  est  en  raison  inverse  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  à  la  trajec- 
toirCy  au  point  considéré, 

307.  Expression  de  la  force  accélératrice  en  fonction  des 
coordonnées  du  point  mobile. 


308.  Lois  de  Kepler.  —  i**  Les  trajectoires  de  toutes  les  pla- 
nètes sont  des  courbes  planes,  et  pour  chacune  d'elles  Vaire  engen- 
drée par  le  rayon  vecteur  parti  du  soleil  et  aboutissant  à  la  planète 
est  proportionnelle  au  temps, 

a"  Ces  courbes  sont  des  ellipses  dont  l'un  des  foyers  est  au  soleil, 
y*  Les  carrés  des  temps  employés  par  les  différentes  planètes 

pour  accomplir  une  de  leurs  révolutions  sont  entre  eux  comme  les 

cubes  des  grands  axes  de  ces  ellipses. 
Ces  lois  se  rapportent  au  centre  de  gravité  de  chaque  planète, 

ainsi  qu'à  celui  du  soleil. 

309.  Conséquences  des  lois  de  Kepler.  —  La  force  motrice 
qui  sollicite  une  planète  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil;  cette  force  est  attractive, 

310.  311. 

La  force  R  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  centre 
de  gravité  de  la  planète  h  celui  du  soleil,  a  a  est  le  grand  axe  de 
l'ellipse;  e  Texcentricité. 

La  constante  c  représente  le  double  de  l'espace  parcouru  par  le 
rayon  vecteur,  dans  Tunité  de  temps. 

312.  Si  Ton  appelle  T  le  temps  de  la  révolution  complète  de  U 
planète  considérée,  on  a 

La  force  accélératrice  rapportée  à  l'unité  de  dislance  est  la  même 
pour  toutes  les  planètes. 
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»o  corps  possède  une  force  centrifuge  particulière  F.  En  appelant! 
le  temps  d'une  révolution  entière  et  p  le  rayon  du  cercle,  on  a 


F  ~  m 


i' 


Les  forces  centrifuges  des  dllTérents  points  sont  donc  proportion- 
nelles à  leur  distance  à  Taxe. 

258,  259.  Application  a  la  terre. 


VINGT  ET  UNIÈiME  LEÇON. 

DES   FORGES   YITES   ET   DU   TRAVAIL   DANS   LE  MOUVEMENT 

d'un   point   MATÉRIEL, 

260,  261.  Différentielle  de  la  force  vive.  P  désignant  la 
force  motrice  qui  sollicite  un  mobile  M  et  X,  Y,  Z  ses  composantes, 
on  a 

262.  La  quantité  nw^  ou  le  produit  de  la  masse  d'un  mobile  par 
le  carré  de  sa  vitesse  est  ce  qu'on  appelle  la  force  vive  du  mobile. 

263.  Autres  formes  de  Hdx  -\-\ dy  -^Zdz.  —  Soit  »  l'angle 

PMT  que  la  force  motrice  P  fait  avec 
la  tangente.  On  a 

X  rf-c  4-  Yffy  -h  Zrfz  =  P  cosw  ds. 

Si  Ton  décompose  la  force  P  en  une 
force  tangentielle  T  et  une  force  nor- 
male Q,  on  a 

Hdx-^Ydf-^ldz  ^  Tds. 

Enfin ,  si  Ton  appelle  dp  la  projection  MI  de  Tare  MH  =  ds  sur  la 
direction  de  la  force  motrice,  on  a 

Xdx  -h  Ydf  -4-  Zdz  =  Pdp, 

264.  DÉFINITION  du  travail.  —  Le  produit  Tds  que  l'on  obtient 
en  multipliant  la  composante  tangentielle  de  la  force  P  par  rélémenl 
de  Tare  parcouru  dans  l'instant  dt  se  nomme  travail  élémcntairâ 
ou  élément  de  travail  de  celte  force.  L'élément  de  travail  est  con- 
sidéré comme  positif  lorsque  la  force  Ungentielle  agit  dans  le  sens 
du  mouvement,  et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire,  ou,  ce  qui 
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revient  au  môme,  suivant  que  l'angle  w  est  aigu  ou  obtus.  Le  signe 
du  travail  élémentaire  sera  donné  par  Texpression  Vcosfàds,  en 
considérant  P  et  r2f  comme  positifs. 

Le  travail  élémentaire  est  égal  au  produit  de  la  force  par  la  pro- 
joclion  de  l'élément  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  celte 
force, 

265.  Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
est  égal  à  la  somme  algébrique  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces. 

266.  On  nomme  travail  total  d'une  force  P  pour  un  chemin  dé- 
terminé ÂB  rintégrale  /  Tdsy  prise  entre  les  limites  qui  corres- 
pondent aux  extrémités  de  l'arc  parcouru.  Les  forces  normales  à  la 
trajectoire  n'influent  pas  sur  le  travail  total. 

267.  Relation  entbb  le  travail  et  la  force  vive.  —  L'accrois- 
sement de  force  vive  d'un  mobile,  lorsqu'il  passe  d'une  position  à 
une  autre,  est  égal  au  double  du  travail  de  la  force  motrice. 

268.  Si  la  force  P  est  la  résultante  de  plusieurs  forces  P, ,  P,, . .  •, 
dont  les  composantes  tangentielles  sont  T^,  T,,  T,, . . . ,  on  aura 

On  appelle  forces  mouvantes  celles  qui  font  un  angle  aigu  avec  la 
tangente,  ei  forces  résistantes  celles  qui  font  un  angle  obtus  et  dont 
l'effet  est  de  retenir  le  mobile  dans  son  mouvement  sur  la  courbe. 

L'accroissement  de  force  vive  d'un  mobile ,  lorsquC il  passe  d'une 
position  à  une  autre,  est  égal  au  double  de  V excès  du  travail  des 
forces  mouvantes  sur  le  travail  des  forces  résistantes. 

269.  CONSÉOtJENCBS   DU  PRINCIPE  DES   FORCES  VIVES.  —  Quaud  le 

mobile  n'est  sollicité  par  aucune  force  ou  qu'il  l'est  seulement  par 
des  forces  toujours  normales  à  la  trajectoire,  le  mouvement  est  uni- 
forme. '^ 

270.  Lorsque  Xdx  +  Ydjr  4-  Z</z  est  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction /(j:,  x,  z)  de  trois  coordonnées  x,  j,  z  considérées  comme 
des  variables  indépendantes,  l'accroissement  de  force  vive,  lorsque 
le  mobile  passe  de  la  position  (a,  ^,  c)  à  la  position  (x,  /,  2),  ne 
dépend  pas  de  la  trajectoire  dans  l'intervalle,  ni  du  temps  qui  s'est 
écoulé  entre  les  deux  positions  extrêmes,  mais  seulement  des  coor- 
données de  ces  deux  positions. 

271.  Plus  généralement,  si  l'on  imagine  les  deux  surfaces 
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et  que  le  mobile  rencontre  la  première  au  point  {a,  d,  c)  et  la  se- 
conde au  point  (x,  7,  «) ,  Taccroissement  de  force  vive  est  constant 
et  indépendant  de  la  forme  de  la  trajectoire  entre  les  deux  surfaces, 
des  points  où  cette  courbe  rencontre  ces  deux  surfaces  et  du  temps 
qui  s'est  écoulé. 

On  trouve  un  résultat  de  ce  genre  dans  le  mouvement  d'un  mo- 
bile sollicité  seulement  par  la  pesanteur. 


FÎ0.  90, 


272.  L'équation 


représente  une  inGnité  de  sur- 
faces différentes,  passant  par  les 
divers  points  de  la  trajectoire 
ÂMB.  Si  LMU  est  l'une  de  ces 
surfaces,  la  force  motrice  P  an 
point  M  lui  est  normale. 

273.  Cas  ou  il  t  a  une  RésiSTANCS.  —  Quand  un  mobile  éprouve 
un  frottement  ou  se  meut  dans  un  milieu  résistant,  l'expressioD 
Xelx-^Ydjr'\-Zdz  n'est  plus  une  différentielle  exacte. 

274.  Dans  ce  cas,  si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  connue,  il 
faudra  prendre  l'équation 


di 


ou     m 


=  T, 


T  désignant  la  composante  de  la  force  motrice  (y  compris  les  résis- 
tances) suivant  la  tangente.  Au  moyen  des  équations  de  la  courbe 
on  pourra  exprimer  T  en  fonction  de  s,  et  alors  la  détermination  du 
mouvement  sera  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  tandis  que  si  Xdlr  4-  Ydf  -hZdz  était  uae 
différentielle  exacte,  on  n'aurait  à  intégrer  qu'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre. 

275,  276.  Cas  ou  le  uodile  est  sollicité  pae  des  forces  nni- 


Fig.  91. 


GÉES    VERS     DES    CENTRES    FIXES.    — 

L'expression  Xdx-^Ydjr-^-Zdi  est 
toujours  une  différentielle  exacte, 
quand  un  point  matériel  est  sollicité 
par  des  forces  dirigées  vers  des  cen- 
tres fixes  et  dont  les  intensités  sont 
des  fonctions  des  distances  du  mobile 
à  ces  différents  centres.  Supposons 
qu'une  lorce  dirigée  vers  le  centre  fixe  K  {e,f,  g)  repousse  un  point 
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U  (<<^t  7i  ^))  A^oc  une  énergie  R,  fonction  seulement  de  la  distance 

MR  =  r.  La  partie  deXeix-k-Ydjr-^Zdz  provenant  de  cette  force 

sera  Rdr. 

Si  le  mobile  est  sollicité  par  un  certain  nombre  de  forces  R ,  R', 

R' ,  dirigées  à  chaque  instant  vers  des  centres  fixes  K,  K',  K', . . . , 

on  aura 

dmv^  =  a  (di  R</r  db  R'rfr  ±. . .), 

et  chaque  terme  du  second  membre  étant  une  différentielle  exacte, 
il  en  sera  de  même  de  leur  somme. 

La  même  conséquence  aura  lieu  si  l'un  des  centres  s'éloigne  à 
l'infini,  c'est-à-dire  si  la  force  correspondante  est  perpendiculaire 
à  un  plan  donné  et.fonction  de  la  distance  du  point  à  ce  plan. 


VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 

VOUTEIIENT  d'un  POINT   PESANT  SUE   UNE   COCEBE. 

PENDULE   SIMPLE. 

Î77.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe.  —  Lors- 
qu'un point  pesant  se  meut  sur  une  courbe  donnée  AMÂ',  si  le  mo- 
Fig.  93.  bile  part  du  point  A  sans  vitesse,  !a 

^ >^o         ^       vitesse    acquise    par  .le    mobile  au 

\  point  M  sera  la  même  que  s'il  était 

\^  tombé  librement  de  la  hauteur  HP. 

7  ^  Si  B  est  le  point  le  plus  bas  de  la 

^i*  courbe,  le  mobile  aura  la  plus  grande 

*^^y-^r  vitesse  en  ce  point.  Parvenu  là,  il 

U  continuera  sa  route  en  vertu  de  la 

vitesse  acquise,  et  s'élevant  sur  la  partie  BC  avec  une  vitesse  dé- 
croissante «  il  s'arrêtera  au  point  A',  pour  lequel  z  =  ^.  Mais  aus- 
sitôt, sollicité  par  la  pesanteur,  il  descendra  de  nouveau  sur  la 
courbe  pour  revenir  au  point  A ,  et  il  parcourra  continuellement  le 
même  arc  ABÂ',  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre. 

278.  Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  AM  est 
le  môme,  soit  qu'il  descende,  soit  qu'il  monte.  Les  oscillations  du 
mobile  sont  isochrones. 

270.  Cas  ou  le  mobile  a  une  vitesse  initiale.  —  Si  au  point  A, 
pour  lequel  z  =  A,  le  mobile  a  une  vitesse  X-,  le  mobile  s'élève  sur 
l'arc  BCO  plus  haut  que  le  point  A'. 
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un  certain  parallèle  sur  lequel  Tattraction  terrestre  a  pour  mesure 

•fin 

•— j-'  De  plus  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge  a  pour 

COS'  ^        2      1 

mesure  sur  le  môme  parallèle  une  fraction  — ^ —  =  -  -^r-  de  la  gra- 

^  '289        3  289  ° 

vite.  Il  faut  ajouter  cette  composante  à  g^  d'où 

en  appelant  M  la  masse  du  soleil,  a  le  demi  grand  axe  de  Torbite 
apparente  de  la  terre  autour  du  soleil,  T  le  nombre  de  secondes  con- 
tenu dans  une  année,  et  G  Tattraclion  du  sphéroïde  terrestre  sur 
l'unité  de  masse  d'un  corps  placé  sur  le  parallèle  considéré. 

336,  337.  On  conclut  de  là  le  rapport  de  la  densité  moyenne  du 
soleil  à  celle  de  la  terre  et  la  pesanteur  à  la  surface  du  soleil. 

338.  Masse  d'une  planète  dépourvue  de  satelutes.  —  On  a 

4 


m 
On  tire  de  cette  équation  — 1  ou  le  rapport  de  la  masse  de  la  pla- 
nète à  celle  do  la  terre. 


FIN  du  premier  volume 
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STATIQUE  (I'*  ParUe). 

1.  Position  d'équilibre  d'un  point  attiré  vers  des  centres  fixes 
par  des  forces  proportionnelles  à  la  distance.    SG. 

2.  Position  d'équilibre  d'un  point  attiré  vers  les  trois  sommets 
d'un  triangle  par  des  forces  constantes  qui  sont  entre  elles  dans  les 
mêmes  rapports  que  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  sommets 
dont  elles  émanent  respectivement.    SG. 

3.  Un  fil  inextensible  et  sans  poids  est  fixé  à  ses  extrémités  Â,  B 
et  porte  un  petit  anneau  pesant  C;  un  autre  fil  a  aussi  une  extré- 
mité fixée  en  A,  passe  dans  l'anneau  G  et  porte  un  poids  à  sa 
seconde  extrémité,  qui  est  libre  :  figure  d'équilibre  du  système.    PJ. 

4.  Position  d'équilibre  d'un  point  attiré  vers  des  points  fixes  d'un 
plan  par  des  forces  inversement  proportionnelles  aux  distances.  En 
déduire  la  position  d'équilibre  d'un  point  pesant  attiré  vers  deux 
points  fixes  égaux,  situés  sur  une  horizontale,  les  attractions  étan^ 
réciproques  aux  distances.    SG. 

5.  Un  fil  sans  masse  est  attaché  à  une  de  ses  extrémités  A;  h 
porte  un  poids  P,  fixé  sur  lui  à  une  distance  connue  de  A,  puis  il 
passe  sur  une  poulie  très  mobile  située  à  la  môme  hauteur  que  A 
et  porte  à  sa  seconde  extrémité  libre  un  poids  Q  :  figure  d'équilibre 
du  système.    SG. 

6.  Un  fil  qui  passe  sur  une  poulie  très  mobile  porte  à  ses  ex- 
trémités deux  poids  dont  l'un  est  libre,  l'autre  repose  sur  un  plan 
incliné  poli  :  figure  d'équilibre,  tension  du  fil,  charge  du  plan.    PJ. 


(')  Lc3  problèmes  qui  se  trouvent  développés  dans  le  Recueil 
d*eiercices  do  M. de  Saint-Germain  sont  suivisde  l'indication  SG.,  ceux 
qui  sont  ti  ailés  dans  le  Recuiùl  du  P.  Jullien  sont  désignés  par  les  ini- 
tiales PJ. 
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7.  Un  poids  est  assujetti  à  rester  sur  une  ellipse  polie  dont  un  axe 
est  vertical  et  exerce  sur  le  poids  une  action  répulsive  horizontale, 
proportionnelle  à  la  distance  du  point  à  Taxe;  position  d'équilibre, 
pression  sur  la  courbe.    SG. 

8.  Position  d'équilibre  d'un  petit  poids  assujetti  à  rester  sur  une 
hélice  dont  Taxe  est  vertical;  un  point  de  cet  axe  exerce  sur  le  point 
mobile  une  répulsion  réciproque  au  carré  de  la  distance.    SG. 

9.  Position  d'équilibre  d'ua  point  pesant  placé  sur  un  ellipsoïde 
dont  un  axe  est  vertical  et  dont  le  centre  attire  le  point  avec  une 
intensité  constante.    SG. 

10.  Quand  un  point  sollicité  par  des  forces  connues  est  placé  sur 
une  courbe  ou  une  surface  telle  que  le  point  y  soit  partout  An  équi- 
libre, on  peut  appeler  ces  lieux  courbes  ou  surfaces  de  niveau.  Cela 
posé,  on  propose  de  déterminer  :  i"*  dans  un  plan  vertical,  une 
courbe  de  niveau  pour  un  point  pesant  repoussé  d'une  verticale  de 
ce  plan  par  une  force  horizontale,  proportionnelle  à  la  distance  du 
point  à  Taxe  ;  2*  sur  une  sphère,  une  courbe  de  niveau  pour  un 
point  pesant  attiré  vers  l'extrémité  d'un  diamètre  horizontal  par 
une  force  réciproque  au  cube  de  la  distance;  3^  une  surface  de 
niveau  pour  un  point  pesant  sollicité  par  une  force  constante  qui 
passe  par  un  point  fixe.    SG. 

li .  Deux  points  pesants  sont  posés  sur  deux  plans  inclinés  dont 
l'intersection  est  horizontale;  ils  sont  réunis  par  un  fil  qui  passe 
sur  une  petite  poulie  très  mobile  située  au-dessus  de  l'intersection  : 
position  du  système  quand  il  est  près  de  glisser  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre.    PJ. 

12.  Un  point  pesant  repose  sur  un  plan  incliné  dépoli  :  quelle  est 
l'intensité  de  la  force  qu'on  doit  appliquer  au  point  dans  une  direc- 
tion quelconque  donnée  pour  le  faire  glisser?  Discussion.    SG. 

13.  Un  point  pesant  est  placé  sur  une  parabole  dont  l'axe  est 

vertical,  la  convexité  tournée  vers  le  haut,  et  qui  exerce  un  frotte- 

3 
ment  dont  le  coefficient  est  -z  \  le  point  est  attiré  vers  le  foyer  par 

une  force  réciproque  au  carré  de  la  distance  et  qui  serait  égale  au 
poids  si  le  point  était  au  sommet  :  quel  est  le  point  de  la  parabole  où 
le  glissement  est  près  de  se  produire?    SG. 

14.  Sur  un  paraboloVde  x/=r7z,  l'axe  des  z  étant  vertical, 
repose  un  point  qui,  outre  son  poids  P,  est  sollicité  par  une  force 
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hoitzontale  dont  les  projections  sur  l'axe  des  x  et  l'axe  des  x  sont 

Pj:    Pr 

—  »  —^  j  et  la  surface  du  paraboloïde  est  dépolie  :  lieu  des  points 

où  le  mobile  est  près  de  glisser  dans  le  sens  de  la  pesanteur.    SG. 

15.  Plusieurs  forces  parallèles  sont  appliquées  en  des  points  don- 
nés :  montrer  que,  si  l'un  des  points  d'application  se  déplace  suivant 
une  certaine  courbe,  le  centre  des  forces  parallèles  décrira  une 
courbe  homothétique.  Horloge  magique.    PJ. 

16.  Trois  hommes  doiv^t  porter  une  plaque  homogène  ayant  la 
forme  d'un  parallélogramme  ABCD,  A  et  C  étant  opposés  ;  un  des 
hommes  soutient  la  plaque  par  le  sommet  A  :  trouver  sur  CB  et  CD 
deux  points  tels  que,  si  les  deux  autres  porteurs  les  soutiennent,  les 
trois  honmies  seront  également  chargés.    PJ. 

17.  Aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  on  applique  des  forces 
parallèles  et  proportionnelles  aux  aires  des  faces  opposées  :  point 
d'application  de  la  résultante.    SG. 

18.  Aux  sommets  d'un  triangle  ABC  on  applique  trois  forces  pa- 
rallèles respectivement  égales  :  i"*  à  tangA,  tangB,  tangC;  a*"  à 

sinA  sInB  sinC        ^  i        *     j     i 

— -,  — -,  — :  trouver  le  centre  des  deux  sys- 

cosBcosC    cosCcosA    cosAcosB  ^ 

tèmes  de  trois  forces,  le  centre  des  six  forces  parallèles,  et  du  ré* 

Sttltat  obtenu  déduire  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  le 

point  de  concours  des  hauteurs  et  celui  des  médianes  sont  en  ligne 

droite.  Applications  de  la  Statique  à  la  démonstration  de  théorèmes 

de  Géométrie.    SG. 

19.  Un  vase  hémisphérique  très  mince  repose  par  sa  partie  con- 
vexe sur  un  plan  horizontal  et  porte  deux  poids  donnés  aux  extré^ 
mités  de  deux  rayons  perpendiculaires  :  position  d'équilibre.    SG. 

20.  Décomposer  une  force  en  trois  forces  parallèles  appliquées  en 
des  points  donnés.  Où  doit-on  placer  trois  poids  connus  sur  une 
circonférence  pour  que  leur  résultante  soit  appliquée  au  centre  du 
cercle?    SG. 

21.  Une  table  parfaitement  rigide  est  portée  par  plus  de  trois  pieds 
qui  reposent  sur  un  plan  horizontal  indéformable  :  la  table  étant 
chargée  d'un  poids,  déterminer  les  charges  des  différents  pieds,  en 
■admettant  que  ceux-ci  se  raccourcissent  de  quantités  très  petites  et 
proportionnelles  à  la  charge  qu'ils  supportent.    SG. 

2à.  Le  centre  de  gravité  d'un  polyèdre  circonscrit  à  une  sphère, 


3ia  ÉNONCÉS    DB    PROBLÈMES. 

lo  centre  de  gravité  de  la  surface  polyédrale  et  le  centre  de  la 
sphère  sont  en  ligne  droite.    PJ. 

23.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  sinusoïde,  de  Tare  qui  forme 
une  demi-boucle  de  la  lemniscate  de  BemouUi.    PJ. 

24.  Centre  de  gravité  d*un  arc  de  chatnette  homogène,  d'un  arc 
de  cardioîde  (r  =»  a  +  a  cos9),  d'un  arc  d'hélice  dont  Taxe  est  Taxe 
des  z  et  la  densité  représentée  par  e-*^*,    SG. 

25.  Déterminer  une  courbe  plane  passant  par  l'origine,  de  manière 
que  la  densité  de  l'arc  soit  représentée  par  une  fonction  f(s]^ 
s  étant  la  longueur  de  Tare  à  partir  de  l'origine,  et  l'ordonnée  du 
centre  de  gravité  de  cet  arc  entier  s  soit  égale  à  ^{s)\  cas  où 

f{s)  =  flJ»»,  f  (5)  =  a5^     SG. 

26.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  la  cissoTde  et  son 
asymptote,  de  Taire  circonscrite  par  la  courbe  J^^a  bt[a — j:), 
d'un  secteur  parabolique  compris  entre  la  courbe  et  deux  rayons 
vecteurs  issus  du  foyer,  de  l'aire  comprise  entre  une  branche  de  si- 
nusoïde et  l'axe  des  x.    PJ. 

27.  Centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  d'ellipse,  le 
diamètre  qui  aboutit  à  une  extrémité  de  l'arc  et  la  corde  conjuguée 
passant  à  l'autre  extrémité  ;  en  déduire  le  centre  de  gravité  d'un  seg- 
ment parabolique.    SG. 

28.  Centre  de  gravité  d'une  demi-boucle  de  la  lemniscate  de 
Bernoulli.    SG. 

29.  Déterminer  une  courbe  plane  telle  que  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  les  axes  et  une  ordonnée  x  =  A 

ait  pour  abscisse 7  •     SG. 

30.  Établir  la  relation  qui  existe  entre  les  aires  .de  quatre  triangles 
ayant  pour  bases  les  côtés  d'un  quadrilatère,  et  pour  sommet  com- 
mun le  centre  de  gravité  de  l'aire  du  quadrilatère.    SG. 

31.  Centre  de  gravité  d'une  zone  de  paraboloïde  de  révolution 
limitée  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  delà  surface  d'un  hémi- 
sphère où  la  densité  en  chaque  point  est  proportionnelle  à  sa  dis- 
tance à  la  base.    PJ. 

32.  Considérons  l'enveloppe  de  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion 

2-4-  1/ J5*  —  fl* 


ÉNONCÉS    DE    PROBLÈMES.  3l3 

a  et  p  étant  deux  paramètres  liés  par  une  relation  donnée  :  le  vo- 
lume compris  entre  cette  surface,  le  plan  xy  et  un  cylindre  parai* 
lèle  à  Taxe  des  z  aura  un  centre  de  gravité  dont  Tordonnée  sera  la 
moitié  de  celle  qui  correspond  à  Taire  interceptée  par  le  cylindre 
dans  la  surface.    PJ. 

33.  Centre  de  gravité  d'une  surface  sphérique  quelconque, 
triangle  sphérique,  surface  de  Viviani.    SG. 

34.  Centre  de  gravité  de  la  portion  de  Faire  du  paraboloïde 
az  = ^--r  comprise  entre  les  plans  des  zx  et  dos  zy  et  le  cy- 
lindre ^-+-?^=  i.    SG. 

35.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  Taire  comprise 
entre  une  parabole,  son  axe  et  une  ordonnée  perpendiculaire,  qu'çn 
fait  tourner  autour  de  la  tangente  au  sommet.    PJ. 

36.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  la  révolution  : 
i'  d*une  boucle  de  strophoïde  autour  de  son  axe  ;  2°  d'un  segment 
compris  entre  une  parabole  et  deux  rayons  vecteurs,  autour  de  Taxe 
de  la  parabole.    SG. 

37.  Centre  de  gravité  du  volume  compris  entre  les  parties  posi* 
tives  des  plans  coordonnés  rectangulaires  et  les  surfaces  de  deux 
cylindres 

38.  Volume  et  centre  de  gravité  de  Tespace  compris  entre  le  plan 
des  xy^  celui  des  xz^  le  cylindre  x*-+-^*  — ax  =  o  et  la  sphère 
x'-t-/*H-z*=a*;  la  courbe  d'intersection  est  la  courbe  de 
Viviani.    SG. 

39.  Il  existe  un  grand  nombre  de  solides  terminés  par  deux  faces 
planes  parallèles  et  tels  que  Taire  d'une  section  parallèle  à  ces 
plans  s'exprime  par  une  fonction  du  second  degré  de  sa  distance  à 
Tune  des  faces  ;  soient  h  la  hauteur,  B,  B',p  les  aires  des  faces  et  do 
la  section  moyenne  :  le  volume  est 

i/i(B^B'+4P), 

et  le  rapport  des  distances  du  centre  de  gravité  à  la  face  B  et  à  la 
face  B'  est  celui  de  B'-h-  -jtp  à  B  h-  2^.    SG. 
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40.  Centre  de  gravité  du  volume  compris  entre  le  plan  des  zx^  la 
sphère  j:«  -+-  ^  h-  z»  =  a»  et  le  paraboloïde  x*  -+- ^  =  ««  —  ans. 

PJ. 

41.  Centre  de  gravité  du  volume  compris  entre  les  parties  posi- 
tives des  plans  coordonnés  rectangulaires  et  le  paraboloïde 

abz  =  c{x-'a){j  —  b).        (PJ.) 

42.  Attraction  d'une  droite  homogène  sor  un  point,  l'attraction 
étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.    SG. 

43.  Attraction  d*un  eUipsoTde  sur  un  point  intérieur  ou  exté- 
rieur, l'attraction  s'exerçant  en  raison  inverse  de  la  quatrième  puis- 
sance de  la  distance.    SG. 

44.  Toutes  les  molécules  d'un  hémisphère  homogène  sont  douées 
d'un  pouvoir  attractif  suivant  la  loi  new^tonienne  :  en  quel  point  de 
Taxe  de  symétrie  doit-on  placer  un  point  soumis  à  l'attraction  poar 
qu'il  reste  en  équilibre?    PJ. 

45.  Déterminer  la  forme  d*un  solide  de  volume  donné,  de  manière 
qu'il  exerce  sur  un  point  donné  une  attraction  maximum,  l'attrac- 
tion étant  suivant  la  loi  newtonienne.    PJ. 

46.  La  loi  d'attraction  de  Newton  est  la  saule  avec  laquelle  une 
couche  sphérique  homogène  soit  sans  action  sur  un  point  intérieur. 

SG. 

47.  Trouver  toutes  les  lois  d'attraction  qui  ne  dépendent  que  de 
la  distance  et  avec  lesquelles  une  sphère  attire  un  point  extérieur, 
comme  si  la  masse  était  concentrée  au  centre.    PJ. 

48.  Action  d'un  anneau  sur  un  autre  situé  dans  le  plan  du  pre- 
mier et  passant  par  son  centre;  l'attraction  est  réciproque  au  cube 
de  la  distance.    SG. 

49.  Calculer  le  potentiel  d'une  masse  sphérique  indéfinie  où  la 
densité  est  e-*"  à  la  distance  r  du  centre.    SG. 

ÎH).  Un  point  est  en  équilibre  au  centre  d'un  octaèdre  régulier 
dont  les  six  sommets  ont  des  masses  égales,  et  attirent  proportion- 
nellement à  la  puissance  n  de  la  distance  :  calculer  Tattraction  subie 
par  le  mobile  quand  on  l'écarté  très  peu  de  sa  position  d*équilibre, 
et  dire  pour  quelles  valeurs  de  n  l'équilibre  est  stable  ou  non. 

SG. 

SI.  Un  ellipsoïde  de  révolution  homogène,  légèrement  aplati, 
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exerce  sur  un  point  de  sa  surface  une  attraction  représentée  par  un 
terme  constant  et  un  terme  proportionnel  au  carré  du  sinus  de  la 
latitude  :  application  à  la  Terre.    PJ. 

52.  Considérons  un  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  assez  peu  diffé- 
rents pour  qu'on  néglige  les  quatrièmes  puissances  de  Texcentricité 
des  sections  principales,  et  une  sphère  concentrique  et  de  même 
volume  :  les  deux  solides,  supposés  homogènes  et  de  même  densité, 
exercent  la  même  attraction  sur  les  points  d'intersection  de  leurs 
surfaces.    PJ. 


DYNAMIQUE  (P  Partie). 

(A  partir  de  la  XII*  Leçon  de  Sturm.) 

53.  Un  mobile  est  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  pro- 
portionnelle à  la  puissance  /^^^  de  la  distance  :  trouver  la  valeur  de 
/i,  telle  que  le  mobile  partant  d'une  distance  infinie  arrive  à  la  dis- 
tance c  du  centre  d'attraction  avec  la  même  vitesse  qu'il  aurait  à  la 

distance  7  s'il  était  parti  sans  vitesse  de  la  distance  c.    PJ. 
4 

54.  Un  point  matériel  attiré  vers  les  quatre  sommets  d'un  carré 
par  des  forces  qui  ne  dépendent  que  de  la  distance  est  éloigné  à 
une  petite  distance  du  centre  sur  une  diagonale  :  durée  des  petites 
oscillations  qu'il  exécute.    PJ. 

55.  Mouvement  d'un  point  tiré  du  repos  par  une  force  émanant 
d'un  centre  fixe  et  réciproque  au  cube  de  la  distance  :  la  loi  du 
mouvement  peut-elle  toujours  être  représentée  par  la  même  inté- 
grale?   SG. 

56.  Mouvement  d'un  point  qui  reste  sur  la  droite  joignant  deux 
centres  d'attraction  et  qui  est  attiré  vers  chacun  d'eux  suivant  la  loi 
nei^tonienne  ;  application  à  un  corps  qui  se  mouvrait  entre  la 
Terre  et  la  Lune.    SG. 

57.  Mouvement  d'un  point  attiri  proportionnellement  à  la  dis- 
tance par  un  centre  d'action  qui  se  déplace  d'un  mouvement  recti- 
ligne  et  unifprmément  accéléré;  le  point  étudié  est  d'abord  en 
repos.    PJ. 

58.  Deux  points  ont  un  mouvement  uniformément  varié  suivant 
deux  droites  quelconques;  minimum  de  leur  distance.    PJ. 
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39.  Une  bille  parfaitement  élastique  tombe  d*une  hauteur  connue 
sur  un  plan  horizontal  :  calculer  la  hauteur  à  laquelle  elle  rebondit 
après  avoir  touché  n  fois  le  plan,  en  admettant  que  Fair  offre  une 
résistance  au  mouvement  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.    PJ. 

60.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel  attiré  vers  un  centre 
Gxe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance;  le  centre  est  entouré 
d*une  atmosphère  dont  la  densité  varie  en  raison  inverse  du  cube 
de  la  distance  au  centre,  et  qui  présente  une  résistance  proportion- 
nelle à  sa  densité  et  au  carré  de  la  vitesse.    PJ. 

61.  Mouvement  rectiligne  d'un  point  attiré  proportionnellement 
à  la  distance  vers  un  centre  d'action  qui  se  meut  uniformément 
dans  un  milieu  homogène  dont  la  résistance  est  proportiomielle  au 
carré  de  la  vitesse.    PJ. 

62.  Mouvement  vertical  d'un  point  pesant,  en  supposant  la  résis- 
tance de  l'air  proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse.    SG. 

63.  Un  mobile  se  meut  dans  un  milieu  homogène  résistant  en  pro- 
portion du  carré  de  la  vitesse  :  déterminer  suivant  quelle  loi  il  doit 
être  attiré  vers  un  point  fixe  pour  qu'il  l'atteigne  dans  un  temps 
constant,  quelle  que  soit  la  distance  d'où  il  part  sans  vitesse.    SG. 

64.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires,  un  mobile  M  situé 
d'abord  sur  OX  se  meut  de  telle  sorte  que  son  ordonnée  ainsi  que 
l'angle  MOX  croissent  proportionnellement  au  temps  :  déterminer 
la  trajectoire,  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point. 

SG. 

65.  Un  point  parcourt  avec  une  vitesse  constante  i**  une  lem- 
niscate  de  Bernoulli,  2"*  une  loxodrome  sphérique  :  déterminer  l'ac- 
célération et  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  de  la  trajec- 
toire.   SG. 

66.  Démontrer  qu'un  point  attiré  vers  les  deux  foyers  d'une 
hyperbole  suivant  la  loi  de  Newton  peut  décrire  cette  courbe  si 
on  lui  suppose  au  sommet  une  vitesse  convenable  :  déterminer  la 
loi  du  mouvement  correspondant.    SG. 

67.  Quand  un  point  décrit  une  trajectoire  plane  sous  l'action 
d'une  force  toujours  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée, l'aire  comprise  entre  la  trajectoire,  un  rayon  de  courbure 
fixe,  un  autre  variable  et  Tare  correspondant  de  développée  croit 
proportionnellement  au  temps.    SG. 

68.  Si  la  parabole  décrite  par  un  point  pesant  dans  le  vide  coupe 
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UDC  droite  en  deux  points  A  et  B,  les  vitesses  du  mobile  en  ces  deux 
points,  estimées  suivant  une  perpendiculaire  à  AB,  sont  égales  et  de 
sens  contraires.    PJ. 

GO.  Un  point  décrit  une  parabole  sous  Taction  de  deux  forces; 
Tune,  perpendiculaire  à  l'axe,  est  proportionnelle  à  la  distance  du 
mobile  à  cet  axe;  Tautre  est  parallèle  à  Taxe,  mais  on  demande  de 
trouver  sa  valeur,  ainsi  que  la  loi  du  mouvement.    PJ. 

70.  Une  bille  parfaitement  élastique  est  lancée  avec  une  vitesse 
connue  d'un  certain  point  d'un  plan  incliné  sur  lequel  elle  rebondit 
en  faisant  des  angles  d'incidence  et  de  réflexion  égaux  :  trouver  la 
distance  du  z?'^™*  point  de  rencontre  au  point  de  départ.    PJ. 

7J.  Un  point  décrit  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  paral- 
lèle au  petit  axe  :  grandeur  de  la  force  et  loi  du  mouvement.    PJ. 

72.  Mouvement  d'un  point  attiré  vers  une  droite  fixe  par  une 
force  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance;  la  vitesse 
initiale  est  parallèle  à  la  droite.    SG. 

73.  Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent  proportionnellement 
à  la  distance,  et  dont  l'un  est  libre,  l'autre  obligé  de  rester  sur  une 
droite  fixe.  Cas  où  la  masse  du  point  libre  est  triple  de  celle  du 
second,  les  vitesses  initiales  étant  nulles,  et  la  droite  fixe  exerçant 
un  frottement.    SG* 

74.  Mouvement  d'un  point  M  attiré  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance vers  un  centre  d'action  qui  parcourt  un  cercle  avec  une 
vitesse  angulaire  6»  ;  M  ne  sort  pas  du  plan  du  cercle.  Cas  où  l'at- 
traction est  égale  à  la  distance  multipliée  par  w*  et  où  M  est  d'abord 
immobile  au  centre  du  cercle.    SG. 

75.  Un  corps  pesant  est  soumis  à  l'action  d'une  force  variable, 
mais  toujours  tangentielle  :  déterminer  la  grandeur  de  cette  force 
de  manière  que  la  vitesse  soit  constante  ;  courbe  décrite  par  le  mobile. 

SG. 

76.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli; 
discussion.    SG. 

77.  Un  mobile  décrit  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  tou- 
jours dirigée  vers  un  point  fixe  du  plan  :  calculer  la  loi  de  c^tte 
forco  ;  cas  particuliers.    SG. 

78.  Un  point  décrit  la  podaire,  lieu  des  projections  du  centre  d'une 
coni({ue  sur  ses  tangentes,  sous  l'action  d'une  force  dirigée  vers  le 
ceniio  :  exprimer  la  valeur  de  celte  force  en  fonction  du  rayon  vec- 
teur ;  rayon  de  courbure  de  la  podaire.    SG. 
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79.  Un  point  se  meut  de  manière  que  sa  vitesse  soit  proportion- 
nelle à  la  puissance  /i'*-™*  de  son  rayon  vecteur  et  que  la  vitesse 
aréolaire  de  ce  rayon  soit  constante  :  étudier  le  mouvement.    SG. 

80.  Un  point  décrit  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  qui 
passe  constamment  au  point  de  rencontre  de  la  directrice  et  de  Taxe: 
valeur  de  cette  force,  loi  du  mouvement.    PJ. 

81.  Un  point  décrit  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  dirigée 
vers  le  foyer;  à  un  moment  donné,  la  force  attractive  se  trouve 
doublée  :  déterminer  la  nouvelle  trajectoire.    PJ. 

82.  Un  point  matériel  posé  sur  un  plan  horizontal  poli  est  atta- 
ché à  un  point  fixe  de  ce  plan  par  un  fîl  très  mince  qui  peut  s'al- 
longer légèrement  et  exerce  alors  une  traction  proportionnelle  à 
rallongement.  Le  fil  étant  d'abord  rectiligne,  mais  sans  tension,  on 
imprime  au  point  mobile  une  vitesse  perpendiculaire  au  fil  :  étudier 
le  mouvement  résultant.    PJ. 

83.  Un  point  est  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force  propor- 
tionnelle à  la  distance  :  étudier  le  lieu  formé  par  sa  trajectoire  quand, 
la  vitesse  initiale  ayant  une  grandeur  connue,  on  lui  donne  toutes 
les  directions  comprises  dans  un  certain  plan.    SG. 

84.  Mouvement  d'un  point  sollicité  par  deux  forces  émanant 
d'un  centre  fixe;  Tune,  attractive,  est  proportionnelle  à  la  distance, 
l'autre,  répulsive,  en  raison  inverse  du  cube  de  cette  distance.  Cas 
où  à  rinstant  initial  ces  deux  forces  se  détruisent  et  où  la  vitesse 
est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur.    SG. 

85.  Un  mobile  est  attiré  vers  un  centre  fixe  avec  une  intensité 
fonction  de  la  distance  :  trouver  quelle  doit  être  la  forme  la  plus 
générale  de  cette  fonction  pour  que  la  trajectoire  soit  toujours  une 
courbe  fermée,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  vitesse  initiale, 
dont  la  grandeur  doit  seulement  rester  entre  certaines  limites.    SG. 

86.  Déterminer  la  constante  de  l'attraction  universelle  d'après  le 
mouvement  planétaire  ;  mouvement  parabolique  des  comètes  :  l'in- 
tervalle de  temps  mis  par  une  comète  pour  passer  d'une  position  à 
une  autre  peut  s'exprimer  en  fonction  de  la  distance  de  ces  deux 
positions  et  des  rayons  vecteurs  correspondants  (théorème  de 
Lambert).    SG. 

87.  Dans  le  mouvement  elliptique  on  hyperbolique  déterminé 
par  l'attraction  du  foyer,  l'intervalle  de  temps  mis  par  le  mobile 
pour  passer  d'une  position  à  une  autre  peut  s'exprimer  au  moyen 
de  la  distance  des  deux  positions,  des  deux  rayons  vecteurs  et  de 
l'axe  focal  de  l'orbite.    PJ. 
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88.  Dans  le  mouvement  elliptique,  calculer  la  plus  grande  équa- 
tion du  centre,  et,  réciproquement,  développer  Texcentricité  en 
série  suivant  les  puissances  de  cette  équation.    PJ. 

89.  Mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  par  deux 
forces  réciproques,  l'une  au  carré,  l'autre  au  cube  de  la  distance; 
quand  cette  seconde  force  est  petite,  la  trajectoire  peut  s'obtenir  en 
faisant  décrire  au  mobile  une  ellipse  qui  tournerait  autour  de  son 
foyer.    PJ. 

90.  Un  point  pesant  se  meut  dans  un  milieu  dont  la  résistance 
est  proportionnelle  à  la  densité  et  au  carré  de  la  vitesse;  la  trajec- 
toire est  une  circonférence  :  trouver  la-  loi  du  mouvement  et  celle 
de  la  variation  de  la  densité  du  milieu.    PJ. 

91.  Mouvement  d'un  point  M  attiré  vers  un  centre  0  avec  une 
force  — j-9  où  r  =  OM;  la  distance  initiale  est  a,  la  vitesse  ini- 

tiale  —  fait  l'angle  aigu  a  avec  la  droite  MO;  enfin  le  point  0  est 
entouré  d'un  milieu  non  homogène  exerçant  une  résistance  égale  à 

SiffCOSa    ,      «^ 

r 

92.  Un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  en  raison  directe  de  la 
A^^»>  puissance  de  la  distance  se  meut  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  proportionnelle  à  la  densité  et  au  carré  de  la  vitesse  : 
sachant  que  la  trajectoire  est  une  circonférence  qui  passe  au  point 
attirant,  trouver  la  loi  de  la  densité  et  celle  du  mouvement.    PJ. 

93.  On  peut  considérer  des  accélérations  d'ordre  supérieur  telles 

que  l'accélération  du  (/t—  i)^^^  orxire  ait  pour  projections  sur  les 

axes 

df^x      d'^y      d^z^ 

"dt^^     "^'     7S»' 

on  propose  de  calculer  les  projections  de  ces  suraccélérations  sur 
la  tangente  à  la  trajectoire,  la  normale  principale,  l'axe  du  plan 
osculateur.    SG. 

94.  Mouvement  d'un  point  de  masse  i  assujetti  à  rester  sur  l'in* 
tersectîon  des  deux  surfaces  2*=  a<7x,  9^*=  iGxz,  et  sollicité 
par  une  force  dont  les  composantes  rectangulaires  sont 

le  point  est  d'abord  à  l'origine  et  lancé  vers  le  haut  et  en  avant  du 
plan  des  xz  avec  la  vitesse  aÂ\    SG. 
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93.  Un  poinl  obligé  de  rester  sur  une  spirale  logarithmique  est 
attiré  vers  le  pôle  par  une  force  réciproque  au  carré  de  la  dislance: 
loi  du  mouvement,  pq  étant  nul.    PJ, 

96.  Deux  points  pesants  réunis  par  une  tige  rigide  et  sans  masse 
sont  obligés  de  rester  sur  deux  droites  situées  dans  le  même  plan 
vertical  :  petites  oscillations  du  système  quand  on  Técarte  légère- 
ment de  sa  position  d'équilibre.    PJ. 

97.  On  donne  une  série  de  courbes  homothétiques,  par  exemple 
une  série  de  cycloïdes  ayant  un  point  de  rebroussement  commun, 
où  elles  admettent  une  môme  tangente  qui  est  verticale  ;  sur  cha- 
cune de  ces  courbes  on  laisse  tomber  sans  vitesse  initiale  un  point 
pesant  à  partir  du  point  commun  :  lieu  des  positions  des  divers 
mobiles  à  une  même  époque  (courbe  synchrone).    PJ. 

98.  On  donne  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical  et  un 
point  pesant  placé  dans  son  intérieur  à  une  extrémité  du  petit  axo: 
déterminer  avec  quelle  vitesse  on  doit  le  lancer  pour  qu'après 
s'être  détaché  de  l'ellipse  il  décrive  un  arc  parabolique  passant  au 
centre  de  l'ellipse.    PJ. 

99.  Un  point  assujetti  à  parcourir  une  ellipse  est  attiré  vers  le 
centre  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance  et  vers  les  deui 
foyers  par  des  forcer  réciproques  au  carré  de  la  distance.:  montrer 
que  la  pression  exercée  sur  la  courbe  est  réciproque  au  rayon  de 
courbure  ;  examiner  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  qui  rendrait  la 
pression  toujours  nulle  et  interpréter  les  trois  parties  dont  se  com- 
pose le  carré  de  cette  vitesse.    SG. 

400.  Un  point  non  pesant,  assujetti  à  rester  sur  une  circonfé- 
rence, est  attiré  vers  un  point  de  cette  courbe  par  une  force  fonction 
de  la  distance  :  déterminer  celte  fonction  de  manière  que  la  pression 
exercée  sur  le  cercle  soit  constante  ;  nature  du  mouvement  produit. 

SG. 

101.  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  cycloïde  à  base  hori- 
zontale, tournant  sa  convexité  vers  le  bas  et  engendrée  par  un 
cercle  de  rayon  /7;  un  fil  sans  masse,  de  longueur  6 a,  est  fixé  par 
un  bout  au  point  de  rebroussement  de  la  cycloïde  et  porte  à  son 
autre  extrémité  une  petite  masse  à  laquelle  on  donne  une  vitesse 
horizontale  ^Sga  ;  mouvement  du  système,  tension  du  fil.    SGr. 

102.  Deux  masses  pesantes  se  meuvent  sur  un  cercle  vertical  de 
manière  que  leurs  vitesses  au  point  le  plus  bas  soient  égales  :  mon- 
trer que  la  corde  qui  joint  les  positions  simultanées  des  deux  pen- 
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dules  enveloppe  an  cercle;  interprétation  de  Fintégrale  de  Féqua- 
tion  d'Euler  donnée  par  Jacobi.  Remarquer  que,  s'il  existe  un 
polygone  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  en  existe 
une  infinité.    S6. 

103.  Courbe  sur  laquelle  il  faut  laisser  glisser  un  point  pesant 
pour  qu'il  descende  de  hauteurs  égales  dans  des  temps  égaux  ;  on 
donne  la  vitesse  initiale,  qu'on  suppose  dirigée  verticalement.    PJ. 

101.  Un  point  pesant  reçoit  une  vitesse  horizontale  connue  et 
dirigée  vers  un  point  0  :  quelle  est  la  courbe  sur  laquelle  on  doit 
Tobliger  à  rester  pour  que  sa  distance  au  point  0  décroisse  unifor- 
mément?   PJ. 

105.  Sur  quelle  courbe  doitH)n  faire  mouvoir  un  point  attiré  vers 
un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance  pour  que  le  rayon 
vecteur  issu  du  centre  attractif  tourne  uniformément  ?    PJ. 

106.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  telle  qu'un 
point  pesant,  obligé  de  la  parcourir  et  lancé  avec  une  vitesse  a, 
exerce  une  pression  proportionnelle  à  la  /t*^^  puissance  de  sa  dis- 

tance  i  Fhorizontale  située  à  la  distance  —  au-dessus  du  point  do 

départ.    PJ. 

107.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  telle  qu'un 
point  pesant  assujetti  à  la  suivre  exerce  une  pression  proportion-  ' 
nelle  à  la  composante  normale  du  poids  ;  cas  d'intégrabilité.    SG. 

108.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  qui  éprouve 
une  pression  constante  de  la  part  d'un  point  pesant  obligé  de  la 
suivre  et  animé  d'abord  d'une  vitesse  horizontale  connue  ;  étudier 
complètemeni  la  forme  de  la  courbe.    SG. 

109.  Trouver  une  courbe  plane  telle  qu'un  point  obligé  de  la 
suivre,  partant  sans  vitesse  d'un  point  0,  mais  attiré  vers  un  centre 
connu  proportionnellement  à  la  distance,  arrive  en  un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe  dans  le  même  temps  que  s'il  s'était  mû  sur 
la  droite  OM.    SG. 

iiO.  Déterminer  sur  une  surface  quelconque  la  courbe  tauto- 
chrone  pour  un  point  sollicité  par  des  forces  connues  :  la  compo- 
sante tangentielle  de  la  force  motrice  doit  être  égale  à  la  force  qui 
produirait  un  mouvement  rectiligne  tautochrone.    SG. 

111.  Déterminer  dans  un  plan  une  courbe  tautochrone  pour  un 
mobile  attiré  vers  un  point  du  plan  en  raison  directe  de  la  distance 
ou  en  raison  inverse  de  son  carré.    56. 
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112.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  tautochrone 
pour  un  point  pesant  qui  éprouve  de  la  part  du  milieu  ambiant  une 
résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.    SG. 

113.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires,  déterminer  dans 
leur  plan  les  courbes  tautochrones  pour  un  point  attiré  vers  OX 
par  une  force  égale  à  kj^\  l'extrémité  des  arcs  parcourus  est  Tori^ 
gine.    PJ. 

114.  Quand  on  considère  un  ix|.obiIe  qui  doit  rester  dans  un  plan 
et  qui  est  sollicité  par  une  force  dont  les  composantes  sont  les  dé- 
rivées partielles  d'une  môme  fonction,  on  peut,  sans  l'emploi  du 
calcul  des  variations,  démontrer  que  dans  la  brachistochrone  la 
pression  exercée  sur  la  courbe  est  double  de  la  composante  nor- 
male de  la  force  motrice.    SG. 

115.  Déterminer  la  brachistochrone  :  i"*  pour  un  point  pesant; 
a*"  pour  un  point  mobile  dans  un  plan  et  attiré  vers  un  de  ses  points 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.    SG. 

,  116.  Calculer  l'amplitude  et  la  durée  des  petites  oscillations  d'un 
pendule  circulaire  en  supposant  la  résistance  de  Tair  en  raison  do 
carré  de  la  vitesse.    PJ. 

117.  Calculer  l'expression  la  plus  générale  de  la  force  tangentielle . 
dans  le  mouvement  tautochrone.    PJ. 

118.  Déterminer  dans  un  plan  vertical  une  courbe  telle  qu'un 
point  pesant  obligé  de  la  suivre  et  éprouvant  une  résistance  pro- 
portionnelle au  carré  de  sa  vitesse,  après  avoir  été  lancé  d'un  point 
de  la  courbe  aveo  une  vitesse  convenable,  arrive  en  un  point  quel* 
conque  avec  une  vitesse  égale  à  celle  qu'il  acquerrait  en  tombant, 
dans  le  même  milieu,  d^une  hauteur  égale  à  l'arc  qui  le  sépare  d'un 
second  point  fixé  sur  la  courbe.    PJ. 

119.  On  donne  une  cycloïde  dépolie  dont  Taxe  est  vertical  et  la 
convexité  tournée  vers  le  haut  :  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  pesant  posé  sur  celte  courbe  et  ayant  au  sommet  une  vitesse 
donnée  ;  point  où  le  mobile  s'arrête  ou  s'échappe.    SG. 

120.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  dépolie  tracée 
sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  ;  discuter  les  divers  cas 
d'après  la  vitesse  initiale.    SG. 

121.  Mouvement  d'un  point  pesant  obligé  de  rester  sur  un  cy- 
lindre droit  à  axe  vertical  et  attiré  vers  un  point  fixe  par  une  force 
proportionnelle  à  la  distance.    SG. 
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122.  Mouvement  d*un  point  non  pesant  assujetti  à  rester  sur  la 
surface  d'un  cône  droit  et  attiré  vers  Taxe  par  une  force  qui  lui 
est  perpendiculaire  et  varie  en  raison  directe  de  la  distance  du 
mobile  à  Taxe.  Cas  où  le  demi-angle  du  cône  est  de  3o  degrés.    SG. 

123.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  paraboloîde  de  révo- 
lution dont  Taxe  est  vertical  et  la  convexité  tournée  vers  le  bas;  la 
différence  d'azimut  d'un  maximum  et  du  minimum  qui  le  suit  est 

>-)  théorème  analogue  de  M.  Puiseux  sur  le  pendule;  loi  des 

petites  oscillations.  Tautochrone  sur  la  surface.    SG. 

124.  D'un  point  pris  à  volonté  sur  un  méridien  d'une  surface  de 
révolution  à  axe  vertical,  on  lance  un  point  pesant  suivant  la  tan« 
gente  au  parallèle  avec  une  vitesse  qui  est  fonction  connue  des 
coordonnées  du  point  de  départ.  Déterminer  la  surface  de  manière 
que  le  mobUe  assujetti  à  rester  dans  son  intérieur  décrive  tou» 
jours  un  parallèle.    PJ. 

125.  Trouver  une  surface  passant  par  une  courbe  donnée,  une 
hélice  par  exemple,'  et  telle  qu'un  point  pesant  parcoure  cette 
courbe  quand  on  le  pose  sur  la  surface,  en  un  point  de  la  courbe, 
et  qu'on  lui  imprime  une  vitesse  convenable.    PJ. 

126.  Déterminer  toutes  les  surfaces  telles  qu'un  point  pesant 
abandonné  sans  vitesse  en  un  quelconque  de  leurs  points  et  obligé 
de  rester  sur  la  surface  glisse  toujours  le  long  d'une  ligne  de  plus 
grande  pente.    SG. 

127.  Trouver  l'équation  et  la  forme  des  lignes  géodésiques  i^'sur 
une  surface  de  révolution,  a"^  sur  un  ellipsoïde  :  une  ligne  géodé- 
sique  est  la  trajectoire,  d'un  point  qui  n'est  soumis  i  aucune  force 
extérieure.    SG.. 

128.  Le  mouvement  relatif  d'un  point  est  identique  au  mouve- 
ment absolu  qu'il  prendrait  si  aux  forces  qui  agissent  réellement 
sur  lui  on  ajoutait  deux  forces  fictives  :  la  première  égale  et  de 
sens  contraire  à  celle  qui  produirait  le  mouvement  d'un  point  égal 
au  point  donné,  coïncidant  avec  lui  à  l'époque  considérée,  mais  ne 
bougeant  plus  par  rapport  au  système  de  comparaison  ;  la  seconde 
est  égale  au  double  produit  de  la  vitesse  relative  par  la  vitesse  de 
rotation  du  mouvement  d'entraînement  et  par  le  sinus  de  l'angle  de 
la  vitesse  relative  et  de  l'axe  de  la  rotation  ;  elle  est  perpendiculaire 
à  ces  deux  droites  et  à  gauche  de  la  première  par  rapport  à  la 
seconde.    SG. 
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129.  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
qui  tourne  autour  d'une  verticale  avec  une  vitesse  constante  :  dé- 
terminer la  courbe  de  manière  que  le  point  se  meuve  suivant  une 
loi  donnée.    PJ. 

i30.  Un  point  décrit  une  orbite  connue  sous  l'action  d'une  force 
émanant  d'un  centre  fixe  0  :  quelle  force  faudrait-il  adjoindre  à  la 
force  donnée  pour  que,  sans  changer  aux  diverses  époques  la  dis- 
tance du  mobile  au  point  0,  la  vitesse  angulaire  de  son  rayon  vec- 
teur augmente  seule  dans  une  proportion  constante  et  connue? 

PJ. 

i31.  Mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  une 
droite  qui  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  vertical  non  situé 
dans  le  même  plan.    PJ. 

132.  Même  question  en  supposant  l'axe  de  rotation  horizontal. 
V,  SG. 

133.  Une  horizontale  GA  est  liée  invariablement  à  un  axe  vertical 
ÂB  ;  à  l'extrémité  G  s'articule  une  tige  qui  peut  prendre  toutes  les 
directions  dans  le  plan  ABC,  mais.qui  coupe  AC  et  qui  se  termine 
par  une  boule  très  lourde  :  forme  d'équilibre  quand  le  plan  ABC 
tourne  uniformément  autour  de  AB;  condition  pour  que  ce  régu- 
lateur soit  le  plus  sensible  possible.    SG. 

134.  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  poli  qui 
tourne  uniformément  autour  d'un  axe  vertical.    SG. 

135.  Un  point  attiré  vers  un  centre  0  par  une  force  fonction  de 
la  distance  se  meut  de  manière  à  se  trouver  toujours  sur  une 
spirale  logarithmique  qui  aurait  son  pôle  en  0  et  tournerait  alen- 
tour avec  une  vitesse  angulaire  constante  dans  un  plan  horizontal  : 
trouver  la  loi  de  la  force  et  la  nature  de  la  trajectoire.    SG. 

136.  Influence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  ap- 
parent des  projectiles  et  sur  le  pendule  sphérique.    SG.    PJ. 

137.  Mouvement  d'un  point  posé  sur  un  plan  horizontal  poli  et 
attaché  par  une  tige  rigide  et  sans  masse  i  un  point  qui  parcourt 
uniformément  un  cercle  du  plan.    PJ. 

138.  Oscillations  d*un  pbint  pesant  placé  à  l'intérieur  d'un  cy- 
lindre droit  dont  l'axe  est  dirigé  suivant  la  tangente  au  parallèle 
du  lieu  d'observation  :  on  tient  compte  de  la  rotation  do  la  Terre. 

PJ. 
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TRAKSLÀTlOlî    d'uH    COUPLE    DAKS    W    PLAH    PARALLÈLE 

AU    SIEN. 

339.  On  appelle  couple  l'ensemble  de  deux  forces 
égales,  parallèles  et  de  sens  contraires,  agissant  aux  extré- 
mités d'une  droite.  On  sait  qu'un  couple  ne  peut  pas  être 
tenu  en  équilibre  par  une  simple  force  (33). 

Le  bras  de  levier  d'un  couple  est  la  perpendiculaire 
commune  menée  entre  les  directions  des  forces.  On 
nomme  moment  d'un  couple  le  produit  de  l'une  de  ses 
forces  par  le  bras  de  levier. 

Stcbm.  —  ^ec.,  11.  I 
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340.  Un  couple  peut  être  transporté  parallèlement  à 
lui-même  flans  son  plan  ou  dans  tout  plan  parallèle  et 
tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan  sans  que  son 
action  sur  le  corps  auquel  il  est  appliqué  soit  changée, 
pourvu  qu'on  suppose  le  nouveau  bras  de  levier  inva- 
riablement Jîxé  au  premier. 

En  effet,  soient  (P,  —  P)  le  couple  proposé  et  AB  son 
bras  de  levier.  Soit  CD  une  droite  égale  et  parallèle 

à  AB.  Appliquons  perpen- 
diculairement à  CD,  aux 
points  C  et  D,  les  forces  P', 
_  p/,  p',  _  p//,  égales  et 

parallèles  à  P.  L'état  du 
système  ne  sera  pas  changé 
par  Tintroduction  de  ces 
nouvelles  forces.  Or  les  forces  P  et  P'  se  composent  en 
une  seule  2P,  parallèle  k  leur  direction  et  appliquée  an 
point  O,  milieu  de  la  diagonale  AD.  Les  forces  —  P, 
—  P'  ont  de  même  pour  résultante  une  force  — aP 
appliquée  au  point  O  et  qui  détruit  la  force  a  P.  Il 
ne  reste  donc  que  les  deux  forces  P^,  —  W^  c^est-à-dire 
le  couple  (P,  — P)  transporté  parallèlement  à  lui- 
même. 

341.  Soit  ensuite  un  couple  (P,  —  P)  dont  AB  est  le 

bras  de  levier,  et  soit  CD  une 
droite  égale  à  AB,  située  dans 
le  plan  des  forces.  Supposons 
que  les  deux  droites  AB  et  CD 
se  coupent  au  point  O  en  deux 
parties  égales. 

Appliquons  aux  deux  points  C  et  D,  perpendiculaire- 
ment à  CD,  quatre  forces  égales  à  P  et  parallèles,  savoir: 
P',  P'',  —  P',  —  P".  Les  deux  forces  P  et  P'  se  composent 
en  une  seule  R  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la  bis- 
sectrice de  Tangle  AFC,  c'est-à-dire  suivant  OF,  car  les 
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deax  triangles  rectangles  OFA  et  OFC  ont  même  hypo- 
ténuse et  deux  côtés  égaux  OA,  OC.  De  même  les  deux 
forces  —  P  et  —  P'  ont  une  résultante  —  R  égale  et  di- 
rectement opposée  à  R.  Les  deux  forces  R,  —  R,  se  dé- 
tioiisant,  il  reste  le  couple  (P",  — P'^)  qui  n'est  autre 
chose  que  le  couple  (P,  —  P)  que  Ton  aurait  fait  tourner 
dans  son  plan  et  d'un  angle  quelconque  autour  du  milieu 
de  son  bras  de  levier. 

De  ces  deux  propositions  réunies  on  conclut  le  théo- 
rème énoncé  (340). 

iQUIVÀLEnCB  DES  COUPLES  QUI  OAT  LE  MÊME  MOMENT. 

342.  Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre  , 
couple,  de  bras  de  levier  différent,  poun^u  que  leurs 
moments  soient  égaux. 

En  effet,  soit  le  couple  (P,  —  P)  dont  le  bras  de  levier 
est  AB.  Appliquons  sur  BC,  comme  bras  de  levier,  deux 
Fig.  ..3.  couples  (Q,  -Q),  (Q',  -  Q'), 

_  Q  égaux  et  contraires ,  ce  qui  ne 
change  pas  Tétat  du  système. 
^  Les  forces  —  P  et  —  Q',  ap- 
pliquées au  même  point,  ont 
^  une  résultante  — (P+Q'). 
Les  deux  forces  P  et  Q',  parallèles  et  de  même  sens,  ont 
une  résultante  P-f-Q^  qui  passera  par  le  point  B,  si 

Von  a 

P       BC 

et  qui  détruira  la  force  —  (P-f-  Q')  appliquée  au  même 
point.  Il  ne  restera  donc  que  le  couple  (Q,  —  Q)  appli- 
qué au  bras  de  levier  BC  et  de  même  moment  que  le 
couple  proposé,  car  IVgalité  (i)  donne 

(a)  PXAB  =  QXBC. 

343.  Il  n'y  a  donc  à  considérer  dans  un  couple  que  la 
position  de  son  plan,  son  moment  et  le  sens  suivant  lequel 

I. 


-Q' 
-P 


;i 


B 
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il  tend  à  faire  tourner  son  plan.  Pour  connaître  le  sens 
d*un  couple,  il  faut  supposer  fixe  le  milieu  du  bras  de 
levier  et  examiner  dans  quel  sens  chaque  force  tend  n  faire 
tourner  ce  bras  de  levier  dans  son  plan.  Il  ne  faut  pas 
confondre  cette  rotation  fictive  avec  celle  du  corps  auquel 
le  couple  est  supposé  appliqué,  car  en  général  le  corps 
ne  tournerait  pas  autour  d'une  droite  perpendiculaire  au 
plan  du  couple,  menée  par  le  milieu  du  bras  de  levier. 

COMPOSITION   DES    COUPLES    SITUÉS   DANS    UN    M&UE   PLAN 
OU    DANS    DES    PLANS    PARALLÈLES. 

344.  Deux  couples  situés  dans  un  même  plan  ou  dans 
des  plans  parallèles  se  composent  en  un  seul^  situé  dans 
un  plan  parallèle  à  celui  des  couples  proposés,  et  dont 
le  moment  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
moments  des  couples  composants,  suivant  quils  tendent 
à  faire  tourner  leur  plan  dans  le  même  sens  ou  en  sens 
contraires. 

Soient,  en  eflTet,  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q)  ces  deux  cou- 
ples, et  Pj  q  leurs  bras  de  levier.  Nous  pouvons  les  rem- 
placer par  deux  autres  couples  (P',  — P'),  (Q',  — Q'), 
appliqués  sur  un  même  bras  de  levier  d  et  situés  dans  un 
plan  parallèle  aux  plans  des  couples  composants,  pourvu 

que  Vou  ait 

Vd=^Vp,     q'd  =  qq. 

Ces  deux  couples,  ayant  môme  bras  de  levier,  se  composent 
évidemment  en  un  seul  [  P'  -h  Q',  —  (P'  4-  Q')  ]  s'ils  sont 
de  même  sens  et  [P'— Q',  —  (P'— Q')]  «'^'s  soûl  de 
sens  contraires.  Dans  le  premier  cas,  le  moment  du  couple 
résultant  sera 

et;  dans  le  second  cas, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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345.  On  conclut  de  là  que  des  couples  en  nombre 
quelconque,  situés  dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans 
parallèles,  se  composent  en  un  seul  situé  dans  un  plan 
parallèle  à  ceux  des  couples  proposés,  et  dont  le  mo^ 
ment  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces 
derniers,  en  regardant  comme  positifs  les  moments  des 
couples  qui  tendent  à  faire  tourner  leur  plan  dans  un  cer- 
tain sens,  et  comme  négatifs  les  moments  des  couples  qui 
tendent  à  faire  tourner  leur  plan  dans  le  sens  opposé. 

346.  D'où  résulte  qu^un  couple  peut  être  décomposé 
d'une  infinité  de  manières  en  autant  de  couples  que  l'on 
voudra,  situés  dans  des  plans  parallèles;  car  on  peut 
prendre  i  volonté  les  moments  de  tous  ces  couples,  à  l'ex- 
ception d'un  seul. 


COMPOSITIOir   DES    COUPLES    SITUÉS    DAlfS   DES    PLÀIfS 

QUELCONQUES. 

347.  Considérons  maintenant  deux  couples  situés  dans 
deux  plans  lAH,  KAH,  qui  font  un  angle  quelconque. 

On  peut  d'abord  remplacer  ces  deux  couples  respecti- 
vement par  deux  autres  équivalents,  (P,  —  P),  (Q,  — Q), 
Fig.  114.  ayant  un  même  bras  de 

levier  AH,  pris  sur  l'in- 
tersection des  deux  plans. 
Les  forces  P  et  Q,  repré- 
sentées par  les  droites  ÂB 
et  AC9  se  composent  en 
une  seule  R  représentée 
par  AD,  diagonale  du  pa- 
rallélogramme ABCD.  De 
même  les  forces  —  P  et 
—  Q  donnent  une  résultante  évidemment  égale  et  parallèle 
à  la  premiére,maisdesens contraire.  Donc  lesdeux  couples 
(p,  —  P),  (Q,  —  Q)  se  composent  en  un  seul  (R,  —  R). 
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Les  moments  des  trois  couples  sont 

P  X  AH,     Q  X  An,     R  X  AH. 

Ils  sont  donc  entre  eux  comme  les  forces  P,  Q,  R  et  peu- 
vent être  représentés  par  les  droites  AB,  AC,  AD.  De  là 
le  théorème  suivant  : 

«Si  /'o/i  mène  dans  les  plans  des  deux  couples  donnés 
deux  droites  A6,  AC,  perpendiculaires  à  l'intersection 
de  ces  plans  et  proportionnelles  aux  moments  de  ces 
couples,  la  diagonale  AD  du  parallélogramme  ABCD, 
construit  sur  ces  deux  droites,  représentera  en  grandeur 
le  moment  du  couple  résultant^  dont  le  plan  passera  par 
cette  diagonale  et  par  V intersection  AH. 

AUTRE  ICAHIÈRE  DB  PRÉSEUTER  LA  COMPOSITIOIf  DES  COUPLES. 

348.  On  peut  présenter  sous  une  autre  forme  les  théo- 
rèmes relatifs  à  la  composition  des  couples.  Soit  (P,  —  P) 

un  couple  quelconque  dont  le 
bras  de  levier  AB  est  p.  Par  uu 
point  O  pris  à  volonté  sur  le  bras 
de  levier  soit  menée  une  droite 
OL,  perpendiculaire  au  plan  du 
couple,  et  dont  la  grandeur  re- 
présente le  moment  Pp  du  couple.  Supposons  cette 
droite  dirigée  d'un  côté  de  ce  plan  tel,  qu'un  observa- 
teur placé  sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds  sur  le 
plan  et  Toeil  au  point  L,  verrait  tourner  ce  plan  dans  un 
sens  convenu,  par  exemple  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 
La  direction  et  la  longueur  de  OL  déterminent  com- 
plètement le  sens  et  la  grandeur  du  couple  (P,  —  P). 
Nous  appellerons  cette  droite  le  moment  linéaire  du 
couple. 

349.  La  considération  du  moment  linéaire  rend  1^ 
énoncés  relatifs  à  la  composition  des  couples  entièrement 
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semblables  à  ceux  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces. 

D^abord  on  voit  aisément  que  le  moment  linéaire  du 
couple  résultant  de  plusieurs  couples  situés  dans  des 
plans  parallèles  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  linéaires  des  couples  composants. 

350.  Considérons  maintenant  deux  couples  dont  les 
plans  forment  un  angle  (Jig.  ii4,  p.  5).  Menons  dans 
le  plan  ÂBDC,  perpendiculaire  à  AH,  la  droite  AL  per- 
pendiculaire et  égale  à  AB.  Si  la  droite  AL  est  dirigée 
dans  un  sens  tel,  qu'un  observateur  placé  sur  AL  voie  le 
couple  (P,  —  P)  entraîner  son  plan  de  la  gauche  vers  la 
droite,  cette  ligne  sera  le  moment  linéaire  du  couple 
(P,  — P).  Menons  ensuite  dans  le  plan  ABDC  les  deux 
droites  AG  =  AD  et  AM  =  AC  faisant  avec  AL  des  angles 
respectivement  égaux  aux  angles  BAD  et  BAC  :  AG  sera 
à  la  fois  perpendiculaire  aux  lignes  AC,  AH  et  par  suite 
au  plan  DAH  du  couple  (R,  — R)  :  par  la  même  rai- 
son AM  sera  perpendiculaire  au  plan  CAH  du  couple 
(Q,  —  Q).  En  outre,  si  Ton  imagine  que  ces  plans  DAH, 
CAH  tournent  autour  de  AH  jusqu'à  ce  qu'ils  soient 
rabattus  sur  le  plan  BAH,  les  perpendiculaires  à  ces 
trois  plans  coïncideront  et  seront  dirigées  dans  le  même 
iens.  Ces  trois  perpendiculaires  sont  donc  les  moments 
linéaires  des  trois  couples.  Or  la  figure  ALGM  est  un 
parallélogramme  égal  au  parallélogramme  ABCD.  Car  en 
plaçant  AL  sur  AB,  AG  tombera  sur  AD  et  AM  sur  AC. 
Donc  deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se 
composent  en  un  seul  dont  le  moment  linéaite  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  qui  a  pour  côtés  les 
moments  linéaires  des  deux  couples  composants. 

351.  Ainsi  les  couples  se  composent  comme  des  forces 
qui  seraient  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
leurs  moments  linéaires,  et  qui  passeraient  par  un  même 
point,  puisqu'on  peut  transporter  les  plans  des  couples 
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parallèlement  k  eux-mêmes,  de  manière  que  leurs  plans 
passent  par  un  même  point.  Par  conséquent,  le  moment 
linéaire  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de 
couples  sera  représenté  par  le  dernier  côtéd*un  polygone 
dont  les  autres  côtés  seraient  égaux  et  parallèles  aux 
moments  linéaires  des  couples  composants;  trois  couples 
se  composeront  en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  sera 
la  diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  les  moments 
linéaires  des  couples  composants,  etc.  Ces  théorèmes 
conduiront  a  Texpression  analytique  de  la  résultante  d'un 
nombre  quelconque  de  couples  dont  les  moments  linéaires 
seraient  rapportés  a  trois  axes  rectangulaires  quelconques. 
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COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPUQUÉES 
A  UN  SYSTÈME  INVARIABLE. 

Rédaction  des  forces  appliquées  &  un  système  inyartable.  — -  Équilibre 
d'on  système  de  forces  parallèles  situées  dans  un  même  plan.  —  Com- 
position et  équilibre  d*un  système  de  forces  situées  dans  un  même 
plan.  —  Équations  générales  de  Téquilibre. 


aÉDUCTIOJf    DES    FORCES    APPLIQUÉES   A    UN    SYSTÈME 

INVARIABLE. 

3S2.  Considérons  un  corps  solide  invariable,  auquel 
Fig*  >i6-  sont   appliquées   en   diffé- 

-^    rents  points  A,  B,  C, .  . . , 

•^^      \     .  y^S^^  ^?«  ^^^^^  ï*»  ^'^  ^"^ . . . .  Ap. 

pliquons  au  point  O,  pris  a 

volonté  dans  le    corps  ou 
f         \.  ^^  lié  invariablement  avec  lui, 

des  forces  égales  et  con- 
traires deux  à  deux  et  égales  respectivement  à  P,  P', 
P''^, ....  L'introduction  de  ces  nouvelles  forces  ne  change 
pas  Tétat  du  système,  mais  elle  permet  de  réduire  Ten- 
semble  des  forces  à  une  force  unique  et  à  un  couple.  En 
eflet,  on  peut  d^abord  composer  toutes  les  forces  P,  P', 
P'^, . . .  ,  appliquées  au  point  O,  en  une  seule  R  et  ensuite 
Fig.  1 17.  réduire  à  un  seul  couple  tous  les 

r»  couples   (P,— P),    (P',  — P'), 

y*"""^"^  (P",  —  P''),  etc.  Par  conséquent^ 

'  toutes^  les  forces  appliquées  à 

un  corps  solide  peuvent  se  ré- 
flaire  à   une  force  unique  R, 
résultante  ((es  forces  P,  P',  F", . . . ,  transportées  pa- 
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rallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  arbitraire  0  et 
à  un  couple  unique  (S,  —  S). 

On  doit  remarquer  que  la  grandeur,  la  direction  et  le 
sens  de  la  résultante  R  ne  changent  pas  avec  le  point  O; 
mais  le  moment  et  la  position  du  couple  résultant  chan- 
gent avec  ce  point. 

3o3.  Comme  une  force  ne  peut  pas  faire  équilibre  à  un 
couple,  il  faut,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  la  force  R 
et  le  couple  (S,  — S)  soient  nuls  séparément;  en  d'autres 
termes,  quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  les 
forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un 
point  quelconque  se  font  équilibre  autour  de  ce  point, 
et  les  couples  résultant  de  la  translation  de  ces  forces 
doiv^ent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  conditions  sont 
d'ailleurs  suffisantes. 

354.  Si  le  système  admet  une  résultante  unique,  une 

force  R'  égale  et  contraire  à 
cette  résultante  devra  faire 
I— s  équilibre  à  la  force  R  et  au 
couple  (S,  — S).  Appliquons 
donc  au  point  O  deux  forces 
R',  —  R'.  Il  doit  y  avoir 
""*'"  équilibre    entre    les    deux 

couples  (R',  —  R'),  (S,  —  S)  et  les  deux  forces  R  et  R'. 
Or  ces  deux  dernières,  devant  nécessairement  se  détruire, 
doivent  être  égales  et  directement  opposées. Donc, en  sup< 
primant  les  forces  R'  et  —  R'  qu'on  avait  appliquées  au 
point  O,  on  voit  que  la  force  R  appliquée  en  O  et  la 
force  R'  appliquée  en  H  forment  un  couple  qui  fait  équi- 
libre au  couple  (S,  — S).  Donc  les  plans  de  ces  deux 
couples  sont  parallèles,  et  par  conséquent  la  force  R  est 
parallèle  au  plan  du  couple  résultant. 

Celte  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si  elle  est 
remplie,  on  pourra  toujours,  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  du  couple  (S,  — S),  placer  une  force  J[R'  ^tz  fl),  de 
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telle  sorte  que  le  couple  (R,  — R)  détruise  le  couple 
(S,  —  S).  Alors  la  force  R'  faisant  équilibre  à  la  force  R 
et  au  couple  (S,  —  S),  une  force  égale  et  directement 
opposée  à  R'  sera  la  résultante  du  système. 

355.  Nous   avons  vu  qu'un  nombre  quelconque  de 
Fie.  1  iq.      f^^ccs  appliquées  à  un  syslémeinvariable  dans 

l'espace  se  réduisait  à  une  force  R  et  à  un 
couple  (S,  —  S)  qui  ne  sont  pas  en  général 
situés  dans  des  plans  parallèles.  En  transpor- 
tant le  couple  (S,  —  S)  parallèlement  à  lui- 
môme  jusqu'à  céque  l'une  des  forces, — S,  passe 
par  un  point  O  de  la  force  R,  les  forces  — S 
et  R  se  composent  en  une  seule  T,  non  située 
dans  le  plan  du  couple  (S,  —  S),  si  la  force  R  elle-même 
n'y  est  pas  contenue.  Ainsi,  un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à  un  système  invariable  peuvent  se  ré- 
duire à  deux  forces  S  etT  qui  sont,  en  général ,  dans 
des  plans  différents^  et  dont  V une  passe  par  un  point  O, 
entièrement  arbitraire.  Cette  réduction  peut  s*opérer 
d'une  infini  lé  de  manières,  même  sans  déplacer  le  point  O, 
soit  en  faisant  tourner  le  couple  autour  du  point  O,  soit 
en  changeant  ce  couple  en  un  autre  de  même  moment. 

ÉQUILIBRE    D*1Ilf    SYSTEME    DE    FORCES    PARALLÈLES    SITUÉES 

DANS    UN    MÊME   PLAN. 

356.  Par  un  point  O  du  plan  des  forces  P,  P',  P'^.*. . . , 

menons  une  droite  x'Ox 
perpendiculaire  à  la  direc- 
tion commune  de  ces  forces. 
Appliquons  au  point  O  des 
forces  égales  et  directement 
opposées,  d'ailleurs  égales 
c!t  parallèles  respectivement 
à  P,  P',  P",    ...  On  n'aura 

plus  qu'à  considérer  les  forces  P,  P',  P", . .  . ,  appliquées 


< 
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au  point  O,  et  les  couples  (P,  —  P),  (P',  —  P'), La 

résullante  des  forces  appliquées  en  O  devant  être  nulle, 
on  aura 

(l)  P-f-P'H-P^-h...=:0, 

en  considérant  comme  positives  les  forces  qui  tirent  dans 
un  sens,  et  comme  négatives  celles  qui  tirent  dans  le 
sens  oppose. 

357.  Ensuite  le  moment  du  couple  résultant  de  tous 
les  couples  (P,  —  P)  (P',  — P') , .  . .  devant  être  nul,  on 
aura,  en  nommant  x,  x\  x"^. .  .  les  bras  de  leviers  des 
couples  composants, 

(2  )  Px  4-  P'x'  -f-  P'x'. .  .  —  o. 

Cette  égalité  aura  lieu  en  regardant  les  forces  P,  P', 
P'^, . . .  comme  positives  ou  négatives,  suivant  leur  sens, 
et  les  bras  de  levier  comme  positifs  ou  négatifs,  suivant 
quMls  seront  situés  d'un  côté  ou  de  Tautre  du  point  O. 
En  discutant  les  quatre  cas  qui  peuvent  se  présenter 
relativement  au  sens  de  cbaque  force  et  k  la  position  de 
son  point  dUpplication,  on  verra  que  chacun  des  produits 
Pj?,  P'o/,.  . .  prend  de  lui-même  le  signe  qui  convient 
au  moment  qu'il  représente. 

358.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre,  elles 
se  réduiront  à  une  force  R  et  à  un  couple  (S,  —  S),  lesquels 
auront  une  résultante  unique;  car  Ret(S,  —  S)  sont  dans 
un  même  plan.  En  efTet^  en  introduisant  une  force  —  R, 
égale  et  parallèle  à  R,  appliquée  à  un  point  dont  Xi  sera 
Tabscisse,  il  y  aura  équilibre,  si  Ton  pose 

Rx,  =  Pj:-f-P'x'-{ 

Puisque  d'ailleurs 

R=P-i-P'-hP'^-4-...r 
on  aura  donc 

__  P.r  -f-  P'x*  -h  P'jr"  -4-.  .  . 
^'  ~"  PH-P'4-P''... 
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Ces  formules  délerminent  la  grandeur  et  la  position 
de  la  résultante  du  système,  laquelle  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  force  —  R  qui  lui  fait  équilibre. 

359.  Si  la  force  R  était  nulle,  le  système  se  réduirait 
au  couple  (S, —  S),  qui  ne  pourrait  pas  être  tenu  en  équi- 
libre par  une  simple  force.  Dans  ce  cas  seulement  il  n'y 
aurait  pas  de  résultante  unique. 

COHFOSITIOlf    ET    ÉQUILIBr.B    d'uN    SYSTEME    DE    FOECES 
SITUÉES    DIKS    UN    MÊME    PLAN. 

360.  Soient  P,  P',  P", . . . ,  les  forces  données;  d*un 

point  quelconque  O,  pris  dans 
leur  plan,  abaissons  sur  leurs 
directions  les  perpendiculaires 
OA,  OB,  OC, . . . ,  et  regardons 
A,  B,  C, . . .  comme  les  points 
d^applicaiiou  des  forces  corres- 
pondantes. Transportons  toutes 
ces  forces  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  O.  Elles  auront  une  certaine  résul- 
tante Ry  et  les  couples  provenant  de  cette  translation  se 
composeront  en  un  seul  dont  le  moment  G  sera  donné  par 
la  formule 

p^  p', . . .  désignant  les  bras  de  levier  OA,  OB, ...  ;  on 
convient  en  outre  de  prendre  positivement  les  moments 
des  couples  qui  tendent  h  faire  tourner  leur  plan  dans  un 
certain  sens  et  négativement  ceux  des  couples  qui  agissent 
dans  le  sens  contraire. 

361.  Dans  le  cas  de  réquilibre,  G  doit  être  nul.  On 
aura  donc 

m 

(i)  P/J  -4-  P>'  -4-  P'^/v''  4- . . .  =  o. 

Ensuite  la  résultante  R  devant   être  nulle,   si  X,  Y, 
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X',  Y',...  dësîgnent  les  composantes  des  forces    suivant 
deux  axes  pris  dans  le  plan,  on  aura 

(2)  X-i-X'-hX^'-H    .   —o, 

(3)  Y^-Y'-^Y'^-♦-...=:o. 

On  appelle  moment  d*  une  force  par  rapport  à  un  point 
le  produit  de  cette  force  par  sa  distance  au  point  en 
question. 

On  convient  de  regarder  le  moment  d^une  force  comme 
positif  ou  négatif,  suivant  que  cette  force  tend  à  faire 
tourner  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Gxe  sur  sa 
direction  dans  le  sens  direci  ou  dans  le  sens  rétrograde» 
En  adoptant  cette  définition,  on  voit  que  : 

1®  Lasomme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  leur  plan  doit  être  nulle;  2^  les 
sommes  des  composantes  suivant  deux  axes  quelconques 
doivent  être  nulles  séparément. 

362.  On  peut  écrire  l'équation  (i)  sous  une  autre 
forme,  diaprés  laquelle  les  moments  prennent  d'eux- 
mêmes  les  signes  qui  leur  conviennent. 

Soit  P  Tune  quelconque  des  forces  données.  Avant  de 

la  transporter  au  point  O,  dé- 
composons-la en  deux  forces  X 
et  Y,  parallèles  aux  axes.  La 
translation  des  forces  X  et  Y  au 
pointOdonnera  naissanceadeux 
couples  (X,  —  X),  (Y,  —  Y),  et 
en  appelant  B  l'angle  des  axes, 
et  x^y  les  coordonnées  du  point  A,  les  moments  de  ces 
deux  couples  sont  Xj<'sin0,  Yxsin9.  Pour  un  observa-* 
teur  placé  sur  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  O 
au  plan  xOy^  le  couple  (X,  —  X)  tendrait  à  faire  tour- 
ner son  plan  de  gauche  à  droite,  et  le  couple  (Y,  —  Y)  de 
droite  à  gauche,  en  supposant  les  forces  dirigées  suivant 
les  parties  positives  des  axes.  Il  faut  donc  désigner  leurs 
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momenis  par  Xy  sin  0  et  par  —  Yx  sînO.  On  reconnaîtra 
ensuite  aisément  que  si  une  force  ou  Tune  des  coordon- 
nées change  de  signe,  le  couple  changera  de  sens,  et  par 
conséquent  son  moment  prendra  de  lui-mèine  le  signe 
convenable.  En  opérant  de  même  sur  p',  p'', . . . ,  Téqua- 
tion  (i),  après  la  suppression  du  facteur  commun,  pren- 
dra la  forme 

(4)  Xr-T:r4-Xy-Y'x'4-X''y'-Y-'ar^-{-..,:=o. 

363.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre, 
elles  se  réduiront  à  une  force  R  et  i  un  couple  (S,  —  S) 
qui  auront  une  résultante  unique,  si  R  n'est  pas  nul,  puis- 
que cette  force  et  ce  couple  sont  dans  le  même  plan. 

Une  force  R'  =  —  R  égale  et  contraire  h  la  force  cher- 
chée devant  formeravecRun  couple  qui  détruise  (S, —  S), 
en  appelant  r  le  bras  de  levier  du  couple  (R,  —  R)^ 
on  aura 

d'où  Ton  déduira  r.  La  force  R  sera  donc  connue  en  gran- 
deur et  en  direction. 

Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résul- 
tante unique  —  R^  soient  a?i,  jti  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  cette  droite,  et  Xi,  Yi  les  compo- 
santes de  la  force  R  parallèles  aux  axes.  Il  y  aura  équilibre 
dans  le  système  après  Tintroduction  de  la  force  —  R  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  des  forces  —  Xi,  —  Yf.  On  doit 
donc  avoir 

OU  en  posant 

G=X7-  —  Y«-4-X>'~Y'x'+-...p 
on  aura 

(5)  —  X,/,  -4- Y:r,  -f- G  =  O, 
équation  de  la  droite  cherchée. 


zd 
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364.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 

de  forces  P,  P',  P'', . . .  appliquées 

a  des  points  A,  A',  A' liés 

entre  eux  d'une  manière  inva- 
riable. Décomposons  la  force  P 
en  trois  autres  X,  Y,  Z  paral- 
lèles à  trois  axes  rectangulaires 
Ox,  O/,  Oz.  Soient  x  =  AB, 
y  =  OC,  z  =  OD,  les  coordon- 
nées du  point  A. 

Appliquons  aux  points  D  et 
O  des  forces  égales  et  parallèles  à  X,  mais  deux  à  deux 
de  sens  contraires.  Il  en  résulte  une  force  X  appliquée 
en  O  et  deux  couples  (X,  — X)  appliqués  sur  BD  et  OD; 
le  premier  couple  peut  être  transporté  parallèlement  à  lui- 
même  dans  le  plan  xOjr.  Il  reste  une  force  X  appliquéeau 
point  O  et  un  couple  (X,  —  X),  ayant  OD  pour  bras 
de  levier  et  situé  dans  le  plan  zOx.  En  opérant  delà 

même  manière  sur  les  composantes  Y,  Z,  X',  Y',  Z', , 

on  ramènera  le  système  proposé  à  plusieurs  forces  diri- 
gées suivant  les  axes  et  à  un  certain  nombre  de  couples 
situés  dans  les  plans  coordonnés.  En  appelant  jr,l^,Z, 
les  résultantes  des  forces  dirigées  suivant  les  axes  et 
L,  M,  N  les  moments  résultants  obtenus  en  composant 
les  couples  situés   dans  chacun  des  plans  coordonnés, 


on  aura 


L 

M 

N 


^  =  X-4-X'H-X"4-..., 

r  =  Y-4-Y'-hY"-h..., 
Z  :ir  Z  4-  Z'  -h  Z"  -h . . .  ; 

Zy  —  Yz  -h  Z'y  —  Y'  z'  -4- .  . ., 
Xz  —  Z.r  -h  X'z'  —  Z'x'  4-  .  .  . , 
Y:r~X/-i-YV— Xy-h.,., 
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365.  Quand  il  y  a  équilibre,  la  résultante  de  toutes 
les  forces  dirigées  suivant  le  même  axe  doit  être  nulle, 
et  le  couple  résultant  de  tous  les  couples  situés  dans  le 
même  plan  coordonné  doit  être  aussi  nul.  Donc  les  six 
équations  suivantes 

!>r      -o,       Tr-rO,  .    Zrr^O, 
L=:iO,       M=0-j|VN  =  0 

auront  lit!u  dans  le  cas  d'uti  systémildtç  forme  invariable. 

366.  On  peut  mettre  ces  équations  sous  une  autre 
forme,  en  y  introduisant  les  intensités  des  forces 
P.  P',  P^,. . .  j  et  les  angles  a,  /3,  y,  a',  P',  y\. ,  .,  que 
leurs  directions  font  avec  les  axes.  Les  composantes 
X,  Y,  Z,  X',  ...  9  sont  alors  représentées  pour  la  gran- 
deur et  pour  le  signe  par  Pcosa,  P  cos^,  Pcosy, 
P'cosa^  .  ..  On  aura  donc,  au  lieu  des  équations  qui 
précédent, 

(i)  Pcosa  H-  Foosa'  -f- .  .  .  —  o, 

(2)  Pcosp  4-  P'cosp'  -h . . .  ~  o, 

J3)  PCO87  -f-  F'cosy'  -h  . . .  =.  o. 

(4)  P(7cos7  —  s  cosp)  ~h  P'(yco87'  —  z!  cosp')  H-  .  . .  -r  o, 
\5)  P ( « cosa  —  X COS7 ]l  -h9'{z' cosa'  —  jr'cos7' )  -f- .  ,  --  o, 
(6)      Pfxcosp  —  j^cosa)  ■+-  P'(*'cosp'  — ^cosa')  -h ...  —  o. 

367.  Au  lieu  de  décomposer  la  force  P  en  trois  autres 
X,  Y,  Z,  parallèles  aux  axes  rectangulaires,  on  peut  la 

décomposer  en  deux  forces  seu- 
lement, une  force  Z  parallèle  à 
Taxe  Oz  et  une  force  Q  située 
dans  le  plan  ABFC  perpendicu- 
laire a  Ot,  Abaissons  du  point  F 
où  ce  plan  coupe  Taxe  Oz, 
yy  FH  =  ç    perpendiculaire   à   la 

direction  de  cette  force.  La  lon- 
gueur i/  est  la  plus  courte  distance  de  Taxe  Oz  à  la 
Stom.  —  âléc,  il.  ^ 
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droite  AH  et  aussi  à  la  direction  de  la  force  P,  puisque 
O  z  est  parallèle  au  plan  PAQ.  Comme  la  force  Q  est  la 
résultsrnte  des  deux  forces  X  et  Y  situées  dans  ce  même 
plan^  son  moment  est  égal  à  la  somme  algébrique  de  leurs 
moments  par  rapport  au  point  F.  On  a  donc 

Qyz=Yjf-X7. 

Pour  la  force  P',  on  trouverait  de  même 

Q'9'  =  Y'«'  — Xy. 

L'équation  N  =  o  prend  alors  la  fornte 

On  aurait  des  équations  de  même  forme  relatives  aux 
deux  autres  axes. 

On  appelle  moment  d^une  force  par  rapport  à  un  aie 
le  produit  de  la  projection  de  cette  force  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe  multipliée  par  la  plus  courte 
distance  entre  cet  axe  et  cette  projection.  On  peut  donc 
dire  que  si  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide  est  en  équilibre ,  la  somme  des  moments  des  forces, 
par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  menés  par  un 
même  point,  doit  être  nulle  pour  chacun  de  ces  axes» 

368.  Les  six  équations 

X^Of      r  =  o,     Zr^O, 

L   ::::::  o,       M  .:^  O,       N  i— O 

sont  vérifiées  dans  l'état  d'équilibre  d'un  système  quel- 
conque.de  forces,  lors  même  que  ses  différents  points  ne 
seraient  pas  liés  les  uns  aux  autres  d'une  manière  inva- 
riable^ comme  par  exemple  si  un  point  était  lié  à  un 
autre  par  un  cordon  inextensible.  Dans  ce  cas,  les  équa- 
tions d'équilibre  sont  toujours  vérifiées  (*);  car  si  Ton 


(*)  On  doit  cependant  apporter  certaines  restrictions  h  cette  assertion, 
oorome  nous  lo  verrons  plus  loin»  lorsque  nous  parlerons  du  mouTcment 
des  systèmes  dont  les  liaisons  varient  avec  le  temps. 
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solidifie  le  système,  c'est-à-dire  si  Ton  fixe  les  diflerents 
points  de  manière  que  leurs  distances  mutuelles  restent 
invariables^  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé  et  par  consé- 
quent les  forces  immédiatement  appliquées  à  ce  corps 
satisferont  aux  six  équations.  Mais  ces  conditions  ne 
seront  plus  sufGsantes  pour  assurer  l'équilibre,  et  il  fau- 
dra y  joindre  de  nouvelles  équations  qui  dépendront  du 
mode  de  liaison  des  différentes  parties  du  système. 
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SUITE  DE  LA  COMPOSITION  ET  DE  L*ÉQDIUBRE  DE  FORCES 
APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME  DE  FDHME  INVARL\BL£. 

Cas  d'une  résultante  unique.  —  Cas  d^un  point  lixe.  —  Cas  d'un  axe  fixe. 
—  Équilibre  d^un  corps  qui  repose  sur  un  plan  fixe  par  un  ou  plusieurs 
points. 

CAS   d'une    HÊSULTIHTE    USTIQUE. 

369.  Quand  il  y  a  une  résultante  unique,  on  sait  que 
le  résultante  R  des  forces  transportées  parallèlement  à 
clles-nièmes  au  point  O  doit  être  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant,  dont  nous  avons  désigné  le  moment 
par  G.  Les  cosinus  des  angles  que  la  résultante  R  fait 
avec  les  axes  sont    ' 

£     r     z 
r'    r'    r' 

et  les  cosinus  des  angles  que  le  momen/  linéaire  du  couple 
résultant  fait  avec  ces  mêmes  axes  sont 

L        M       N 

g'    g'    g' 

Il  suffit  évidemment  d'exprimer  que  la  force  R  et  la 
direction  du  moment  linéaire  sont  perpendiculaires  entre 
elles,  ce  qui  donne 

(i)  ;irL-f-rM-t-ZN=:o. 

Cette  équation  exprime  que  les  forces  se  réduisent  à 
une  force  unique  poiu*vu  que  JT,  JT,  Z  ne  soient  pas 
nulles  à  la  fois,  sans  quoi  le  système  se  réduirait  à  un 
couple,  et  il  n*y  aurait  pas  de  résultante  unique. 

370.  Ou  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  d'une  autre 
manière  et  déterminer  en  même  temps  la  position  de  la 
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droite  suivant  laquelle  agît  la  résultante.  Introduisons 
uDe  force  Ri  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante, le  système  sera  en  équilibre.  Par  conséquent,  si 
X|9  T|,  Zi  sont  les  composantes  de  Bi  et  .T],  /i,  Z|,  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  sa  direction,  on 
aura 

(2)  JT-i-X,  =  0,     r-hY.  =  0,     Z4-Z,=:o 

et  ensuite 

IZi^i  —  Y,  «,  -4-L  =:*o, 
X,»,  —  Z,x,  -f-M  —  o, 
Yjx,  —  X,/,  -hPî  =0. 

Les  trois  premières  équations  donnent 

Xi  ^=^  —  J»  ,      X 1 1:^  —  T^j      Z|  "^^^  — "  Z. 

On  retrouve  ainsi  ce  résultat  connu  que  la  résultante 
unique  des  forces  proposées  est  égale  et  parallèle  à  la 
force  R  et  qu'elle  agit  dans  le  même  sens. 

On  a  ensuite  les  équations  (3)  pour  déterminer  oT], 
^1,  Tf  Mais  on  voit  à  priori  que  Ton  ne  trouvera  pas  de 
valeurs  déterminées  pour  ces  trois  inconnues,  car, 
s'il  y  a  une  résultante,  on  doit  pouvoir  transporter 
son  point  d'application  en  un  point  quelconque  de  sa  di- 
rection. Ces  trois  équations  doivent  donc  se  réduire  à 
deux  et  à  une  équation  de  condition.  En  effet,  à  cause  de 
X,  =  —  Xj  Yj  =  —  y^  Zi  =  —  Z,  on  peut  écrire  ces 
équations  ainsi  : 

ITz,  —  Zj, -4-L  -o, 
Zx,  —  Xz,  -f  jM  --0, 
Xf,—  Tx,  4-N=o. 

Puis,  si  on  les  ajoute  membre  à  membre,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  X,  JT,  Z,  on  aura 

JTL-i-  rM-4-ZN  =  o, 
équation  déjà  obtenue.  Si  elle  est  vérifiée,  deux  des  trois 
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équations  (4)  seront  les  équations  de  la  droite  suivant 
laquelle  agit  la  résultante. 


CAS  d'un  point  fixe. 


371 .  Soit  O  le  point  fîxe.  En  y  transportant  toutes  les 
forces,  on  obtiendra  une  résultante  R  et  un  couple 
(S,  — S).  La  résultante  est  détruite  par  la  fixité  du  point. 
Quant  au  couple  (S,  —  S),  il  doit  être  nul  :  car,  en 
transportant  le  couple  parallèlement  à  lui-même  jusqu'à 
ce  que  la  force  S  vienne  passer  par  le  point  fixe,  celte 
force  S  serait  détruite  et  la  force  — S  aurait  tout  son 
effet.  Donc  le  moment  du  couple  (S,  — S)  est  nul  et  la 
pression  qu'éprouve  le  point  fixe  est  égale  à  la  résultante 
de  toutes  les  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  ce  point. 

372.  On  peut  encore  obtenir  ces  conditions  en  intro- 
duisant la  résistance  Ri  du  point  fixe.  Soient  Xi,  Y|,  Zi 
les  composantes  de  la  force  R|  :  puisqu'il  y  a  équilibre, 
on  aura 

X-4-X,  — o,       r-t-Y,  — o,       Z-^Z,rr:0. 

L'introduction  de  la  force  Ri  ne  donnant  aucun  nou- 
veau terme  dans  les  expressions  L,  M,  N,  on  aura 

L:=::0,       Mm^O,       N  =  O. 

Les  trois  premières  équations  déterminent  Xi^  Y|,  Z] 
et  font  voir  que  la  résistance  Ri  est  égale  et  directement 
opposée  à  R.  Les  trois  autres  sont  les  équations  de  condi- 
tion et  expriment  que  le  couple  résultant  (S,  — S)  est 
nul. 

CAS  d'un  axe  fixe. 

373.  Supposons  qu'il  y  ait  dans  le  système  un  axe  fixe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  points  fixes  O  et  H. 
Prenons  pour  axe  des  z,  la  droite  OH,  et  pour  axes  des  x 
et  de6  jTj  deux  droites  passant  par  le  point  O. 
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La  résultante  des  forces  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  O  est  détruite,  puisque  ce  point  est 

fixe.  Quant  aux  couples  résul- 
tant de  cette  translation  et  si- 
tués dans  les  plans  zOx  et  z Oj, 
ils  sont  détruits  par  la  résistance 
de  l'axe  Oz,  car  on  peut  faire 
tourner  chacun  d^eux  jusqu^à  ce 
que  les  deux  forces  qui  le  com- 
posent soient  perpendiculaires  à 
Taxe  fixé  qui  les  détruit  toutes.  Il  ne  reste  donc  plus  que 
le  couple  N  situé  dans  le  plan  xOjr,  qui  doit  être  nul  ; 
sans  quoi,  en  le  transportant  jusqu^à  ce  qu'une  de  ses 
forces  passe  par  le  point  O,  celle-ci  serait  détruite  et 
Tautre  ferait  tourner  le  système  autour  de  Taxe  Oz, 
La  seule  condition  d'équilibre  est  donc 

N  — o. 

On  peut  renoncer  en  disant  que  ia  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à  Vaxejixe  doit  être  nulle. 

374.  Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  Taxe,  par 
exemple,  s'il  est  traversé  par  une  tige  fixe  et  inflexible, 
les  composantes  X,  V  et  les  couples  L,  M  sont  détruits 
par  la  résistance  de  Taxe,  mais  la  force  Z  ne  Test  pas. 
On  a  alors  deux  équations  d'équilibre 

Z  =  Of       N::=0. 

375.  Nous  avons  établi,  pour  conditions  d'équilibre, 
dans  le  cas  d'un  point  fixe,  les  équations 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o; 

donc,  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
à  un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d'un  point  fixe, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elles  le  soient  autour  de  trois  axes 
passant  par  le  point  fixe. 

376.  On  peut  encore  traiter  la  question  en  introduis 
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sant  les  résistances  des  points  fixes.  Si  les  points  O  et  H 
devenaient  libres,  on  rétablirait  Téquilibre  en  appliquant 
en  ces  points  des  forces  convenables  Rj  et  Ri.  Soîi 
ÔH  =  A.  Appelons  X,,  Y,,  Z,,  X,,  Y„  Zi  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  des  forces  R|  et  Rf  Les  équa- 
tions d'équilibre  seront  alors 

X-+-X, -i-Xjrr^O, 

rn-Y. -t-Y,=--:o, 

Jb  —f-  Z|    -f-  2}  r=~  O  , 

L  —  Y,  A  =  O,     M  -h  X,  /i  =  o,     N  =  O. 

La  dernière  équation  est  la  seule  condition  d^équilibrc 
déjà  trouvée.  Quant  aux  cinq  autres,  elles  feront  con- 
naître les  résistances  des  points  O  et  H  ou  les  pressions 
qu'ils  supportent.  On  en  tire 

M       _-  L 

X|  =  —  A  -h  -ry    y I  =  —  y — r» 

Li\  ~T"  £â^  ——   ~~'  eu* 

Ces  équations  déterminent  Xi,  Xs,  Y,  et  Y^,  mais  elles 
ne  donnent  que  la  somme  Zi  +  Zt  des  composantes  pa- 
rallèles à  Taxe  des  js,  ce  qui  doit  être;  car,  s'il  y  a 'équili- 
bre, les  deux  forces  Zi  et  Zs  qui  agissent  suivant  la  même 
droite,  peuvent  être  appliquées  au  même  point  O,  et  l'on 
peut  partager  leur  somme  en  deux  parties  quelconques 
appliquées  aux  points  O  et  H. 

ÉQUILIBRE  d'un  CORPS  QUI  REPOSE  SUR  UN  PLAN  FIXE. 

377.  Supposons  un  corps  pressé  contre  un  plan  en 
un  de  ses  points  par  une  force,  passant  par  ce  point  et 
normale  au  plan;  ce  corps  sera  en  équilibre,  car  il  n'j  a 
pas  de  raison  pour  qu'il  se. meuve  dans  une  direction 
plutôt  que  dans  une  autre. 
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Si  la  force,  au  lieu  d'être  normale  au  plan,  lui  était 
oblique,  on  pourrait  là  décomposer  en  deux  autres,  Tune 
normale  et  Tautre  située  dans  le  plan.  La  première  ne 
ferait  qu'appuyer  le  corps  sur  le  plan  et  la  seconde  aurait 
tout  son  effet  pour  le  déplacer.  Ainsi  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  Véquilibre  est  que  la  force  qui 
passe  par  le  point  de  contact  soit  normale  au  plan.  La 
même  conséquence  s'appliquerait  au  plan  tangent,  si  le 
corps  était  pressé  contre  une  surface  courbe  par  une  force 
qui  passerait  pap  le  point  de  contact. 

378.  Supposons  maintenant  qu'un  corps  M,  sollicité 
par  plusieurs  forces  P,  P',  P'^, . . . ,  repose  par  un  de  ses 

Fiç.  126.  points  A  sur  un  plan  IL  ou  sur 

une  surface  dont  IL  serait  le  plan 
tangent  au  point  A.  Concevons 
qu'il  y  ait  équilibre.  Si  l'on  ôtait 
le  plan,  le  point  A  se  mouvrait 
dans  une  certaine  direction,  et 
en  appliquant  suivant  cette  di- 
rection une  force  déterminée,  on 
rétablirait  l'équilibre.  Cette  force  peut  donc  remplacer 
la  résistance  du  plan,  et  elle  doit  être  égale,  puisqu'il  y  a 
équilibre,  à  la  résultante  des  forces  P,  P',  P", .  . . .  Donc 
il  faut  que  celles-ci  aient  une  résultante  unique,  normale 
au  plan  et  passant  par  le  point  d  appui. 

379.  On  est  conduit  à  une  conséquence  analogue, 
quand  le  corps  M  repose  par  différents  points  A,  B,  C,... 

sur  plusieurs  plans  ou  sur- 
faces fixes,  comme  par 
exemple  une  table  suppor- 
tée par  trois  pieds.  Si  l'on 
ôtait  le  plan  p^  l'équilibre 
serait  en  général  détruit, 
mais  on  le  rétablirait  en  appliquant  au  point  A  une  force 
convenable  dans  la  direction  que  ce  point  prendrait  immé- 
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diatement.  Cette  force  peut  donc  remplacer  la  résistance 
du  plan  p  \  de  même  deux  autres  forces  appliquées  aux 
points  B  et  C  peuvent  tenir  lieu  des  résistances  des  plans 
p'  et  p*'.  Si  Ton  joint  ces  deux  dernières  aux  forces  don- 
nées P,  P',  P", . .  et  qu'on  regarde  le  corps  M  comme 
appuyé  seulement  sur  le  plan  p  par  le  point  A,  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  passe  par  le  point  A  et  est  nor- 
male au  plan  p  \  par  conséquent  la  résistance  de  ce  plan 
lui  est  elle-même  normale.  Le  même  raisonnement  s  ap- 
plique aux  résistances  des  plans  p'  et  p". 

380.  Voyons  ce  que  deviennent  les  équations  d'équi- 
libre dans  le  cas  d'un  corps  pressé  contre  un  plan  xOy  ou 
Fig.  128.  contre  une  surface  dont  xO/ se- 

rait le  plan  tangent  au  point  0. 
Prenons  ce  plan  pour  celui 
des  ocy  et  le  point  O  pour  ori- 
gine. La  résistance  du  plan  équi- 
valant à  une  force  normale  Zi, 
nous  aurons  d'abord 

et  comme  Z,  n'introduit  évidemment  aucun  terme  dans 
les  équations  des  moments,  on  aura 

L  =  o,    M  :^  o,     N  =  o. 

Ces  trois  équations  expriment  que  le  système  des  forces 
se  réduit  à  une  force  unique,  et  les  deux  premières  que 
cette  force  unique  est  normale  au  plan  et  passe  par  le 
point  O.  Quant  à  l'équation  Z  -f-  Z,  =  o,  elle  indique 
que  la  résultante  est  la  pression  supportée  par  le  plan. 
Il  faut,  en  outre,  que  la  résultante  appuie  le  corps  sur  le 
plan,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  négative.  On  devra  donc 
joindre  aux  cinq  équations  d'équilibre  Tinégalité 

Z<o. 


VI5GT-NBUVIÈME   LEÇOlf.  '27 

381.  Imaginons  maintenant  que  le  corps  repose  sur 
le  plan  xOj  par  deux  points  O  et  H.  Prenons  OH  pour 

Fig.  lag.  axe  des  x.  Remplaçons  la  l'éàis- 

j  I  ta n(:e  du  pi  an  fixe  par  deux  forces 

2,  z,         .  normales  Zi,  Z^.  Puisqu'il  y  a 

/^^^^^\  équilibre,  la  résultante  Zi  -H  Zj 

'^^  ^  de  ces  deux  forces,  laquelle  a  son 

point  d^ application  entre  Oet  H, 
^  doit  être  égale  et  contraire  à  la 

résultante  de  toutes  les  forces  données.  Il  faut  donc  que 
celle^i  soit  normale  au  plan  et  qu^elle  ait  son  point  d'ap- 
plication entre  O  et  H. 

En   posant  OH  r=  A,   les  six   équations   d'équilibre 
donnent 

X"o,    r  —  o,    z-hZ, -<-z,  =  o, 

Lz=rO,      M— Z,/lnzO,      N  =  o. 

Quatre  de  ces  équations  expriment  les  conditions  que 
doivent  remplir  les  forces  données;  les  deux  autres  font 
connaître  les  inconnues  et  donnent 

Z,z.-,    z.^^z~^. 

382.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOjr  par  un  nom- 
bre quelconque  de  points  d'ap- 
pui A  (Xi.jr^)^  B  (o:,,  j,),  G, 
D,  • . . ,  la  résistance  du  plan  en 
ces  divers  points  équivaudra  à 
des  forces  normales Zi,Zt,Z8,... 
qui  y  seraient  appliquées  ;  il  faut 

D      *       '        donc  qu'il  y  ait  une  résultante 
unique  et  tombant  dans  Tintérieur  du  polygone  ABCDA. 
Dans  ce  cas,  les  équations  générales  se  réduisent  à 

X=zO,       r=:0,      Z-hZ, -4-Zj -^.  .  .   r^O, 

L-f-  Z,j^,  -f-Z,/,H- o, 

M  —   Z|  Xi    Z]  JTi  —  .   .    .  =  Oy 

N=o. 
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On  a  dono  seulement  trois  équations  d'équilibre  X=o^ 
jr=  G,  N  ==  G.  Les  trois  autres  équations  font  connaître 
les  pressions  du  plan  aux  points  d*appui.  On  voit  que 
sMl  y  a  trois  points  d^appui,  les  pressions  Zj ,  Zf,  Zs  se- 
ront déterminées;  mais  si  le  corps  repose  sur  le  plan  xOj 
par  plus  de  trois  points,  le  nombre  des  inconnues  sur- 
passera le  nombre  des  équations  et  le  problème  sera  indé- 
terminé. 

En  réalité  dans  chaque  cas  particulier  la  pression  sur 
chacun  des  points  d'appui  sera  déterminée;  mais  cette 
pression  ne  pourra  pas  être  calculée  par  Tanalyse  pré- 
cédente; seulement,  ce  que  Ton  doit  conclure  des  for- 
mules que  nous  venons  de  démontrer,  c'est  qu  il  y  aurt 
équilibre  si  elles  ont  lieu,  et  réciproquement  elles  sont 
nécessaires  pour  l'équilibre. 

Observons  enfin  qu'il  n'existe  pas  dans  la  nature  de 
corps  parfaitement  solide  et  que  les  forces  Zi,  Zi ,. . .  dé- 
pendront généralement  de  la  constitution  du  corps  donné. 
Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  utile  d'étudier  le  cas  hypothé- 
tique du  solide  parfait,  parce  que  les  conditions  d'équi- 
libre des  corps  naturels  se  ramènent  à  celles  des  solides 
parfaits. 
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ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  DES  CORDONS. 

Équilibre  des  forces  appliquées  &  des  cordons  qui  passent  par  un  même 
point.  -~-  Cas  où  Tune  des  cordes  passe  dans  un  anneau.  —  Équilibre 
dn  polyQOuo  funiculaire.  —  Cas  où  les  forces  sont  appliquées  à  des 
anneaa&.  —  Cas  où  plusieurs  cordons  sont  attaches  au  même  sommet. 


ÉQUILIBRE    DES     FORCES    APPLIQUÉES     ▲    DES    CORDONS 
QUI   PASSENT    PAR    UN    MEME   POINT. 

383.  Soient  P  et  Q  deux  forces  qui  agissent  aux  extré- 
niilés  d*uiie  corde  supposée  flexible  et  inextensible.  Si  ces 
foixes  se  font  équilibie^  la  corde  doit  être  tendue  en  ligne 
droite,  et  ces  forces  doivent  être  égales  et  contraires-,  car 
si  ces  deux  forces  n'avaient  pas  la  même  direction  que 
le  cordon,  rien  ne  les  empêcherait  de  le  faire  tourner, 
et  si,  étant  dans  la  même  direction,  elles  n^étaient  pas 
égales  et  contraires  elles  feraient  avancer  la  corde  dans  sa 
direction.  La  valeur  commune  des  deux  forces  est  ce  qu'on 
appelle  la  tension  du  fil. 

384.  Si  trois  forces  P,  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A, 
par  r intermédiaire  de  trois  cordons  qui  se  réunissent  en 

ce  point,  et  si  elles  se  font  équi- 
libre, Tune  quelconque  de  ces 
forces  devra  être  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres-,  d'où  Ton  con- 
clut que  ces  trois  cordons  sont 
dans  un  m&me  plan,  et  que  chaque  force  peut  être  repré- 
sentée en  grandeur  par  le  sinus  de  Tangle  formé  par  les 
directions  des  deux  autres. 
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385.  Supposons  qu'on  fixe  un  point  B  du  cordon  AP. 
La  force  P  devient  alors  inutile,  et  en  la  supprimant  on 
ne  troublera  pas  Téquilibre.  La  pression  que  supporte  le 
point  6,  égale  et  directement  contraire  à  la  force  P  qu'il 
faudrait  appliquer  en  ce  point  devenu  libre,  pour  réta- 
blir réquilibre,  est  donc  égale  et  contraire  à  la  résultante 
des  forces  Q  et  R.  Si  Ton  fixe  à  la  fois  un  point  Bdu  cor- 
don ÂP  et  un  point  C  du  cordon  AQ,  la  pression  que 
supporte  le  point  C  sera  égale  et  contraire  à  Q. 


CAS  ou   L  UNE  DES   CORDEi  PEUT  GLISSER  DANS  UN  ANNEAU. 

386.  Si  les  deux  forces  P  et  Q  sont  appliquées  aux 
extrémités  d'une  corde  PAQ,  qui  passe  dans  un  anneau 

Fig.  i32.  retenu  parune  troisième  force  R, 

quand  l'équilibre  aura  lieu,  il 
ne  sera  pasdétruit  en  supposant 
Tanneau  fixe.  Alors  le  cordon 
PAQ  ayant  la  liberté  de  glisser 
dans  cet  anneau,  si  les  forces  P 
et  Q  sont  égales  entre*elles,  elles 
se  font  équilibre  \  si  elles  sont 
inégales,  on  peut  décomposer  la  plus  grande  en  deux  par- 
ties :  Tune  égale  à  Fautre  force  et  qui  détruira  celle-ci, 
l'autre  égale  à  leur  diflérence  et  qui  fera  mouvoir  le  cor- 
don suivant  sa  direction^  d'où  Ton  conclut  que  P  ^=  Q  est 
la  condition  nécessaire  et  sufEsanie  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre quand  Tanneau  est  fixe. 

387.  On  peut  encore  démontrer  ce  résultat  de  la  ma- 
nière suivante  :  Si  l'équilibre  est  établi,  il  ne  sera  pas 
troublé  quand  on  fixera  deux  points  B  et  C  pris  respec- 
tivement sur  les  cordons  AP  et  AQ.  Dans  tous  les  mou- 
vements' que  le  point  A  peut  prehdre,  la  somme  de  ses 
distances  aux  deux  points  B  et  C  demeure  constante,  de 
sorte  que,  dans  tous  ses  déplacements,  le  point  A  reste 
sur  un  ellipsoïde  de  révolution.  On  peut  donc  supprimer 
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le  cordon*  BAC,  pourvu  qu'on  regarde  le  point  A  comme 
assujetti  à  rester  constamment  sur  cette  surface.  Mais 
alors,  pour  que  ce  point  soit  en  équilibre,  il  faut  que  le 
cordon  AR,  suivant  lequel  est  dirigée  la  force  R,  soit  nor- 
mal à  la  surface;  et  comme  celle-ci  est  de  révolution,  la 
normale  est  dirigée  dans  le  plan  de  la  courbe  méridienne 
suivant  la  bissectrice  de  Tangle  PAQ  ;  mais  la  bissectrice 
est  la  direction  de  la  résultante  des  forces  P  et  Q.  Donc 
P=Q. 

388.  Si  Ton  représente  ces  deux  forces  par  les  droites 
égales  AF,  AG,  prises  sur  leur  direction,  leur  résultante 
sera  représentée  par  la  diagonale  AD  du  losange  AFDG. 
Or  en  désignant  par  a  Tangle  BAC,  on  a 

AD  =  aAFcos  -a; 

2 

donc,  puisque  la  force  R  doit  être  égale  et  directement 
opposée  à  celte  résultante,  on  a 

R:::^  2Pc0S  -  a. 
2 

R  représente  également  la  pression  supportée  par  le 
point  A,  quand  on  fixe  Tanneau. 

ÉQUILIBEB    D0    POLYGONE    FCmCULAlRE. 

389.  Considérons  maintenant  un  polygone  funiculaire 

p.      ^^  '  ou  un  système  de  points,  A, 

B,  C,  D,  E,  F,  liés  entre  eux 
par  des  cordons.  Le  premier 
et  le  dernier  cordon,  AB  et 
£F,  sont  sollicités  par  des 
forces  H  et  K dirigées  néces- 
sairement suivant  les  pro- 
longements de  ces  cordons, 
sans  qooi  il  n'y  aurait  pas  équilibre.  Aux  diil'érents  som- 
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mets  By  C,  D,  E  !»ont  appliquées  des  forces  quelconques 
P,  P',  P",  P'*^,  agissant  par  Tintermédiaire  de  cordons 
qui  se  réunissent  en  ces  points.  Il  est  iu utile  de  supposer 
plus  de  trois  cordons  réunis  au  même  sommet;  car  si 
Vçn  avait^  au  sommet  B,  un  autre  cordon  sollicité  par 
une  force  Q,  on  pourrait  composer  cette  force  avec  la 
première  et  ne  considérer  que  la  résultante  des  deux 
forces  P  et  Q. 

390.  Dans  Vétat  d^équilwrey  cfiaque  cordon,  tel  que 
CD,  doit  être  tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires 
qiion  peut  supposer  appliquées  à  ses  deux  extrémités. 
En  eifet,  si  Ton  coupait  le  cordon  CD  au  point  I,  Tëqui- 
libre  serait  détruit  et  chacun  des  deux  points  C  et  D  se- 
rait entraîné  dans  une  certaine  direction.  Les  deux 
forces  qui  solliciteraient  ces  deux  points  étant  actuelle- 
ment détruites  par  la  liaison  que  le  cordon  établit  entre 
eux,  sont  nécessairement  contraires  et  dirigées  suivant  le 
prolongement  du  cordon  CD.  Chacune  de  ces  forces  re- 
présente la  tension  du  cordon. 

391.  Ce  principe  conduit  aux  conditions  d'équilibre 
du  polygone  funiculaire. 

La  force  P  et  la  force  H,  dont  on  peut  supposer  le 
point  d'application  transporté  de  A  en  B,  ont  une  résul- 
tante X  dirigée  suivant  le  prolongement  du  cordon  CB. 
En  eilet,  puisquMl  y  a  équilibre,  il  ne  sera  pas  troublé, 
si  Ton  suppose  le  point  C  fixe,  et  on  voit  bien  alors  que  X 
doit  avoir  la  direction  BC.  La  £oTci°i  X  mesure  en  même 
temps  la  tension  du  cordon  BC;  car  puisqu'il  y  a  équi- 
libre, celui-ci  doit  être  tiré  en  C  par  une  force  égale  et 
contraire  à  X.  En  transportant  X  au  point  C,  on  voit 
de  même  que  la  résultante  Y  des  deux  forces  X  et  P'est 
dirigée  suivant  le  prolongement  de  CD  et  mesure  la  ten- 
sion de  ce  cordon.  Cette  tension  Y  est  donc  la  résultante 
des  forces  H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  au  point  C.  En  continuant  ainsi)  on  verra  que 
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la  tension  V  du  dernier  cordon  s'obtient  en  composant 
les  forces  H,  P,  P',  P",  P"^  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  E,  et  comme  il  y  a  équilibre,  cette 
force  V  est  égale  et  directement  contraire  à  la  dernièie 
force  K. 

Ainsi  toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au 
polygone  funiculaire  y  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque,  se  font  équilibre  autour 
de  ce  point,  et  la  tension  de  chaque  cordon  est  la  le- 
sultante  de  foutes  les  forces  qui  agissent  d'un  même  côté 
de  ce  cordon. 

392.  On  peut  arriver  à  ce  résultat  d'une  autre  ma- 
nière, en  supposant  le  polygone  solidifié  de  telle  sorte  que 
les  droites  qui  joignent  les  points  consécutifs  ne  puissent 
pas  changer  de  longueur.  Il  en  résulte  d'abord  que  toutes 
les  forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  eu 
uu  point  doivent  s'y  faire  équilibre.  Ensuite  l'équilibre 
ne  devant  pas  être  troublé,  si,  en  supprimant  la  par- 
tie DEC,  on  applique  au  point  D,  suivant  le  prolonge- 
ment CD,  une  force  égale  à  la  tension  Y  de  ce  cordon,  il 
faut  que  la  force  Y  et  toutes  celles  qui  agissent  sur  la 
partie  conservée  ÂBCD,  se  détruisent.  La  tension  du 
cordon  CD  est  donc  égale  à  la  résultante  des  forces  H,  P,  P', 
comme  on  l'a  vu  par  l'autre  méthode. 

393.  En  supposant  connue  la  figure  du  polygone  en 
équilibre,  on  peut  déterminer  le  rapport  de  deux  forces 
ou  de  deux  tensions  quelconques.  En  effet,  comme  chaque 
sommet  doit  être  séparément  eu  équilibre  sous  l'actiou 
des  forces  et  des  tensions  qui  y  iont  appliquées^  on  a 


H        sinPBC 
P        sinABC  ' 

P 

X 

sinABC 
îjinABP' 

X        sinP'CD 

P' 
Y 

sinBCD 

P'        siiiBCD  ' 

sinBCP  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Storm.  —  àléc,  JI. 
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Sî  l'on  veut  avoir  le  rapport  de  deux  forces  ou  tensions 
quelconques,  on  mulli pliera  un  cerlaîn  nombre  de  ces 
proportions  terme  à  terme. 

39-i.  Lorsque  Ton  connaît  la  grandeur  et  la  direc- 
tion des  forces,  les  conditions  d'équilibre  peuvent  s'ex- 
primer analytiquement  par  trois  équations.  Appelons 
«?  *j  c]  c,f,  g\  a,  P,  y,  a',  p',  7',. . .  ,  les  angles  que  font 
avec  trois  axes  rectangulaires  les  directions  des  forces 
données  H,  K,  P,  P',. .  . ,  on  aura 


H  cos«  -f-  K  cos^  -}    Pcosa  4-  P'  cosa' 


o, 


(i)       <  Ucos6  -h  Kcos/-|-  Pcosp-r  P'cosp'-i-  .  .  .  -  :  o, 
(  H  ces  c  -,    K  COS^  H-  P  COS7  -f-  P'  COS7'  n    ...  -  -  o. 

395.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  re;nplies, 
c'est-à-dire  si  les  forces  sont  telles,  ^iie,  transporiées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque, 
elles  s^y  fassent  équilibre ,  il  y  aura  toujours  une  figure 
{Céquilibre  :  en  d'autres  termes,  on  pourra  toujours  assi- 
gner au  polygone  dont  les  côtés  sont  donnés,  une  figure 
telle,  qu'il  demeure  en  équilibre  sous  l'action  de  ces 
forces. 

En  effet,  plaçons  le  premier  côté  AB  du  polygone  dans 
la  direction  de  la  première  force  H.  Dirigeons  ensuite 
le  §econd  côté  6C  dans  le  prolongement  de  la  résul- 
tante X  des  deux  forces  H  et  P.  Plaçons  de  même  le  côté 
suivant  CD  dans  le  prolongement  de  la  résultante  des 
forces  X  et  P',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  forces 
H,  P,  P'  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au 
point  C,  et  ainsi  de  suite.  11  est  évident,  d'après  celle 
constiuction,  que  les  sommets  B,  C,  D  resteront  en  équi- 
libre sous  l'action  des  forces  H,  P,  P',  P"^  il  en  sera  de 
même  du  dernier  sommet  E.  En  effet,,  il  résulte  des 
équations  (i)  que  le  cordon  EF  a  la  direction  de  la  force  K 
et  que  celle-ci  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  H,  P,  P',  V\  P''^. 
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396.  Supposons  jfixées  les  extrémités  A  et  F  du  poly- 
gone funiculaire,  dont  la  forme  est  donnée.  On  peut  sup- 
primer les  forces  H  et  K,  sans  détruire  Téquilibre.  Or, 
en  supposant  connues  les  forces  P,  P',  P^', , .  . ,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  les  pressions  que  supportent  les 
points  fixes  A  et  F,  pressions  égales  et  contraires  aux 
forces  H  et  K. 

Puisqu'on,  suppose  connue  la  figure  du  polygone,  on 
coanaîi  les. directions  (a,  i,  c)  ;  (<?,  /,  g)  de  ces  pressions. 
Lears  intensités  s'obtiennent  au  moyen  des  deux  propor- 
tions 

H  __  sioPBC        K^  _  sîn  DKP*' 
P  ■"  sinABC'     P"^  ^  siiiDEF  * 

397.  Si  la  figure  du  polygone  n'est  pas  donnée,  on  aura, 
pour  détermine"  les  huit  inconnues  H,  K,  a,  i,  c,  <?,/,  g^ 
diabord  les  cinq  équations 

H  cosa  H-  K  cosfc'  -f-  P  cosa  -f- .  .  -r  o, 
H  cosb  -T-  K.  cos/n  P  cosp  -7- .  .  1  o, 
H  cosc -i- K  cos^ -+- P  C0S7 -î- ....:_:  o; 

cos^a  -I-  cos'A  -I-  COS^C  r  -  i^ 

COSV  -î-  COS»/  4    COS*g  r-  l . 

Onobtieodra  trois  autres  équations  en  exprimant  que  la 
cliiïéreRce  des  coordonnées  de  même  nom  des  extrémités 
A  et  F  du  polygone  est  égale  à  la  projection  du  polygone 
sur  l'axe  correspondant. 

CAS    ou    IL    Y    A    DES    ANNEAUX 

398.  S'il  y  a  au  sommet  B  un  anneau  tiré  par  la  force  P, 
et  dân»  lequel  passe  le  seul  cordon  ABC,  on  aura  (386) 
H^  X  et  la  direction  prolongée  de  la  force  P  partagera 
Tanglc  ABC  en  deux  parties  égales.  La  même  chose  peut 
se  éire'de  tous  les  anneaux,  en  sorte  que  si  tous  les  som- 
mets portent  des  anneaux,  les  tensions  de  tous  les  cordons 

3. 
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sont  égales,  d'où  résulte  que  H  =  K.  Toutes  les  forces 
peuvent  alors  s^exprimer  au  moyen  de  la  tension  H  ci 
des  angles  B,  C, . . .  du  polygone  par  les  formules 


P=  2HCOS-B,       P'=2HC05--C, 

2  2 


399.  Si  Ton  se  donnait  la  iigure  du  polygone,  on 
connaitrail  par  là  en  grandeur  et  en  direction  les  forces 
quMl  faudrait  appliquer  à  chaque  sommet  pour  le  tenir 
en  équilibre.  Ces  forces  prises  en  sens  contraire  seraient 
les  pressions  exercées  sur  les  points  6,  C,  D, . . .  s%  de- 
venaient des  points  fixes  sur  lesquels  passerait  la  corde 
ABC... F. 

400.  Supposons  que  les  cordes  extrêmes  AB,  EF 
soient  dans  un  même  plan.  Soit  I  le  point  de  rencontre 

Fig.  i3/|.  de  leurs  directions,  et  soit  U 

une  force  égale  et  contraire  à  la 
résultante  de  H  et  de  K.  D'après 
un  principe  connu  (391),  U  est 
la  résultante  des  forces  P,  P',  P", 
P'''.  Par  conséquent,  pour  avoir 
la  tension  des  cordons  extrêmes, 
il  suffit  de  décomposer  suivant 
leurs  directions  la  résultante  de 
toutes    les    forces    transportées 

parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  de  rencontre  de 

ces  cordons. 

401 .  Si  toutes  ces  forces  sont  parallèles,  si  elles  repré- 
sentent des  poids,  par  exemple,  tout  le  polygone  est  com- 
pris dans  un  même  plan  vertical.  Pour  exprimer  que 
toutes  les  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  se  font  équilibre,  il  suffira  de  deux 
équations.  Si  Ton  prend  deux  axes  dans  le  plan  des 
forces,  l'un  horizontal,  Tautre  vertical,  et  si  a  et  6,  eeij 
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sont  les  angles  formés  avec  ces  axes  par  les  cordons  ex* 

trémes,  on  aura 

H  cosa -4- K  costf  =  o , 

H  cosô  -f-  Kcos/-f-  P  -f-  P'-4-  P^'-f-. .  .  =  o; 

la  première  équation  exprime  que  les  composantes  hori- 
zontales des  tensions  H  et  K  sont  égales  et  contraires. 

CAS   ou    IL    Y    A   PLUSIEURS    CORDONS    A   UM    MÊME    SOMMET 

DU    POLTGOUE. 

402.  Nous  avons  supposé  quMl  n^y  avait  que  trois 
forces  appliquées  à  un  même  sommet  du  polygone.  Quand 
un  nombre  quelconque  de  cordons,  sollici  tés  par  des  forces, 
se  réunissent  en  un  même  point,  il  faut,  pour  Téqui- 
libre,  que  Tune  quelconque  d'entre  elles  soit  égale  et  di* 
rectement  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  autres. 
Fig.  i35.  Si  l'on  fixe  un  point  sur  chacun 

des  cordons,  excepté  sur  un  seul 
AP,  on  peut  se  proposer  de  trou- 
ver les  pressions  que  la  force  P 
exerce  sur  les  points  fixes.  S'il 
n'y  a  que  trois  cordons,  non  si- 
tués dans  le  même  plan,  la  question  se  résoudra  en  dé- 
composant la  force  P  en  trois  autres  agissant  suivant  les 
prolongements  des  cordons.  S'il  y  a  plus  de  trois  cor- 
dons, le  problème  devient  indéterminé,  puisqu'on  peut 
décomposer  la  force  P  d'une  infinité  de  manières  en 
d'autres  forces  dirigées  suivant  ces  cordons.  Cette  in- 
détermination est  analogue  à  celle  que  l'on  rencontre 
quand  on  cherche  les  pressions  exercées  par  un  corps 
contre  un  plan  sur  lequel  ce  corps  repose  par  plus  de  trois 
]^K>ints. 


AA 
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TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE  D^UN  HL  FLEXIBLE. 

Direction  de  la  tension  dans  un  fil  en  équilibre.  —  Équations  de  Téqui- 
libre  d'un  fil  sollicité  par  de  petites  forces.  —  lnt«(;ralidn  de  ces  équa- 
tions. —  Valeur  de  la  tension  en  chaque  point  du  fil.  —  Forme  affectée 
par  le  fil. 

DinECTIOIf    DE    LA  TErîSIOM    DANS    UN    FIL    EN    ÉQUILIBRE. 

403.  Soit  AMB  un  fil  flexible,  d'une  très-peiîie  épais- 
seur, attaché  par  ses  extrémités  à  deux  points  fixes  A  et  B, 

Fig.  i36.  et  dont  tous  les  points  sont  solli- 

J  f  B       cités  par  de  très-petites  forces. 

Soit  M  un  point  quelconque 
<J  de  ce  fil.  Les  deux  parties  AM, 
MB  exercent  Tune  sur  Tantre, 
dans  Tétat  d'équilibre,  des  ac- 
tions moléculaires  égales  et  contraires.  On  ne  connaît 
pas  la  nature  de  ces  actions,  mais  on  admet  que  toutes 
celles  qui  proviennent  de  AM  agissant  sur  MB,  se  ré- 
duisent à  une  force  unique  T  appliquée  au  point  M,  et  As 
même  que  la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  action  qui 
se  réduit  à  une  force  égale  et  contraire  à  T.  La  valeur 
commune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu'on  appelle  la  ten- 
sion du  fil  au  point  M.  On  pourra  donc,  si  l'équilibre 
existe,  supprimer  la  partie  AM,  pourvu  qu'on  applique 
au  point  M  une  force  égale  à  T, 

404.  En  considérant  le  fil  comme  la  limite  d'un  poly- 
gone funiculaire  dont  les  côtés  deviennent  infinioieui 
petits,  on  est  conduit  à  admettre  que  la  tension  s* exerce 
suivant  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe  que  forme 
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le  fil.  Maïs  on  peut  démontrer  directement  ce  principe 
de  la  manière  suivante  : 

Fixons  un  point  M',  voisin  de  M,  sur  le  fil  et  solidi- 
fions la  partie  intermédiaire  MM';  Téquilibre  ne  sera 
pas  troublé.  Mais  alors,  d'après  les  conditions  d'équilibre 
d'un  système  dans  lequel  se  trouve  un  point  fixe,  les  cou- 
ples qui  résultent  de  la  translation  au  point  M'  de  la 
force  T  et  des  forces  qui  agissent  sur  tous  les  points  ma- 
tériels du  fil  compris  entre  M  et  M',  doivent  se  détruire. 
Comme  ces  forces  ne  sont  pas  nécessairement  dans  un 
même  plan,  le  moment  du  couple  (T,  — T)  est  moindre 
que  la  somme  des  moments  des  couples  provenant  de 
la  translation  des  autres  forces  ou  au  plus  égal  à  celte 
somme. 

Si  Ton  abaisse  la  perpendiculaire  M' H  sur  la  direc- 
tion de  la  force  T,  et  si  Ton  désigne  par  0  Tangle  M'MH, 
le  moment  du  couple  (T,  —  T)  est 

T.M'H-T.MM'sinO. 

Soient  jx  la  masse  d'un  point  compris  entre  M  et  M'  et  P 
la  force  appliquée  à  ce  point,  rapportée  à  l'unité  de 
masse;  fxP  sera  la  force  motrice  appliquée  à  ce  point.  Le 
moment  du  couple  (/ixP,  — fxP)  est  plus  petitque  /jiP.fjiM' 
et  à  fortiori  que  (aP.MM'. 

La  somme  des  moments  de  tous  les  couples  analogues 
est  donc  moindre  que  MM'.P,  2f/,  P^  désignant  la  plus 
;,'rande  valeur  de  la  force  P  dans  toute  la  portion  MM' 
du  fil  et  SfJL  la  somme  des  masses  des  molécules  qui  com- 
posent cette  portion  du  fil. 

On  a  donc 

T.MM'sine<P,.MM'2a, 

d'où 

sm9<-^  2pi. 

La  tension  T  a  une  valeur  finie ,  car  elle  doit  faire 
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équilibre  aux  forces  qui  sollicitent  la  partie  BM.  Comme 
rinégalité  précédente  a  lieu  quelque  petit  que  soit 
Tare  MM',  on  voit  que  si  le  point  M' se  rapproche  indé- 
finiment du  point  M,  sinO  et  par  conséquent  0  deviendra 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Mais  à  la  limite  la 
corde  MM'  devient  la  tangente  en  M  à  la  courbe;  donc 
c*est  suivant  la  tangente  qu'agit  la  tension  T. 

ÉQUILIBRE   d'un    FIL    SOLLICITÉ    PAR    DE   PETITES    FORCES. 

405.  Cherchons  maintenant  les  conditions  d'équilibre 
d'un  fil  AMB,  fixé  à  ses  deux  extrémités  A  (a,  Â,  c)  et 
lî  (a\  b'y  c')  et  dont  tous  les  points  sont  sollicités  par  depe- 

Fic.  137.  tites  forces.  Soient  M  (jc,  r,  «) 

et  M'(.r-f-rfx,j-H-^,z-i-dr) 
deux  points  infiniment  rap- 
prochés sur  le  fil.  Soit 
MM'  =  ds.  Si  T  et  T'  sont 
les  tensions  du  fil  aux  points 
M  et  M',  Tare  MM'  doit  être 
en  équilibre  sous  Faction  de 
T,  de  T'  et  des  forces  qui 
sollicitent  les  points  compris 
entre  M  et  M'.  Cet  équilibre  a  encore  lieu,  si  Ton  sup- 
pose Tare  MM'  solidifié.  Donc  les  forces  doivent  être 
telles,  qu^en  les  transportant  parallèlement  à  elles-mêm^s 
en  un  point  elles  se  fassent  équilibre. 

406.  Soient  e  le  produit  de  la  section  normale  par  la 
densité  au  point  M,  P  la  force  qui  agit  en  ce  point, 
et  X,  Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois  ases 
Ojt,  Oy,  O^.  L'arc  MM'  étant  infiniment  petit,  on  peut 
considérer  e,  X,  Y,  Z  comme  constants  pour  tous  les 
points  de  MM'.  Or  T  agissant  dans  le  sens  M' M,  ses 
composantes  seront 

^dx  _dr  ^dz 

ds  ds  ds 
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Les  composautes  de  T'  seront  égales  à  celles  de  T, 
prises  en  sens  contraire  et  augmentées  de  leurs  diflé- 
renti  elles, 

-S-4ï)-  ^^-K^f)-  ^s+<^S)- 

D'ailleurs  en  considérant  MM'  comme  un  petit  cylindre, 

X  f  ^,     Yi  dsy     Z  e  ds, 

sont  les  sommes  des  composautes  des  forces  qui  agissent 
sur  les  points  de  Tare  MM'.  On  a  donc 


ii^^) 


-f  \ids  ~—  o, 


(I)  i''(Tê)-'-'^"^*  =  '» 


"(^S) 


-f-  z  i  rff  r:.-  O. 


Dans  la  question  qui  nous  occupe  il  n'y  a  qu\me  seule 
variable  indépendante;  supposons  que  ce  soit  x.  Les 
équations  (i)  serviront  à  déterminer  j^,  z,  etTinconnue 
auxiliaire  T  en  fonction  de  x.  Ces  équations  sont  néces- 
saires et  suffisantes,  et  nous  allons  vérifier,  après  leur 
intégration,  que  si  elles  ont  lieu,  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  le  iil,  en  y  comprenant  les  tensions  K  et  K', 
aux  extrémités  A  et  6  de  ce  fil,  satisferont  aux  six  équa- 
tions générales  de  Téquilibre, 

INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    (l). 

407.  Intégrons  d'abord  la  première  des  équations  (i) 
par  rapport  à  5,  entre  les  limites  qui  correspondent  aux 
extrémités  du  fil,  dont  la  longueur  est  /,  cm  aura 

Soient  c,y,  g;  e\f\  g'  les  angles  que  les  tangentes  a 
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la  courbe  aux  points  Â  el  R  font  avec  les  axes,  et  K,  H  les 
forces  qui  proviennent  de  la  fixîtd  des  points  A,  B,  forces 
égales  et  directement  opposées  aux  tensions  des  éléments 
extrêmes  J 11  fil.  Cette  équation  devient 


(3) 


Kcos^r  -h  K'cosc'  -^   i    Xsds^^zo; 


elle  signifie  que  la  somme  algébrique  des  composantes 
parallèles  à  Vaxe  Oar,  de  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  fil,  est  nulle.  En  intégrant  les  deux  autres  équa- 
tions du  système  (i),  on  arriverait  à  la  même  conclusion, 
par  rapport  aux  deux  autres  axes.  Ainsi  les  trois  pre- 
mières  équations  de  l'équilibre  (3tia)  sont  satisfaites. 

408.  On  peut  aussi  retrouver  les  équations  des  mo- 
ments. Multiplions  les  deux  premières  équations  (i) 
par  y  et  Xy  et  retranchons  la  première  de  la  seconde.  Il 
en  résulte 


fis 


Or 


yd  (t  y\  ^-  (yx  —  Xr)  «rff  =  o. 


par  conséquent,  en  intégrant  entre  o  et  /,  on  aura 


K  («ces/ —  ^co5<?)  -T-  K'  («t'cos/*  —  b'cose') 

-^  Ç  {Yj: --^  Xj)  €ds  —  o 


Cette  équation  signifie  que  la  somme  fief  moments  de 
toutes  las  forces  qui  agissent  sur  le  fil,  par  rapport  à 
Vaxe  O^,  est  nulle.  On  obtiendrait  de  même  les  équa- 
tions dos  moments  par  rapport  aux  deux  autres  axes. 

La  même  cliose  peut  se  dire  d'une  partie  quelconque  du 
fil,  pourvu  qu'on  joigne  aux  forces  qui  sollicitent  tous  ses 
points,  deux  forces  appliquées  tangcntiellement  à  ses 
extrémités  et  équivalentes  aux  tensions  que  cette  partie 
éprouverait  de  la  part  du  reste  du  fil. 
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409.  La  première  des  équations  (i)  peut  être  mise  sous 
la  forme 

flfT  -— 4-T^---  -f-Xec^j  —  o. 
ds  ds 

Soient  a,  |3,  y  les  angles  que  la  tangente  au  point  M  fait 
avec  les  axes  et  X,  fx,  v  les  angles  que  le-  rayon  de  cour- 
bure p  fait  avec  les  jnèmes  axes  :  on  a 

dx  dx       dscosk 

-=cosa,     rf^=__5 

les  équations  (i)  peuvent  donc  sMcrire  comme  il  suit  : 

'ïds 
«fXcosa  H cosX  4-  Xi^J  =  o, 

P 

Tds 
(4)  <  rfTcOSS  H COStt  -h  Yids  n=  o, 

P 
aTcosv  "^ cos^  "*"  Ztds  ^:zo. 

Sous  cette  forme  elles  expriment  qu'il  y  a  équilibre 
entre  la  force  dH  dirigée  suivant  la  tangente,  la  force 

—  dirigée  suivant  le  rayon  de  courbure   et  la  force 

motrice  Vtds  de  rélément  de  masse.  D'où  l'on  cortdut 
que  le  plan  osculateur  à  la  courbe  est  détermine  par  la 
tangente  et  par  la  direction  de  la  force  P.  ' 

VALEUR    DE   LA    TENSION. 

410.  Pour  obtenir  la  tension,  multiplions  les  équa 

.  dz 

tions  (4)  respectivement  par  cosa,  cos|3,  cosy,  ou  ~) 

dr    dz    ^       . 

j-j  —•  r-n  observant  que 

ces* a  -\-  C0S*p  -f-  COS'7  =r=  I, 

cosa  cosX  H-  cosp  cos^  -f-  cosy  cosv  ==  o, 

on  aura 

dl  4-  f  (Xc/x  H-  Ydx  4-  Zdz)  =0, 
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d'où 

(5)  rfT  =  —  f  (Xda:  -f  Ydy  -^  Zdz). 

La  difTérentielle  delà  tension  se  trouve  ainsi  exprimée 
en  fonction  des  composantes  de  la  force  qui  agit  au  point 
considéré. 

4H .  Si  la  densité  et  Tépaisseur  ne  changent  pas  dans 
toute  rétendue  du  fil,  alors  t  est  constant;  si  Ton  sup- 
pose en  outre  que 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x,  y^  z, 
— f^x^y-i  -z),  alors  on  aura 

T^-/(a:,^,s)-f-C; 

et  pour  un  autre  point  x\  y'^  z\ 

d'où 

(6)  T-r==/(x,r,«)-/(^',/,0- 

Ainsi  quand  e  (Xrfx-4- Yrf^ -f-Zdz)  est  wie  diffé- 
rentielle exacte,  ^ accroissement  de  tension^  quand  on 
passe  d^un  point  à  un  autre,  est  indépendant  de  laji- 
gare  dujil,  puisqu'il  est  indépendant  de  la  relation  qui 
existe  entre  x,  j  et  z. 

412.  Un  pareil  cas  se  présente  lorsque  toutes  les  forces 

X    Y    Z 

qui  sollicitent  le  fil  lui  sont  normales.  Puisque  p >  p'  ôT 

son  i  les  cosinus  des  angles  que  la  force  fait  avec  les  axes, 
on  a 

ou 

Xdlr -4- Yify -f- Z  rfz  =  O. 

On  a  donc 

ifTii^o,    d'où    T  =  C, 


TRENTE   ET    UNIEME    LEÇON.  4^ 

c'est-à-dire  que  la  tension  est  constante.  Dans  ce  cas,  les 
équations  (4)  deviennent 

T 

—  cos^  --  —  Xe, 

P 

I  T 

(7)  {  -  cosfA:  -  —  Ye, 

r 

—  cosv  r=  —  Ze; 

P 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  on  aura 

^'— (X'-f-Y--4-Z')g»; 


cl  comme      \ 
il  en  résulte 


-  Y»  -h  Z=  -  P% 
T  --  Pps,    • 


ou 

(8)  P  =  I. 

♦ 

Gomme  la  tension  est  constante,  on  voit  que  la  force 
motrice  est  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure. 
Soient  a\  P',  y'  les  angles  que  la  force  P  fait  avec  les 

axes:  on  a 

ï 

X  =  Pcosa'  =  —  cosa', 

T 

Y:    :PC0S{J'  =  —  COSp', 

P« 

T 

Z   ^^PcOSy    i:::!— COS7'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (7),  on  a 

(9)  cosa'  -~^  cos>,     cosp'  =  cosfz,     COS7'  :^  cosv, 

d'où  l'on  conclut  que  la  force  P  est  dirigée  suivant  le  pro- 
longement du  rayon  de  courbure  du  fil  au  point  M. 

413.  Ces  circonstances  sont  réalisées  lorsqu'un  fil  est 
tendu  sur  une  surface  S  par  deux  forces  qui  le  tirent  à 
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ses  extrémilés,  car  Téquilibre  étant  supposé  exister,  la 
résistance  de  la  surface  en  ses  différents  points  équi- 
vaut à  de  petites  forces  normales  h  cette  surface,  et  par 
conséquent  au  fil.  La  tension  du  iil  doit  donc  être  la  même 
€n  tous  ses  points,  et  par  conséquent  les  forces  qui  le 
tirent  à  ses  extrémités  doivent  être  égales  entre  elles  et  à' 
celle  tension.  En  outre,  le  plan  osculateur  du  fil  est  en 
chaque  point  normal  à  la  surface  fixe,  d'où  il  résulie  que 
cejil  trai^erse  sur  la  surface  la  ligne  la  plus  courte  entre 
deux  quelconques  de  ses  points» 

COURBE    FORMÉE    PAR    LE    FIL. 

■ 

414.  Pour  avoir  la  courbe  formée  par  le  fil,  il  faut 
éliminer  T  entre  les  équations  (i).  On  peut  à  cet  effet 
commencer  par  intégrer  ces  équations,  ce  qui  donne 


zi^Q-h  j  Ytds, 


ds  ^ 


d'où  Ton  déduit 

.     ff.T  djr  dz 


A4-  /Xirfy      B-h  jYsds      C^  izsds 

415.  Mais  si  Ton  veut  arriver  à  des  équations  pare- 
ment différentielles,  on  commencera  par  éliminer  dT 
entre  les  équations  (i)  mises  sous  celte  forme  : 

dx  dx 

ds  ds 

1d%  H-  ^T  ^  H-  "Ltds  r=r  o, 
ds  ds 

dz  •  dz 

ds  ds 


I 
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on  obtient  ainsi 


(«) 


d'où 


(A) 


X  dy  —  Y  rfr 

— sr — • 


\r/y      ds         ds      ds  / 
~~      \ds      ds         ds       dsj^ 


dx  d  ~ dy  a  — 

X  dy  -  Ydx  _     d^         -^      ds^ 

\dz  —   Zdx  ,    ,dx  dz 

dzd  — dxd  —- 

tis  dx 


On  a  d^ailleurs 

(c)  d1  :.z  _  ,  (Xé/x  4-  Yr/r  -h  Z  dz). 

On  substituera  dans  cette  équation  la  valeur  de  T 
tirée  d'une  des  équations  (a),  et  Ton  aura  une  équation 
contenant  les  différentielles  de  j^  considérée  comme  fonc- 
tion de  :r  jusqu'au  troisième  ordre  et  celles  de  z  jusqu'au 
deuxième.  L'équation  [h)  ne  les  contient  qu'au  deuxième 
seulement.  L'intégration  de  ces  équations  introduira  donc 
cinq  constantes  arbitraires,  que  Ton  déterminera  en  ex- 
primant que  la  courbe  passe  par  deux  points  donnés  et 
qu'elle  a  une  longueur  donnée. 
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CHAINETTE.—  COURBE  DES  PONTS  SUSPENDUS. 

Équation  difTérentielIe  de  la  chaînette.  —  Équation  de  la  chafnette  en 
termes  finis.  —  Propriétés  de  la  chaînette.  —  Détermination  de  la  ten~ 
sion  en  un  point  quelconque  de  la  chaînette.  —  Remarque  sur  le  centre 
de  gravité  de  cette  courbe.  —  Courbe  des  ponts  suspendus.  —  Valeur 
de  la  tension.  —  Autre  méthode  —  Construction  de  la  courbe. 


ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE   DE    LA    CHAINETTE. 


Fig.  i38. 


416.  La  courbe  AJ3C,  formée  par  un  fîl  pesant  et  ho- 
mogène, suspendu  a  deux  points 
fixes  A  et  C,  a  reçu  le  nom  de 
chaînette. 

Cette  courbe  est  contenue 
dans  le  plan  vertical  passant  par 
les  points  A  et  C;  car  si  une  por- 
tion de  cette  courbe  était  hors 
de  ce  plan,  eu  la  supposant  soli- 
difiée, et  fixant  les  points  où  elle  rencontre  le  plan,  elle 
tournerait  autour  de  la  droite  qui  joint  ces  points,  à  cause 
de  la  pesanteur  de  ses  molécules.  Prenons  ce  plan  ver- 
tical pour  plan  de  ary  et  traçons  deux  axes  rectangu- 
laires Ox  et  O/,  le  premier  horizontal  et  le  second  verti- 
cal et  dirigé  de  bas  en  haut.  Le  système  des  équations  (i), 
n^  406,  se  réduit  à 

417.  Ou  peut  mettre  ces  équations  sous  une  forme  plus 
simple.  En  premier  lieu  on  a  X  =  o.  Ensuite  le  fil  étant 
supposé  homogène,  si  xs  est  le  poids  de  T  uni  té  de  lon~ 


-heYrfy  :=  o. 
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giieur,  uds  sera  le  poids  d*un  élément  ds.  On  aura  doue 
tXfis  =  xs  ds,  et  les  deux  équations  se  réduisent  à 

418.  La  première  équation  donne  T—  =  const.  Ap- 
pelons ciA  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 
tension  qui  s*exerce  horizontalement.  On  aura 

».  d^n  ,  1.   %      «,  ,  ds 

T-r-  =  o^,      doù     T  =  &//--. 
as  dx 

Portant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  on  a 

(,)  ^'=M%' 

Telle  est  \ équation  différentielle  de  la  chaînette.  Il 
s^agit  maintenant  de  Tintégrer. 


ÉQUATION    DE    LÀ    CHAINETTE   EN    TERMES    FINIS. 


419.  En  remplaçant  ds  par  ^•^\/ï  +  34'  P**'*  ;r 
par  p,  il  vient 

d'où 

Il  faudrait  ajouter  une  constante;  mais  on  peut  sup- 
poser celte  constante  nulle,  si  Ton  prend  pour  axe  des  j- 
la  verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe,  sans  du  reste  fixer  Torigine;  car,  dans  cette  hy- 

poibèse,  on  doit  avoir  j:  =  o  pour  --  =  o. 

Stckm.  ^  Mée,,  II.  4 
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420.  On  tire  de  Téquation  (a) 


V 


djc^        dx 


dx^       dx 


m 

ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  équations  Tune 
de  r  autre,  on  a 


dx 


^..g=i(^..->). 


Ces  deux  équations  s'intègrent  immédiatement.  La  pre- 
mière donne 


(3)  jr       , 


^He^^e-T), 


et  la  seconde,  en  remplaçant  le  radical  1/  i-H  -^  par  -j-^ 

(4)  ^=^U'-^  V. 

II  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter  dans  ces  deux  inté- 
grales, si  Ton  prend  pour  origine  sur  la  verticale  qui 
passe  par  le  point  B,  un  point  tel  que  OB  =  /i,  et  si  en 
outre  on  convient  de  compter  les  arcs  à  partir  du  point  B. 

PROPRIÉTÉS  DE  LA  CHAINETTE. 

421.  D'après  son  équation 


<o  /    , 


=  !L{Ji^,-j), 


la  chaînette  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  j^. 
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En  comparant  les  équations  différentielles  avec  celles 
qui  résultent  de  leur  intégration,  on  trouve 


(») 


ds 


dx 


(3)  s: 

d'où 

(4)  y^-s'=:h\ 

En  voici  l'interprétation  géométrique  : 

La  première  signifie  qu'en  chaque  point  M  de  la  chai- 

Fig,  ,3g.  nette,  la   projection   MK   de 

^  l'ordonnée  de  la  courbe  sur  la 

normale  MN  est  constante  et 

n/  égale  à  A.  En  effet, 

MK=rcosPMK=:r 


\/ 


1-4- 


dp 


L'équation  (3)  exprime  que  la  projection  MI  de  l'or- 
donnée sur  la  tangente  MT  est  égale  à  Tare  6M,  compté 
à  partir  du  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  En  effet 


MI=::IPtangT=:/iî^; 

dx 


df        Jt 


mais  ~f-  =z~  :  donc 
dx        n 

(5)  MI  =  s. 

Enfin  l'équation  (4)9  conséquence  des  deux  autres, 
signifie  que  la  longueur  désignée  par  A,  l'arc  MB  et  l'or- 
donnée y  forment  un  triangle  rectangle  dont  l'ordonnée 
est  Thypoténuse. 

422.  On  peut  obtenir  les  formules  précédentes  d'une 
manière  un  peu  différente.  Reprenons  l'équation  (418) 


(6) 


ds  =  /id^. 
dx 


Elle  donne  d'abord  l'équation  (3).  En  y  remplaçant  as 

4. 
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par*/xy/i-t-^, 


on  a 


d'où 

dy 

tly  "=  -^  QT.  z=:  -^  h 
dx  dx 


V  dx^ 

d'où,  en  intégrant, 

(8)  r  =  ''\/ 


On  verra  comme  précédemment  qu'il  n'y  a  pas  de  cod- 
stantes  à  ajouter  à  ces  valeurs. 

423.  La  courbe,  lieu  des  points  I  tels  que  MI  =  arcBM, 
est  une  développante  de  la  chaînette.  La  droite  IP  est 
tangente  à  cette  courbe  au  point  I,  et  la  longueur  IP  de 
cette  tangente  comprise  entre  le  point  I  et  Taxe  des  x  est 
constante  et  égale  à  h, 

424.  Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égal  à 
la  normale  MN,  mais  dirigé  en  sens  contraire.  En  effei, 
Téquat^on  


dx*  dx 


donne 


/ 

-r'/' 


dy* 

dW       V  '"^^ 


dx*  h  ' 

donc,  si  p  désigne  le  rayon  de  courbure,  on  a 


\         dx*  I 


^  it-y^ 

dx^ 


TRENTE -DEUXIÈME    LEÇOH.  53 

Mais  réquation 


donne 


=v 


rfr» 


Donc  enfin 

(9)  P  =  Ç: 
mais 

donc 

(10)  p  =  MN. 

D'ailleurs  ce  rayon  de  courbure  est  en  sens  inverse  de 
la  normale  MN  :  en  efTet,  on  sait  qu'il  est  toujours  dans 
la  concavité  de  la  courbe;  mais  celle-ci  tourne  sa  con- 
vexité vers   l'axe  dès  Xj  puisque  son  équation  étant 

ds  =zhd  —  %  et  5  croissant  eu  même  temps  que x,  la  dé- 
rivée seconde  -r-j-  est  toujours  positive. 

DE    LA    TENSION    EUT    UN    POINT    DB   LA   CHAINETTE. 

ds 

425.  On  a  vu  (418)  que  T=  oA  — ',  donc,  puisque 

,  ds 

(I)  T  =  xjy 

Ainsi  la  tension  de  la  chaînette  en  chaque  point  est 
proportionnelle  à  l* ordonnée  de  ce  point.  Au  point  le 
plus  bas,  pour  lequelj-^A,  on  trouve  T  =  ciA,  comme 
on  devait  s'y  attendre. 

426.  On  peut  encore  obtenir  la  tension  au  moyen  de 
la  formule  générale 

rfT=  —  e(Xrf.r  -h  Ydy  ^  Zdz). 
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Ici  ou  a 

X  =  o,     Z  =  o,     iY  =  cr; 

donc 

dT  =:  xsdyy 

d'où 

On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  que  l'on  doit  avoir 
T  =  uA  pour j'  =  h. 

CONSTRUCTION  DE  LA  CHAINETTE. 

427.  Menons  (fig*  i4i)  P*  ^9)  1^  Teriîcale  CE  et  les 
horizontales  AE  et  CG  qui  rencontrent  Tai^e  des  jr  en  D 
et  G.  Posons 

AE  =  ^,     CE  =  A,     ABC  —  /; 

AD  =  /,     DE==X',     0B=^//,     BDr=r/. 

a,  b  ei  l  sont  connues,  et  il  s'agit  de  déterminer  k^  Vy  h 
et/. 

On  a  d'abord  une  première  relation  en  exprimant  que 
la  somme  des  arcs  BA  et  BC  est  égale  à  /.  Or  de 


=^(.^^rf) 


s 

2 


on  tire 


par  conséquent 

On  a  une  autre  équation  en  calculant  les  ordonnées  des 
points  A  et  G  et  égalant  leur  différence  a  b  : 


(=») 
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On  peut  remplacer  ces  deux  équations  par  les  deux  sui- 
vantes : 

qui,  multipliées  membre  à  membre  et  observant  que 
Al  -+-  A'  =  û,  donnent 

d'où 

(4)  ^/^— T>  =  ^  (<?^—  e""^). 

428.  Cette  équation  ne  conlient  que  la  seule  incon- 
nue h.  Pour  la  résoudre,  posons  —  =0,  yjl'  —  b'  =^  an, 
d'où 


e'-e-^ 


"y 


2G 

et  en  développant  le  numérateur  en  série^ 

(5)  jH Q   /   g  -i-..    —/?— I. 

1.2.0  1.2.0. 4-5 

Observons  que  Ton  a  n  ^  i ,  car 


s/n—  b'  ^  v/ac'—  b^ 


a  a 

or  pour  d  =  o  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est 
nul,  et  il  est  infini  pour  d  =  oo  .  D'ailleurs  il  croit  avec  6 
du  ne  manière  continue.  Il  existe  donc  toujours  une 
valeur  de  d,  et  une  seule,  qui  rend  le  premier  membre 
égal  à  n  —  i . 

429.  Si  /  est  peu  supérieur  à  la  corde  AC,  n — i  et 
par  suite  6  est  une  quantité  très-petite.  On  peut  donc 
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avec  une  grande  approximation,  poser 


tfoù 


=,si^=t/6(!fci:-.). 


on  aura  ensuite  h  au  moyen  de  la  formule  A  =  — ^ 
430.  L'équation 

à  cause  de  k-\-k'  =  a  devient 

/-f.ft=:/i(i— r^jc^, 

d'où  Ton  tirera  k.  Enfin  on  aura  k'  par  Féquation 

et  Ton  obtiendra  la  quatrième  inconnue  f  au  moyen  de 
Téquation  évidente 


431 .  Si  les  deux  points  A  et  C  sont  k  la  même  hau- 
teur, on  a  &  =  o  et  les  formules  se  simplifient.  On  a  alors 

A:  =  /t'=-9  puisque  la  courbe  est  symétrique  par  rap- 


a 

i        2 

port  à  By. 


REMARQUE  SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DE  LA  CBAIRETTB. 

432.  Le  calcul  des  variations  apprend  que  de  toutes  les 
courbes  d'une  longueur  donnée,  tracées  sur  un  plan 
entre  deux  points  donnés  et  qui  tournent  autour  d'un 
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axe  situé  dans  ce  plan,  la  cliainette  est  celle  qui  engendre 
Taire  minimum.  Il  résulte  de  là  que,  de  toutes  les  courbes 
qui  remplissent  les  mêmes  conditions,  la  cliaînetlc  est 
celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  voisin  de  cet 
axe,  ou  le  plus  bas  si  celui-ci  est  horizontal;  car  la  sur- 
face engendrée  ayant  pour  mesure,  diaprés  le  théorème 
(le  Guldin,  la  longueur  de  Tare  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cet  arc,  on  voit 
que  cette  circonférence  sera  la  plus  petite  possible  dans 
le  cas  de  la  surface  de  révolution  minimum. 

COURBE    DES    PONTS    SUSPENDUS. 

433.  Soit  un  fil  homogène  ABC,  suspendu  à  deux 

points  fixes  A  et  C,  et  dont  les 
éléments  sont  sollicités  par  des 
forces  verticales  proportion- 
nelles aux  projections  de  ces  élé- 
ments sur  une  horizontale  Bx. 
La  courbe  affectée  par  ce  fil  est 
celle  que  forme  la  chaîne  d'un  pont  suspendu  lorsqu'on 
néglige  le  poids  de  la  chaine  elle-même. 

Il  est  clair  d*abord  que  la  courbe  formée  par  cette 
chaine  est  dans  le  plan  vertical  mené  par  AC.  Traçons 
dans  ce  plan  deux  axes,  Tun  vertical,  l'autre  horizontal. 
En  appelant  T  la  tension  au  point  M,  et  a  la  force 
totale  qui  sollicite  une  portion  de  la  chaine  dont  la 
projection  horizontale  est  égale  à  Tunité  de  longueur, 
on  a  par  les  formules  générales  (406) 

Si  Ton  appelle  zjh  la  tension  de  la  courbe  en  son  point 
le  plus  bas,  on  a,  en  intégrant  la  première  équation, 

(2)  T^  =  o//. 

as 
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On  voit  déjà  que  la  composante  horizontale  de  la  tension 
est  constante.  Portant  cette  valeur  de  T  dans  la  seconde 
équation  »  on  aura 


dx 


d'où 


ou 


(3)  h^^x. 


dx 


II  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  si  Ton  convient  de 

prendre  pour  origine  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 

dy 
car  alors  on  doit  avoir  -^  :=  o  pour  x  =  o.  En  intégraut 

cette  équation,  l'on  a 

(4)  :thx^x^. 

Ou  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  qu^on  doit  avoir 
simultanément  a:  =  o,  ^  =  o. 

On  voit  que  la  courbe  est  une  parabole  dont  Taxe  est 
vertical  et  dont  le  sommet  est  au  point  B. 


VALEUR    DE   LA    TENSION. 

43i.  La  tension  T  se  détermine  au  moyen  de  la  re- 
lation (2) 


(4) 

T: 

donne 
T  — 

ds  _ 
dx 

ds 
dx 

L'équation 
qucnt 

h 

.r» 

(5) 

a  \//i' 

-i-xK 

>  et  par  conse- 


Ainsi   la   tension,  égale  à  zsh  pour  x=zo^   augmente 
avec  X, 
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AUTRE   MANIERE    d' OBTENIR   LES    RÉSULTATS    PRÉCÉDENTS. 


Fig.  I 

ji. 
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435.  On  peut  arriver  sans  intégration  aux  rcsuliats 
précédents.  Soît  ABC  la  courbe  cherchée.  Prenons  pour 

axes  la  tangente  BX  au  poîni 
le  plus  bas  et  la  droite  Bj 
pei*pendiculaire  à  BX. 

Soient  M  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  T  la 
tension  en  ce  point,  H  la  ten- 
sion au  point  B.  Eu  supposant 
la  partie  BM  solidifiée,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  T.  H 
et  toutes  les  forces  qui  sollicitent  les  éléments  compris 
entre  les  points  B  et  M:  Ces  dernières  ont  une  résultante  Q 
dout  la  direction  rencontre  BP  en  son  milieu  I.  En  effet, 
si  l'on  partage  l'arc  BM  en  un  très -grand  nombre 
d'éléments  ayant  des  projections  égales,  la  force  qui 
sollicite  chaque  élément  pourra  être  considérée  comme 
ayant  son  point  d'application  au  mih'cu  de  la  projection 
correspondante.  Leur  résultante  Q  doit  donc  passer  par 
le  milieu  I  de  BP.  Cette  force  devant  faire  équilibre 
aux  tensions  U  et  T,  il  faut  que  la  tangente  MT  prolon- 
gée passe  au  point  I.  En  outre  les  trois  forces  H,  T,  Q 
se  faisant  équilibre,  on  doit  avoir 


H 
Q 


IP 
IK 


Or  la  force  Q  étant  proportionnelle  à  x^  on  peut  poser 

en  désignant  par  xs  la  force  totale  qui  tire  une  portion  de 
la  corde  dont  la  projection  est  égale  à  Tuniié.  Soit  aussi 

comme  précédeiument  0/1  =  H  :  comme  IP  =  r  ;  IK  =  J', 
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la  proportion  précédenie  peut  s'écrire 

lar/i         3 

d'où 

la  courbe  est  donc  une  parabole. 

436.  On  obtiendrait,  d'une  manière  analogue,  la  ten- 
sion au  point  M.  On  a,  en  effet, 

T       IM 


H  ~  IP' 


ou 


d'où 


T  =  u  sjh^  -+-  x\ 


>. • 


CONSTRUCTION    DE   LA    COURBE   D  APRES    LES    DOBNÉEff 

437.  Menons  {fig.  1419  p*  S9)  les  horizontales  AE, 
CG  et  la  verticale  CE.  Les  quantités  connues  sont 

AE  =  ii,     CE=ô,     ABC  =  /; 

celles  que  l'on  cherche  sont 

BD=/,     ADr=it,     DE=:X' 

et  la  tension  h. 

De  Féquation  de  la  courbe 

on  déduit  immédiatement 

d'où 

a/ib  =  A»—  A'»=  {k  -h  //)  (X-  —  /')  =  a{k  —  A'), 
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à  cause  de  k  -\-  k'  =  a.  On  a  donc 

a 


d  où 

,       a       hh          ,,       /i       bh 
kz=z^-\ ,         A'= 

2         a  2         a 

438.  Il  faut  maintenant  exprimer  que  la  longueur  de 
la  courbe  ABC  est  égale  à  /.  Or  on  a 


ds  =  dx  i  / 


dx^       h       ' 


d'où  Ton  tire  facilement 

s  =  -^  si  h}  -f-  .r»  -f-  -  J  (x  4-  i//i»-f-xO  —  -  i  /i , 

2/*  2      ^  '  '2 

en  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  Ton 
ait  5  =  G  pour  jc  =  o. 

En  faisant  tour  à  tour  dans  cette  formule  x  =  k,  x  =  k' 
et  ajoutant  les  résultats,  on  aura 

2hl=:k  \lh} -+.  X »  -h  A-'v//i»-hA'»-hA»  1  (X-  -f-  v'ÂH^T) 
-4-  A»  1  (it'  4-  ylh'-\-k'^)  —  2/i>  1  h. 

Les  valeurs  de  A  et  de  A^  étant  substituées,  on  aura  une 
équation  transcendante  d*une  forme  très -compliquée. 
Cette  équation  se  simplifie,  quand  les  points  A  et  C  sont 

à  la  même  hauteur  :  alors  i  =  o,  Ar  =  A'  =  -  et  l'on  a 

2 


ht 


=  X  )lh'  4-  X»  4-  A»  1 \  • 


6a  covns  de  mécanique. 


TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

PRINaPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

Définition  de  la  Titesse  virtaelle.  —  Définition  du  moment  ▼irliiel.  ~ 
Énoncé  général  du  principe  des  vitesses  Tirtoelles.  —  Démonstration 

>  de  ce  principe  dans  le  cas  d'un  point  matériel,  —  de  deux  points  maté- 
riels dont  la  distance  est  intariable,  —  dans  le  cas  général  d'un  système 
à  liaisons  complètes. 

DÉFiniTION   DE   LA    VITESSE    VIRTUELLE. 

4f39.  Soient  A,  A',  A'^ . . . ,  des  points  matériels  quel- 
conques soumis  à  de  certaines  conditions,  comme  d'être 
assujettis  à  rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données 
ou  à  se  trouver  à  des  distances  invariables  les  uns  des 
autres. 

Supposons  tout  le  système  transporté  de  la  position 
qu'il  occupe  dans  une  position  infiniment  voisine  qui 
satisfasse  à  toutes  les  conditions  données.  On  appelle 
vitesse  virtuelle  ou  déplacement  virtuel  de  Tun  quel- 
conque de  ces  points  la  droite  infiniment  petite  Ka  qui 
joint  sa  première  position  à  la  seconde.  Le  mot  vittuei 
indique  que  le  mouvement  attribué  au  système  est  seule- 
ment possible,  mais  il  n'a  pas  réellement  lieu,  et  l'on  n'a 
pas  à  considérer  les  forces  qui  seraieut  capables  d'opé- 
rer ce  mouvement. 

DÉFINITlOn    DU    MOMENT    VIETUBL. 

440.  Supposons  maintenant  qu'on  applique  aux  points 
matériels  A,  A',  A'^, . . .  des  forces  P,  P',  P", ...  et  dési- 
gnons par  p,  p^,  p"^ ...  les  projections  des  déplacements 
virtuels  Aa,  hla! ^,  . . ,  sur  les  directions  de  ces  forces. 
Si  AC  =  p  est  l'une  de  ces  projections,  on  convient  de 
regarder  p  comme  positive  ou  négative,  selon  qu'elle  est- 
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dirigée  à  partir  du  point  A  dans  le  même  sens  que  la 

force  P  ou  en  sens  contraire,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

p.     j/^  selonque  l'angle  PA a  formé 

par  la  direction  de  la  force 
avec  celle  du  déplacement 
est  aigu  ou  obtus.  On.  ap- 
pelle moment  virtuel  (*) 
de  la  force  P  le  produit  de 
la  valeur  absolue  de  cette 
force  par  la  projection  p  du  déplacement  virtuel  Aa  de 
son  point  d'application.  Le  moment  virtuel  Pp  a  donc 
le  même  signe  que  p,  II  est  nul  si  la  droite  A  a  est  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  force  P 

441.  On  peut  donner  une  autre  forme  à  ce  moment. 

On  a 

P/;  =  P X  Aa  X  cosPAfl  =:P  cosPAa  X  Aa j 

mais  si  l'on  désigne  par  T  la  composante  de  la  force  P 
suivant  le  déplacement  Aa,  on  a  T  =  PcosPAa;  donc 

P/>=:TxAa. 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  dé-- 
placement  virtuel  multiplié  par  la  composante  de  la 
force  suivant  la  direction  du  déplacement. 

On  voit  que  le  moment  virtuel d^ une  force  et  la  quan^ 
tité  de  travail  élémentaire  ont  la  même  expression ,  mais 
la  première  quantité  ne  suppose  aucun  mouvement  du 
système  dû  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 

ÉNONCÉ   DU    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES. 

442.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  se  font  équi- 
libre sur  un  système  de  points  matériels  assujettis  à  des 
conditions  données,  la  somme  des  moments  virtuels  est 

.  .    _  _     _ • 

(*]  Cette  quantité  8*appe1Ie  aussi  tnwail  virtuel  de  la  force  P. 


\ 
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nuile  pour  tout  déplacement  virtuel  compatible  avec 
les  conditions  données,  et  réciproquement,  il  y  aura 
équt libre  si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle 
pour  tons  lès  mouvements  possibles  du  système. 

Ainsi  la  <:ondition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'équi- 
libre est  que  Ton  ait 

P/?  4-  py  4-  P'Vh-  . . .  =  o. 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  principe  pour  le  cas  d'un 
point  unique  et  pour  celui  de  deux  points  liés  par  une 
droite  de  longueur  invariable. 

ÉQUILIBRE   D^UN    POINT   MATERIEL. 

443.  Soit  R  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  P,  P',  P". .  * .  appliquées  à  un  même  point  A  ei 

soit  A  a  une  droite  quelconque 
^  iinic  ou  infiniment  petite  meiiet- 

par  le  point  A.  Appelons  r,  ;;, 
p',  p^\ ...  les  projections  de  A  a 
sur  R,  P,  P',  P", . . . ,  ces  quan- 
tités étant  afTectées  de  signes 
d'après  les  conventions  faites  plus  haut,  je  dis  que  le 
moment  virtuel  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme 
des  moments  virtuels  des  composantes. 

En  effet,  si  "k,  a,  a',  a^\ . .  •  désignent  les  angles  que  les 
forces  R,  P,  P', . . .  font  avec  Aa ,  on  a 

* 

R  cosX  =  p  cosa  4-  P'  cosa'  4-  P''  cosa*'  H- 

Soit  Aa  =  <7,  on  aura 

R  ff  cos>  -■=  P  a  cosa  -f-  P'  a  cosa'  -f-  P''  a  cosa" ...  ; 

mais 

ccosX  =  r,     acosoL=zp,     tr  cosaf  ==  p*  ; 

donc  on  aura 

Rr  =  P/?  4-  V'p'-'r  P^-H .  -  • . 
414.  11  résulte  de  là  que  si  les  forces  P,  P',  P"  se  font 
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équilibre  et  si  le  point  A  est  libre  dans  l'espace,  on  aura 
pour  tout  déplacement  du  point  Â,  puisque  R  =  o, 

Vp  -h  P>'  -f-  ^p"  -f- . . .  —  o, 

ce  qui  démontre  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans 
le  cas  particulier  â*un  seul  point  matériel  entièrement 
libre  dans  l'espace. 

445.  Ce  principe  se  vérifie  aussi  facilement  quand  le 
point  A  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  donnée 

S.  Tout  déplacement  infiniment 
petit  A  a  de  ce  point  s'eii'ectue 
alors  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface.  Il  en  résulte  que  pour 
l'équilibre  du  point  A  il  faut  et 
il  suffit  que  la  résultante  R  soit 
normale  à  la  surface,  et  qu'on 
ait  par  conséquent  R  ou  Rr  =  o,  ou 

Vp  4-  Vp'  -+-  ^'p"  -+-...  1  -  o. 

Même  démonstration  si  le  point  A  était  assujetti  à  se 
trouver  sur  une  courbe  donnée. 


ÉQUILIBRE   DE   DEUX    POINTS    MATÉRIELS    UHIS    PAR    UNE 

DROITE    RIGIDE. 

446.  Si  Von  applique  aux  extrémités  d^une  droite 

rigide  et  inflexible  AB  deux 
forces  égales  et  contraires  diri- 
gées suii^ant  cette  droite,  leurs 
moments  virtuels  seront  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Supposons  que  le  mouvement 
virtuel  amène  AB  en  ai  :  me- 
nons la  droite  AF  parallèle  et 
égale  kab.LR  figure  AF bà  étant 
un  parallélogramme,  les  projec- 
tions AC  et  HD  de  Aa  et  F6  sont  égales  et  dirigées 

Stusm.  —  Siéc.f  II.  5 
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dans  le  mènle  sens,  en  allant  de  A  vers  C,  puis  de  H 
vers  D.  Or  il  suffit  évidemment  de  faire  voir  que  le  rap- 
port des  projections  AC  =  ^ ,  BD  =  Çi ,  tend  vers  Tunité, 
lorsque  les  points  a  et  &  se  rapprochent  de  A  et  de  B,  en 
se  mouvant  sur  des  courbes  quelconques  AL  et  BM,  et 
qu  en  outre  ces  deux  projections,  en  devenant  infiniment 
petites,  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  Tune  de  A  vers 
C,  Tautre  de  B  vers  D. 
Maintenant  on  a 

HB  _HB  BF  _HB  BF 
HD'^BF  HD""  BF  AC' 

mais  dans  le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec 
AB  comme  rayon,  et  qui  passe  par  le  point  F,  on  a 


par  conséquent 


Donc 


BF'  =  BH.2AB; 


BH         BF 


BF        2AB 


,.     BH 
limjp^o. 


BF 
D^un  autre  côté  lim— n'est  pas  infinie,  k  moins  qne 

Aa  ne  soit  perpendiculaire  à  AB.  En  effet,  BFet  AC 
sont  deux  grandeurs  indépendantes  Tune  de  Tautre, 
puisque  pour  transporter  AB  en  a&,  on  peut  d*abord  fairt 
tourner  cette  droite  autour  du  point  A,  puis  la  transpor- 
ter parallèlement  à  elle-même  en  ab.  On  conçoit  alors 
que  le  rapport  des  droites  BF  et  AC  doit  tendre  en  géné- 
ral vers  une  limite  finie  qui  dépend  de  la  nature  des 
courbes  AL  et  BM. 

HB 
Le  rapport  r^jT  a  donc  pour  limite  o.  Il  8*ensuit  que 

le  rapport 

BD  __  BC  __  y, 

HD  ~"  AC  ~  7 
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tend  vers  l'unité  et  que  6D  est  dirigé  dans  le  sens  HD  ou 
AC.  Ainsi  les  projections  infiniment  petites  q^  et  q  soat 
égales  et  dirigées  dans  le  même  sens.  D'ailleurs  les  forces 
Q  et  Qi  sont  égales  et  contraires.  Donc  leurs  moments 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  Ton  a 

Q7-l-Q,<7,  =  0. 

447.  La  même  chose  peut  se  démontrer  par  le  calcul. 
Soient  jr,  j',  z  5  x',  y  y  z\  les  coordonnées  rectangu- 
laires des  points  A  et  B.  Ces  points  peuvent  être  regardés 
comme  assujettis  à  se  mouvoir  le  long  de  deux  courbes 
arbitraires  AL  et  6M,  avec  la  condition  que  Ton  ait  tou- 
jours 

(^  —  Xf  -4-  (  j'  —  j^)>  -f.  [z'  -  Z)'  =:  l\ 

l  désignant  la  longueur  de  AB.  On  aura  donc,  puisque  / 
est  une  constante, 

(ji'  —  x)  ,          y'  —  r   ,         z'  —  2  , 
1 ^ — Ldx-\-  l—j^l.dj-\ —^"^ 

X*  —  X  y'  —  V  z'  —  z 

=  -^-j^d3^  ^2—-JLdx'  -f-  —^  dz\ 

Soient  ds  =  Aay  ds'  =  B6  les  éléments  des  courbes  AL, 
BM  correspondant  à  une  position  infiniment  voisine  de 
la  droite  AB.  La  relation  précédente  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(y  —  X  dx       y'  —  X  djr        z'  —  z  ^z\ 
—r~Ts'^—T~d^-^-i~ds)  . 

— X  dy'        z'  —  zrfz'N 


'='^'[—l-d?'^-7 


ds'     '         l      ds'  '' 
mais  on  a 

X'  —  Xdx  y'--ydjr  z' —  Z  dz 

COsBÂa  = -j-   H ; -r-  H ; y-i 

l        ds  l        ds  t       ds 

x'  —  X  dx!   .  y'  —yd/       z*  —z  dz 
cos  IB  ^.  =  —^  ^  4-  — ^  _  +  — ^  - , 

pourvu  qae  ds  et  ds'  soient  positifs,  condition  qui  peut 

5. 
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toujours  être  remplie  en  prenant  convenablement  les  ori- 
gines de  ces  arcs.  On  a  donc 

ds  cosBA  a:=ds'  ces  IB  b 
ou 

d'ailleurs  les  forces  Q  et  Q,  sont  égales  et  de  sens  con- 
iraîres  :  donc  la  somme  de  leurs  moments  virtuels  est 
nulle. 


,— •• 


DÉMONSTRATION    DU    PRINCIPE    DES    VITESSES    VIRTUELLES 
DANS    LE    CAS    d'uN    SYSTEME    À    LIAISONS    COMPLETES. 

448.  Soient  A  (.r,y,  z),  A'  (x',y,  z'),  M'{x\y\  z%,.. 
un  nombre  quelconque  n  de  points  assujettis  à  des  condi- 
Fi0.  i46.  tions  données.  Ces  condi- 

tions seront  ordinairement 
exprimées  par  un  cerlaîu 
nombre  d'équations  entre 
les  coordonnées  de  ces 
points.  Le  nombre  des 
équations  doit  d'ailleurs 
être  moindre  que  3n,  sans 
quoi  chaque  point  aurait 
une  position  Gxe  et  reste- 
rait en  repos  quelles  que  fussent  les  forces  appliquées  au 
système;  mais  il  peut  être  égal  i^  3/z —  j.  Dans  ce  cas, 
où  le  système  est  dit  à  liaisons  com/jlètes,  tous  les  points 
sont  assujiUtis  à  demeurer  sur  des  courbes  données  AL, 
A'L', . . .,  et  le  déplacement  d^  Tun  des  points  entraîne 
celui  de  tous  les  autres.  En  eflct,  en  éliminant  x\y\ 
z\  x"^  y'\  2",  etc.,  on  tirera  des  équations  données  les 
valeurs  de^  et  de  z  en  fonction  de  x,  savoir  : 

cl  ces  équations  représenteront  une  courbe  AL,  sur  la- 
quelle le  point  A  {x^y^  z)  sera  obligé  de  demeurer.  On 
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verra  de  la  même  manière  que  les  autres  points  ne  peuvent 
se  mouvoir  que  sur  des  courbes  déterminées.  En  outre, 
toutes  les  variables  moins  une,  x,  pouvant  s'exprimer  en 
fonction  de  celle-ci,  quand  on  connaîtra  la  position  de 
Tnn  des  points,  A  par  exemple,  celles  de  tous  les  autres 
seront  déterminées  :  les  déplacements  infiniment  petits 
qu'on  peut  faire  subir  aux  points  du  système  ont  donc 
avec  l'un  d'eux  des  relations  qui  résultent  des  3/i  —  i 
équations  données. 

449.  Chaque  point  peut  se  mouvoir  sur  la  courbe  dans 
deux  sens  contraires,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  moments 
virtuels  égaux  et  de  signes  contraires.  C'est  d'ailleurs  ce 
qu'on  peut  voir  par  le  calcul.  Soit 

une  des  3/i  —  i  équations  de  condition.  On  peut  la  diffé- 
rentier  en  y  regardant  une  seule  des  variables  comme  in- 
dépendante, ce  qui  donne 

elx  df  dz  as 

On  aurait  en  tout  3/2 — i  équations  semblables.  Or  si 
elles  sont  satisfaites  par  de  certaines  valeurs  de  ^x,  ij^ 
oz,  Sx', . . . ,  elles  le  sont  évidemment  aussi  par  les 
mêmes  valeurs  prises  avec  des  signes  contraires,  d'où 
résulte  pour  chaque  point  deux  déplacements  égaux  et 
dirigés  en  sens  contraires. 

450.  Supposons  qu'on  applique  aux  points  A,  A', 
A", . . . ,  des  forces  P,  P',  ¥\ . . . ,  telles,  qu'il  y  ail  équi- 
libre. Nous  pouvons  ne  considérer  qu'une  seule  force  en 
chaque  point,  puisque,  s'il  y  en  avait  plusieurs,  la  somme 
de  leurs  moments  virtuels  serait  égale  au  moment  vir- 
tuel de  leur  résultante.  Prenons  sur  une  surface  quel- 
conque un  point  B  qui  soit  lié  avec  les  points  A  et  A'  par 
deux  droites  rigides  AB,  A'B,  mobiles  autour  du  point 
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B.  Appliquons  en  A  et  B,  suivant  AB,  deux  forces  Q,  —  Q 
égales  et  contraires,  puis  en  A  et  B,  suivant  A^B,  deux 
forces  Q',  —  Q'  égales  et  contraires.  L'état  du  système 
ne  sera  pas  changé. 

Quand  le  point  B  se  déplace  infiniment  peu,  il  est 
obligé  de  se  mouvoir  sur  une  courbe  déterminée,  car  il 
doit  être  sur  uuc  surface  donnée  et  rester  à  des  distances 
également  données  des  points  A  et  A^  Cela  posé,  appe- 
lons toujours  p,  p',  /?'',...,  les  projections  positives  ou 
négatives  des  vitesses  virtuelles  des  points  d'applica- 
tion, A,  A',  A",  etc.  Désignons  par  Q<7  le  moment  vir- 
tuel de  la  force  Q  appliquée  au  point  A,  et  par  Q'^' 
celui  de  la  force  Q'  appliquée  au  point  A'.  L'intensité 
de  Q'  étant  arbitraire,  on  peut  en  disposer  de  manière 
que  les  forces  P'  et  Q'  appliquées  au  point  A'  tiennent 
ce  point  en  équilibre  sur  la  courbe  A'L^  Il  est  nécessaire 
et  suffisant,  pour  cela,  que  la  somme  de  leurs  moments 
virtuels  soit  nulle  (446)  ou  que  Ton  ait 

P>'-hQ'7'  — o. 

On  peut  alors  supprimer  P'  et  Q'  appliquées  en  A'.  On 
peut  aussi  disposer  de  l'intensité  de  la  force  Q,  déserte 
que  les  deux  forces  —  Q,  —  Q'  tiennent  le  point  B  cd 
équilibre  sur  la  courbe  où  il  est  obligé  de  demeurer,  ce 
qui  exige,  puisque  les  moments  virtuels  de  ces  deux  forces 
sont,  d'après  le  lemme  précédent,  —  Qq  et  —  Q'çS  m^'^ 
l'on  ait 

de  là  et  de  l'équation  précédente  on  déduit 

Ainsi  l'état  du  système  ne  sera  pas  changé  si  Von  sup« 
piime  la  force  P'  appliquée  au  point  A',  pourvu  que  Ion 
applique  au  point  A  une  force  Q  dont  le  moment  virtuel 
soit  égal  à  celui  de  la  force  P'. 
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On  pourra  de  même  supprimer  les  forces  appliquées 
aux  autres  points  A^',  Â"^, .  • . ,  pourvu  qu'on  applique 
au  point  A  des  forces  dont  les  moments  soient  égaux  â 

P//„//   pMr„w 

On  n'aura  donc  plus  que  des  forces  appliquées  au  point 
A.  Donc,  pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et 
il  suffît  que  ces  forces  se  fassent  équilibre  et  par  consé- 
quent que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulle.  On 

aura  donc 

Pp  4-  PV  -h  P'>''  -4-. .  .  =  0. 

451  •  S'il  n'y  a  pas  équilibre,  les  forces  appliquées  au 

point  A  donneront  une  résultante  R  qui  ne  sera  ni  nulle  ni 

Fig.  147.  normale  à  la  courbe  A  a  et  qui 

par  conséquent  aura  un  moment 
virtuel  Rr  plus  grand  ou  plus 
petit  que  zéro,  selon  qu'elle 
tendra  à  faire  mouvoir  le  point 
A  dans  le  sens  Aa  ou  dans  le 
sens  contraire,  c'est-à-dire  se- 
lon qu  elle  fera  avec  A  a  un  angle  aigu  ou  un  angle  obtus* 

Or 

Rr==P/?-t-  P'/?'4-...z=SP/>; 

donc  selon  que  la  somme  ZPp  sera  positive  ou  négative, 
les  forces  tendent  à  mouvoir  le  système  dans  le  sens  Aa 
ou  dans  le  sens  contraire.  Et  si  le  mouvement  A  a  est 
empêché,  il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  y  ait  équilibre, 
que  £P/7  soit  nulle  ou  négative. 
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SUITE  DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

Démonstration  du  principe  dans  le  cas  d'un  système  à  liaisons  incom- 
^  piétés.  —  Cas  où  les  liaisons  sont  exprimées  par  des  inégalités.  —  Autre 

forme  de  l'équation  des  vitesses  virtuelles.  —  Usage  de  cette  équation 

pour  trouTer  les  conditions  d*équilibre. 


SYSTÈME    À    LIAISONS    INCOMPLÈTES. 

452.  Nous  allons  maintenant  étendre  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  à  un  système  à  liaisons  incomplètes, 
ou  dans  lequel  les  coordonnées  des  points  sont  liées  entre 
elles  par  un  nombre  i  d'équations,  i  étant  <^3n  — i. 

Je  dis  d'abord  que  s'il  y  a  équilibre,  la  somme  des 
moments  virtuels  est  nulle.  Considérons  en  efict  Ton 
quelconque  des  déplacements  compatibles  avec  les  liai- 
sons du  système.  On  peut  établir  de  nouvelles  liaisons 
au  nombre  de  3  n  —  i  —  /,  telles,  que  le  déplacement  vir- 
tuel en  question  devienne  le  seul  possible.  Mais  alors  les 
forces  qui  agissent  sur  tous  ces  points  dont  le  système  est 
devenu  à  liaisons  complètes,  se  faisant  encore  équilibre, 
la  somme  de  leurs  moments  virtuels  doit  être  égale  à 
zéro.  Cette  somme  est  donc  nulle  pour  tout  mouvement 
virtuel  compatible  avec  les  conditions  du  système. 

453.  Réciproquement,  quand  la  somme  des  moments 
virtuels  est  nulle,  Téquilibre  existe.  En  effet,  si  les  for- 
ces appliquées  au  système  pouvaient  le  mettre  en  mou- 
vement, tous  les  points  éprouveraient  simultanément  des 
déplacements  très-petits  pendant  un  temps  très-court. 
On  pourrait,  sans  changer  ce  mouvement,  établir  de 
nouvelles  conditions  qui  rendraient  le  système  à  liaisons 
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complètes,  et  qui  empêcheraient  tout  le  mouvement  vir- 
tuel difTérent  de  celui  qu'on  suppose  avoir  lieu.  On  au- 
rait donc  un  système  c^  liaisons  complètes,  dans  lequel  la 
somme  des  moments  virtuels  serait  nulle  et  qui  ne  serait 
pas  en  équilibre. 

Le  théorème  des  vitesses  virtuelles  se  trouve  donc 
étendu  à  un  système  quelconque. 

LIAISOIVS    QUI    s'expriment    PAR    DES    INÉGALITÉS. 

4o4.  Quand  les  liaisons  qui  existent  entre  les  diffé- 
rents points  d'un  système  sont  exprimées  par  des  équa- 
tions, chacun  d'eux  peut  éprouver  deux  déplacemenis 
égaux  et  de  sens  contraires.  Mais  dans  certains  systèmes 
il  n'en  est  pas  ainsi. 

Par  exemple,  concevons  un  point  A  placé  sur  une  sur- 
face fixe  S,  dans  l'intérieur  de  laquelle  il  lui  est  impossi- 
Fig.  i48.  blc  de  pénétrer,  c'est-à-dire  qu'il 

peut  se  mouvoir  d'un  côté  du 
plan  tangent,  mais  non  de  l'au- 
tre. 11  est  clair  que  s'il  se  meut 
dans  le  plan  tangent,  il  pourra 
toujours  se  déplacer  dans  deux 
sens  opposés  Aâ  et  A  a';  mais 
pour  tout  autre  mouvement  son  déplacement  sera  pos- 
sible dans  un  sens  et  impossible  dans  l'autre. 

455.  Les  conditions  de  cette  espèce  sont  ordinaire- 
ment exprimées  par  des  inégalités.  Par  exemple,  si  un 
point  est  posé  sur  nn  plan  fixe  et  ne  peut  se  déplacer  que 
d'un  côté  de  ce  plan,  en  prenant  celui-ci  pour  plan  des 
xy  et  prenant  l'axe  des  z  dans  le  sens  de  son  mouvement 
possible,  on  aura  pour  ce  point  ^>o,  et  il  faudra  expri- 
mer que  la  variation  de  z  est  nulle  ou  positive,  c'est-à- 
dire  poser  l'inégalité 

^z^o. 

De  plus  on  exprimera  qu^un  point  ne  peut  pénétrer 
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dans  rintérieur  d'une  sphère  fixe  dont  le  centre  serait  à 
l'origine  des  coordonnées,  au  moyen  de  la  relation 


R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  si  le. point  est  actuel- 
Icment  posé  sur  la  surface  sphérique,  on  aura  en  le 
déplaçant 

456.  Si  le  système  A,  A',  A",.  .  . ,  est  assujetti  à  des 
conditions  de  ce  genre,  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
subit  une  modification.  Il  suffit  alors,  pour  Téquilibre, 
que  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle 
ou  négative  pour  chaque  mouvement  virtuel  de  cette  es- 
pèce. Si  le  système  est  à  liaisons  complètes,  cela  résulte 
de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (457)  dans  le  cas  ouïe 
mouvement  du  point  A  est  empêché  dans  un  certain  sens. 
Si  le  système  est  à  liaisons  incomplètes,  le  théorème  se  dé- 
montre en  introduisant  un  certain  nombre  de  conditions 
telles,  que  le  système  devienne  à  liaisons  complètes. 

AUTRE   FORME   DE    l'ÉQUATION    DES    VITESSES    VIRTUELLES. 

457.  L'équation 

(i)  P/?-hPy-hPV-h...  =  o 

peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  commode.  Soient 
l^is-  >^i9-  X,  Y,  Z  les  composantes  pa- 

rallèles aux  axes  de  la  force  P 
appliquée  en  A.  Désignons  par 
Jx,  ^y-y  $z  les  vaiialîons  des 
coordonnées  de  ce  point  pour 

oi_jj un    déplacement    virtuel   Aa, 

compatible  avec  l'état  du  sys- 
tème, de  sorte  que  les  coordon- 
nées du  point  a  soient  x  -4-  5 x,  jr  H-  âj-,  z  -h  3  r. 
Le  moment  virtuel  de  la  force  P  étant  égal  à  la  somme 
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des  moments  virtuels  de  ses  -composantes ,  on  a 
on  a  de  même 

et  ainsi  de  suite.  En  substituant  ces  valeurs  dans  Téqua- 
tion  (i)y  elle  devient 

(  a)  2  (Xo  j?  H-  Ydf  4-  Z5z)  =r  o. 

CONDITIONS    d'équilibre   d'uN    SYSTÈME. 

458.  Voici  maintenant  comment  on  déduit  du  principe 
général  des  vitesses  virtuelles  les  conditions  d'équilibre 
d^un  système  donné.  Supposons  que  les  liaisons  qui  exis- 
tent entre  les  divers  points  du  système  soient  exprimées 
par  les  équations 

(3)  L  =  o,     M  =  o,     N  =  o,.... 

Ces  équations  devant  être  satisfaites  par  les  nouvelles 
coordonnées  des  points,  après  un  déplacement  infini- 
ment petit  compatible  avec  Tétai  du  système,  on  aura 

rfL  ^         dL  ^         dh  ^         dis  ^  , 

^J?  -+--,—  ^/  -f-  -r-  ^Z  -t-  -7-7  Sx    H-  .  .  .   --.  O, 

rtj;  djr  dz  dar 

dU  ..         r/M  ^  dM  ^         dU  ^   , 

(2)    <    dx  tijr  dz  dx 

•7-  ^j?  -f-  — -  (î^  -f-  -7-  ^z  -I-  — 7  ^x'  -^ .    .  --.  o, 
dx  djr  dz  dx* 

Pour  bien  comprendre  ces  équations,  il  faut  concevoir 
qu'aux  t  équations  données  on  ait  ajouté  Zn  —  i  —  / 
équations  nouvelles,  telles,  que  le  déplacement  considéré 
devienne  le  seul  possible.  Alors  toutes  les  variables  moins 
une  deviennent  fonctions  de  celles-ci,  et  on  peut,  sous 
ce  point  de  vue,  diilérentier  les  équations  (i).  D'ailleurs 
on  ne  diminue  pas  ainsi  la  généralité  de  la  question, 
puisque  le  déplacement  particulier  que  l'on  considère 
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peut  être  Fun  quelconque  de  ceux  qui  sont  compatibles 
avec  Tétat  du  système. 

459.  Les  équations  (2)  au  nombre  de  1  contiennent  3  n 
variations  Sxy  dj^  îz, ...  ;  il  y  en  a  3  n  —  i  qui  sont  arbi- 
traires, et  les  autres,  au  nombre  de  /,  dépendent  de  celles- 
là.  Si  on  porte  les  valeurs  des  dernières  dans  Téquation 

(3)  y  (X^x^Y^j-hZ^s)  =  o, 

ccUe-cî  contiendra  seulement  3n  —  i  termes  muliiplics 
cbacun  par  l'une  des  3«  —  i  varialions  arbitraires,  et 
comme  la  relation  (3)  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient 
ces  varialions,  il  faudra  égaler  à  zéro  leurs  3/i — i  coeffi- 
cients. On  aura  ainsi  Zn  —  t  équations  cpii,  jointes  aux 
équations  (1),  donneront  3»  équations  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  réquilibre, entre  les  composantes  des  forces 
et  les  coordonnées  de  leurs  points  d^applicatîon. 

460.  L'élimination  de  1  variations  au  moyen  du  sys- 
tème (2)  peut  se  faire  parla  méthode  des  multiplicateurs. 
Multiplions  la  première  par  X,  la  seconde  par  /Jt,  etc.,  et 
ajoutons-les  membre  à  membre  avec  l'équation  (3).  Déter- 
minons les  quantités  ^,  //, . .  .  qui  sont  au  nombre  de  / 
par  la  condition  que  les  coefficients  de  1  variations  soient 
nuls  et  égalons  à  zéro  les  3n — l' autres  coefficients.  Nous 
aurons  les  3/2  équations  suivantes  : 

^      ,  rfL  fm         rfN 

«.r  dx  dx 

^  dL  dM  r/N 

Y-f-X— - -KfA  — -4-V--  -:- ..    —  o, 
dx  dy  dy 

(4)  \   ^       .  '^L  r/M  r/N 
'^^            ^  Z-4-X —  -h  pi— - -f-v—  -;•...— o. 

dz  ilz  dz 

^,      ,  d\.  (m  d^ 


dx'    •   ^  df  dz' 


\ 
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46i  .  Réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu,  je  dis 
que  les  forces  se  font  équilibre;  car,  en  multipliant  ces 
équations  respectivement  par  $x,  dj^  âz,  dx%  .  . .  et 
ajoutant,  on  retrouve  l'équation 


( 


r/L  du 

X-f-X  -7-  +  P-T- 
iLv  ax 


<r 


(î^  -f^  . . .  =  o, 


({ui  se  réduit  à  Féquation  (3),  en  ayant  égard  aux  rela- 
tions (2)  :  or  l'équation  (3)  exprime  que  la  somme  des 
moments  virtuels  est  nulle. 

462.  Les  équations  (4)  conduisent  à  une  conséquence 
remarquable.  On  voit  quV41es  resteront  les  mêmes  et  que 
l'équilibre  actuel  du  système  subsistera  si  Ton  supprime 
la  condition  L  =  o,  à  laquelle  le  système  devait  satisfaire 
dans  tous  ses  déplacements,  pourvu  qu^on  joigne  aux 
forces  primitives  de  nouvelles  forces,  savoir  une  force 
appliquée  en  A  et  dont  les  composantes  parallèles  aux 
axes  seraient 

dh       .  dis  dh 

^d^'      ^dP'      ^Tz' 

une  force  appliquée  en  A'  et  dont  les  composantes  se- 
raient 

dh  dh         dh 

^dx*'      ^df'     ^dP' 

et  ainsi  de  suite.  La  liaison  exprimée  par  Téquation  L  =  o 
produit  donc  ces  forces. 

L'intensité  de  la  force  qu'il  faut  appliquer  au  point  A, 
par  exemple^  est  égale  à 


\/(S)'-^(S')+(S)' 
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et  sa  direction  est  celle  de  la  normale  à  la  surface  repré- 
sentée par  Téquation 

L  =  Oy 

quand  on  y  regarde  x^y^  z  comme  seules  variables,  puis- 
que les  cosinus  des  angles  que  la  normale  fait  avec  les 

,    ,  £/L    €/L    r/L 
axes  sont  proportionnels  ^-^z'  ^»  "T** 

Les  conditions  M  =  o,N  =  o,  etc.,  peuvent  de  même 
être  supprimées,  pourvu  que  Ton  applique  à  tous  les 
points  du  système  des  forces  convenables.  Ces  forces 
auxiliaires,  qui  peuvent  tenir  lieu  des  liaisons  qui  existent 
entre  tous  les  points,  sont  celles  qui  produisent  les  ten- 
sions et  les  pressions  dans  les  liaisons  du  système. 

Enfin,  si  Ton  supprime  toutes  les  liaisons,  ce  qui  rend 
tous  les  points  libres,  on  voix  que  les  forces  P,  P', . . . 
appliquées  à  ces  points  libres  sont  détruites  par  les  forces 


rfL 

//M 

d^ 

rfL 

dn 

dy 

rfM 

f"  dz' 

'  dz 

appliquées  au  point  A, 

i''^ 
^5?' 

df/L 

"^  d.r' 

dM 

r/L 

dM 
^dz" 

^   •   •   • 


appliquées  au  point  A',  ainsi  de  suite. 

SUR    LES    DIVERS    MOUVEMENTS    VIRTUELS    DO»    SYSTÈME. 

463.  Un  mouvement  virtuel  quelconque  se  compose 
de  3w  — I  mouvemenls  virtuels  particuliers  et  distincts. 
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Soient  d^x,  diy^  $iZ^  àiOc' , ...  les  variations  des  coor- 
données des  points  pour  un  premier  mouvement  ;  dt  ^9 
^tjft  ^2^9  ^i^S  •  -  •  pour  un  second  mouvement.  Enfîn, 
k  étant  égal  à  3/i  —  i,  soient  (J^x,  ^^j^  diZ^  à^x^  ...  les 
variations  des  coordonnées  pour  un  k'^"^  mouvement. 
On  a  les  équations 

dL  ^  dh  ^         dL  ^         dh  ^  , 

dx  dy  dz  dx 

(i)      {^M  ^  </M  ^  d^^         rfM  ^   , 


auxquelles  on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale,  en 
supposant 

^X  =:  tf ,  ^,  X  -\-  Qt^tX  -h  €1,  ^,  X  H-  .  .  .  -f-  «I  ^1  jr , 

ly  zr::  fl,  ^,^  -|-  tf,  ^jj  4-  «i  ^j^   -l~  ...-«-    ûi  ^Ij, 

9x'  =  Ot  ^1  x'  -h  a»  ^jx'  -h  «3  ^s  ar'  -h  . .  .  r^  <ï*  9k  ^, 

ai ,  Us  y . . . ,  Ht  étant  des  indéterminées  au  nombre  de  A 
ou  de  3n  —  i.  En  effet  ces  valeurs  satisferont  aux  équa- 
tions (i)^  ensuite  parmi  les  3  A  varialions,  il  y  en  a  A 
auxquelles  on  peut  donner  des  valeurs  tout  à  fait  arbi- 
traires. En  déterminant  convenablement  les  k  facteurs 
âi  y  as ,  •  . . ,  ajiy  ces  variations  restant  au  nombre  de  i  se 
trouvent  déterminées  par  les  formules  (a)  de  manière  à 
satisfaire  à  toutes  les  équations  (i).  Donc,  etc. 

Il  faut  toutefois  qu'il  n'y  ait  pas  de  relations  linéaires 
entre  5iar,  dj/, ...  de  la  forme 

btSix  -h  b-i^iX  -+- . .    -f-  ô|  J*  X  r=  o. 


fc, ^1  x' -{- ^t ^, x' -4-  ...  H-  ^4^4.r'=o, 
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c'est-à-Jîre  qu'aucun   des   déterminants  provenant  du 

système 

9i  or,  9i  Xf  ^1  2,  J,  jr' , .  .  . , 

SyX^    SjJTy    d^Zy    oj.r', .  .  . , 


Sk^y  àkX,  J*z,  ^*j:',.  .  .  5 
ne  soit  égal  i  zéro. 

464.  Ainsi  comme  application  la  plus  simple,  pour 
l'équilibre  d'un  point  libre  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  virtuels  soit  nulle  pour  trois  déplacemeuis 
virtuels  quelconques  du  point,  et  Ton  choisit  les  trois  dé- 
placements virtuels  parallèles  aux  axes.  Tout  autre  dé- 
placement virtuel  est  composé  de  ces  trois-là. 

Pour  un  point  situé  sur  une  surface  donnée,  deux  dé- 
placements particuliers  suffisent,  et  sur  une  courbe  un 
seul  déplacement  est  possible. 

465.  En  général  soient  L  =  o,  M  =  o , . .  .  les  équations 
de  condition.  On  prendra  Zn  —  /quanti  tés  o,  if*,  0, . . .  fonc- 
tions de  x^j^  z,  x',...  et  dont  les  variations  seront  toutes 
arbitraires.  L'équation  des  vitesses  virtuelles  devieudia 

et  comme  ^L,  c^M, . . .  sont  nulles  et  que  (^<p,  Jd, . 
sont  arbitraires,  on  aura 

4»r--zo,      ^=0,      0  =  0... 
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APPUGATIONS  DU  PRINaPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

Équilibre  d*un  système  invariable.  —  Cas  où  le  système  est  gêné  par 
quelque  obstacle.  —  Equilibre  du  polygone  funiculaire.  —  Propriété 
de  Téquilibre. 


ÉQUILIBRE   d'i3N    SOLIDE   INVARIABLE. 

466.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  virtuelles 
les  conditions  d^ équilibre  d'un  système  solide,  formé  de 
n  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable. 
Cherchons  d'abord  le  nombre  de  ces  conditions.  Trois 
points  étant  pris  au  hasard  dans  le  corps,  pour  exprimer 
que  leurs  distances  mutuelles  ne  changent  pas,  il  faut 
trois  équations.  Il  en  faut  ensuite  3  (/z  —  3)  ou  3/i  —  9 
autres  pour  exprimer  que  les  n  —  3  autres  points  restent 
à  des  dislances  invariables  des  trois  premiers.  Ainsi  les 
liaisons  du  système  établissent  3n — 9-f-3  ou  3» — 6 
équations  entre  les  coordonnées  de  tous  ces  points. 
Comme  on  doit  avoir  en  tout  3  n  équations  pour  déter- 
miner les  coordonnées  des  n  points  du  système,  il  y  aura 
donc  six  équations  d'équilibre. 

467.  On  pourrait  obtenir  ces  équations  en  appliquant 

Fijj.  i5o.  la  méthode  générale; 

mais  il  est  plus  simple 
d'imprimer  au  sys- 
tème six  mouvements 
virtuels  arbitraires  et 
indépendants  les  uns 
des  autres,  de  telle 
sorte  que  les  relations 
/  qui  en  résulteront  en- 

tre les  forces,  ne  pou- 

Stl'ku.  —  niée,  II.  6 
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vant  se  déduire  les  unes  des  autres,  seront  précisément 
les  six  équations  d'équilibre. 

Le  déplacement  le  plus  simple  consistera  à  faire  mou- 
voir le  corps  parallèlement  à  Tun  des  axes,  Ox  par 
exemple,  de  telle  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  de 
petites  droites  A  a,  A' a',  toutes  égales.  Alors  SjTj  dzy  ijf\ 
dz!^ . . . ,  sont  nuls  et  dx  =  iod  =  Sx!', .... 

Dans  ce  cas  l'équation  générale 

(i)  \  (X^«  -h  Y9y  -h  Z9z)  =  o 

devient,  en  supprimant  le  facteur  commun  dx, 

{2)  .       ^X=ro; 

on  aura  de  même 

(3)  2^  =  0, 


<4)  s 


Z  — o. 


468.  On  obtiendra  les  trois  autres  équations  d'équi- 
libre en  faisant  tourner  le  corps  successivement  autour 
des  trois  axes.  Supposons  d'abord  que  la  rotation  s'effec- 
tue autour  de  O  2.  Le  point  A  décrira  un  élément  Aâ 
d'une  circonférence  lAH  de  rayon  AC  =  r  et  parallèle 
au  plan  xOy.  Soit  l'angle  AGI  =  or>.  On  a  d'abord 
0  2=0,  puis  à  cause  dç 

x=rcos«,    ^  =  rsîn», 

on  a,  la  rotation  étant  mesurée  par  l'angle  }&>, 

Sx  =  —  r  siou  9^y     êjr  =  rcosw  ^o 
ou  bien 

Donc 
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et  de  même 

X'  Sx'  -+-  Y'  Sx'  -^  Z'  $z'  =  (Y'  x'  -  Xy)  S<a. 

On  a  donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  (i) 
et  supprimant  le  facteur  constant  ico, 

(5)  ^  (Y*  ~  Xjr)  ==  o, 

et  de  même 

(6)  ^(Zx^Yz)  =  o, 

(7)  \(Xz--Zx)=zo. 

69.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles les  équations  des  momenls  sous  leur  seconde 
forme  (367). 

Décomposons  la  force  P  {Jig*  i5o,  p.  8i)  en  deux 
autres,  Tune  Z  parallèle  k  Oz,  Tautre  Q  située  dans  le 
plan  du  cercle  lÂH  parallèle  au  plan  xOj,  Imprimons 
au  corps  un  mouvement  de  rotation,  de  manière  que  le 
point  A  décrive  un  petit  arc  de  cercle  A  a  dont  le  rayon 
AC  est  perpendiculaire  à  Oz,  Abaissons  CD  =  q  per- 
pendiculaire $ur  la  direction  de  la  force  Q  et  imaginons 
celle-ci  transportée  au  point  D.  La  force  P  est  remplacée 
par  les  deux  forces  Z  et  Q.  Or  le  moment  virtuel  de  Z  est 
nul,  puisque  Télément  A  a  est  perpendiculaire  à  cette 
force.  Quant  au  moment  virtuel  de  la  .force  Q  appliquée 
au  point  D,  c'est  le  produit  de  cette  force  par  q  do).  On  a 
donc,  en  appelant  Pp  le  moment  virtuel  de  la  force  P, 

On  aura  de  même  pour  les  autres  forces 

P>'  =  Q'  g'  5ai,     P"/'  =z:  Q"  ^'^  ^0) , . . . , 
el  Téquation  d'équilibre  (5)  devient 


^Q7=o. 


6. 
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Elle  exprime,  comme  nous  Tavons  vu,  que  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  Taxe  Oz  est  nulle. 

AUTRE    MANIÈRE     D'OBTElilK    LES    GONDITIOITS    d'ÉQUILIBRE 

d'cJK    SYSTEME   SOLIDE. 

^70.  Concevons  les  points  du  corps  rapportés  à  un 
nouveau  système  d'axes  rectangulaires.  Les  coordonnées 
{x^y^  z)  d'un  point  seront  liées  aux  nouvelles  coordon- 
nées par  les  équations 

IX  T^  a-^  a  JCi  -h  b  yi  -h  e  Zif 
jr  ~  6  ^a'xi-hù'jTi-i-  c'  z, , 

et  Ton  aura  entre  les  constantes  a,  a', . . .  les  équations 
de  condition 


N 


a' 

+  û'» 

-h«"» 

=  1, 

b^ 

-hb'' 

•i^b"' 

—  I, 

c^ 

-\-c'' 

4-^"» 

=  i; 

al 

f  -4-  û' 

^'-hû 

'"b" 

0, 

(3)  \  ac  -ha'c'  -^al'c^  =o, 

bc-^-Wd  -+-ô"c"=:o. 

Le  système  étant  solide,  si  Ton  conçoit  que  les  axes  des 
Xx ,  j^i ,  ^1 ,  en  fassent  partie,  un  déplacement  quelconque 
du  système  changera  la  position  de  ces  axes,  aussi  bien 
que  x^jf  Zy  mais  ne  changera  pas  Xi  ,/i ,  Z| .  Donc 

ISxz=$(x-\-  XtSa  -^Xx^b  -hZiSCf 
dj  =  ^  -+-  X,  Sa'  -hXi  Sb'  4-  2,  Sc\ 
Sz  =z  8y  -!-  Xt  Sa"  H-  Xi  ^  b"  -h  z,  Se''. 

Supposons  qu'avant  le  déplacement  les  axes  des  Xi^jx^  ^i? 
coïncident  avec  les  axes  des  x^jj  z,  alors  on  aura 

X'==x^f     j'izi:^',,      z:r=Z|^ 
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et  par  conséquent 

a  :=  I ,        b  =o,       c  =o, 

a'  =iOj  b*  =z  ly         c'rrzO, 

a''z=:0,  b^^O,  C"=rl, 

^a  =o,     9b'  =o,     Sc"=:o  (*), 

et  les  équations  de  condition  (3)  donneront,  parla  diffé- 
rentiation, 

Sb-h^a'zrzOf     9c -h  Sa"  =  09     9<^  -\'9b'' =  0. 
Posons 

a'z=^9b  =  9f^y     9e  =  '-Sa''=9y^,     9b''=:'-de'=:if^ 
on  aura 

9x  =  Soi /^»  -f-  8^\|», 

9x  =  9^  -^  x9tù  —  3^^, 
9zz=z9y  —  x9'^ — X^9* 

et  en  substituant  dans  l'équation  générale 


5-' 


s 


(X9x  4-  Y^^-  -+-  Z9z)  =  o, 
il  vient 

(^aV  X  +  ^eV  T-f.  ^7  V  Z -f- 5»y  (Yar  —  X/) 

^^y   (Z/  —  Yz)  -4-  ^+  y  (Xz  —  Zar)  =:  o. 

Les  variations  âa,  âS^  • .  •  étant  arbitraires,  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coeiBcients  de  ces  varia- 
tions sont  nuls;  on  retrouve  ainsi  les  conditions  expri- 
mées plus  haut  (467,  468). 

ÉQtriLIBRE  n'vif    SYSTÈME   SOLIDE   GÊNÉ  FAR  UN  OBSTACLE. 

471.  Si  le  système  renferme  un  point  fixe  O,  on  pren- 
dra ce  point  pour  origine  des  coordonnées  et  on  expri- 
mera, au  moyen  de  trois  équations,  que  les  distances 

(*)  Ces  dernières  équatioDs  peuvent  s'obtenir  en  difTéren liant  les  for- 
mules (3)  et  en  introduisant  les  hypothèses  a  =  i,  a  =  o, . . . . 
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mutuelles  des  points  A,  A'  et  O  sont  constantes;  puis 
par  3  (n — 2)  équations  que  les  distances  des  n  —  2 
autres  points  à  A,  A'  et  O  restent  invariables,  ce  qui  fait 
en  tout  3n  —  6-h3ou37i  —  3  équations  de  condiiion 
entre  les  coordonnées  des  points  du  système.  Donc  il  y 
aura,  dans  ce  cas,  seulement  3  équations  d'équilibre 
entre  les  forces.  On  obtiendra  ces  trois  équations  en  fai- 
sant tourner  le  système  successivement  autour  des  trois 
axes.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'à  cause  de  la  fixité  du 
point  O,  il  est  impossible  de  faire  mouvoir  le  corps  pa- 
rallèlement à  un  axe  comme  lorsqu'il  était  libre. 

472.  S'il  y  a  deux  points  fixes  O  et  H,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  un  axe  fixe  OH,  on  prendra  cette  ligne 
pour  axe  des  z.  On  exprimera,  par  deux  équations,  que 
les  distances  du  point  A  aux  points  O  et  H  sont  invariables 
et,  par  Z  {n  —  i  )  équations,  que  les  distances  des  n  —  c 
autres  points  aux  points  O,  A^  H  sont  également  inva- 
riables, ce  qui  fait  en  tout  3/i  — 3-f-2  0u3n  —  i  rela- 
tions entre  les  coordonnées  des  différents  points  du  corps. 
Ainsi  le  système  est  h  liaisons  complètes;  et,  en  eiTet,  un 
seul  déplacement  est  possible,  c'est  un  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  Taxe  OH .  C'est  par  ce  déplacement  virtuel 
qu'on  parviendra  à  la  seule  équation  d'équilibre  à  laquelle 
les  forces  appliquées  au  corps  doivent  satisfaire  (373). 


ÉQUILIBRE   DU    POLYGONE    FUNIGULÀIRE. 

t 

473.  Soient  A,  A',  A", . . . ,  A  f"-*^,  n  points  unis  par 
Fig.  i5i.  des    cordes   formant   un 

polygone  de  /i  —  i  côtés 
dont  les  sommets  sont 
tirés  par  n  forces  P,  F, 
F',...,  ?(»-»).  Il  faut 
d'abord  exprimer  que  les 
longueurs  des  côtés  sout 
données  et  égales  à  /,  l\ 
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/'',...;  en  désignant  par  x^y^  z,  x\  jr'^  z\, . .  les  coor- 
données des  points  A,  A', . . .  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires,  on  aura  les  n  —  i  équations 

/-^V(^'--»^r-+-(r'-r)'-+-(*'-^)^  =  o, 


r~V^(:c"-x7+(jr''— /)»-H(2"-2'j2  — o, 


En  diiTérentiant  ces  équations,  on  aura 


j/  —  j: 


ix-\- 


X  —  a/ 


dor'-f- 


y  — r 


^r 


-^Z—^9x'-h^—r^9z 


z  —  z 


l 


3z'=io 


et  n  —  a  équations  analogues.  A  ces  n  —  i  équations  il 
faudra  joindre  la  suivante 

474.  En  employant  pour  Télimination  des  n  varia- 
tions la  méthode  générale  des  multiplicateurs  et  en  fai- 
sant usage  des  mêmes  notations,  on  obtient  les  3r  équa- 
tions 

x'  —  X 


(I) 


Y-f-X^l-y^=:0, 

Z4-X  — - —  — o. 


X'-f-X 


X  —  x'  x"  —  x' 


+  /* 


/' 


-c. 


{^; 


Y'-^x-r_y_+,-r::^ 


Z'^\ 


z  —  z 


l 


=  0, 


=  0 
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et 

Xf.  J.     — "  .17  X     -^—  X 

+  P— 77— +"      ^„      =0» 

(3)  i^   -+■!*— 77— +v ^pr-  =  0, 

„„  ^  —  z"  z*"  —  z" 


On  aperçoit  facilement  la  loi  diaprés  laquelle  ces  équa- 
tions sont  formées.  En  élimina|it  entre  elles  les  n — i 
indéterminées  X,  |ul,  v,...,  ou  aura  3n — (n — i)  ou 
an  +  I  conditions  d*équilibre. 

475.  Les  quantités  auxiliaires  X,  |ui,  y,...  ne  sont 
autre  chose  que  les   tensions  des   divers  cordons,  eo 

supposant  ces  quantités  positives.   En  eflfet  X  — - — > 

X*^  »  X  — - —  sont  les  composantes  parallèles  aux 

axes  d'une  force  égale  à  X,  agissant  suivant  AA'de  A 
vers  A'.  Or  les  relations  (i)  font  voir  qne  cette  force  X  et 
]a  force  P,  appliquées  au  point  A,  se  détruisent.  Ainsi  1 
mesure  la  tension  du  cordon  AA'.  On  retrouve  en  même 
temps  ce  résultat  connu  (389)  que  la  force  P  est  dirigée 
suivant  le  prolongement  de  AA'  lorsque  le  polygone  est 
en  équilibre. 

Les  équations  (2),  outre  les  composantes  de  P,  con- 
tiennent celles  d'une  force  égale  et  directement  con- 
traire à  X,  c'est-à-dire  agissant  au  point  A',  suivant  AA' 
de  A'  vers  A.  Les  mêmes  équations  renferment  les  va* 
leurs  des  composantes  parallèles  aux  axes,  d'une  force 
égale  à  fx  et  dirigée  suivant  A' A''  de  A^  vers  A'^  si  la 
quantité  fi  est  positive.  Ces  trois  forces  se  font  donc  équi- 
libre au  point  A^  Ainsi  fi  mesure  la  tension  du  cor- 
don A'A''.  On  verrait  de  même  que  v  est  la  tension  du 
cordon  A'' A''',  et  ainsi  de  suite. 
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476.  II  est  facile  de  prouver  que  la  tension  d'un 
cordon  quelconque  est  la  résultante  des  forces  qui  agis- 
sent d^un  même  côté  de  celui-ci,  transportées  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  en  un  point  de  sa  direction.  Ce  qui 
précède  le  démontre  pour  le  premier  cordon.  Pour  le 
second,  il  suffit  d^ajouter  deux  à  deuic  les  équations  (i) 
et  (2)  :  on  a  ainsi 


x" 


X-i-X'-Hfi— ^r-  =  o, 


y//    _    yf 


-f-a =0. 


Il  résnlre  de  là  que  les  forces  P,  P'  et  la  tension  (jl  du  cor- 
don A^A'"^,  cette  dernière  agissant  de  A^  vers  A'',  se  font 
équilibre.  Donc  une  force  égale  et  contraire  à  fx  qui  me- 
sure aussi  la  tension  du  cordon  A'A'^  est  la  résultante  des 
forces  P  et  P'.  On  verrait  ensuite,  en  ajoutant  trois  à 
trois  les  équations  (i),  (2),  (3),  qne  la  tension  du  cordon 
suivaut  est  la  résultante  des  forces  P,  P'  transportées 
en  A'^  et  de  la  force  P'^,  et  ainsi  de  suite. 

477.  Si  X,^,  y,...  n'étaient  pas  toutes  positives,  le  po- 
lygone funiculaire  ne  serait  pas  en  équilibre;  car  si  fx,  par 
exemple,  était  négative,  les  points  A'  et  A^'  seraient  tirés 
par  deux  forces  égales  et  contraires  qui  tendraient  à  les 
rapprocher.  Cependant  Téquilibre  aurait  encore  lieu  si 
les  cordons  étaient  remplacés  par  des  droites  rigides,  car 
ou  a  exprime  que  les  distances  ÂA^  A' A'^, .. .  doivent 
cire  constantes. 

SUR    UNE    PROPRIÉTÉ   DE    l'ÉQUILIBRE. 

478.  La  formule  des  vitesses  virtuelles  conduit  à  une 
remarque  importante. 
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Supposons  que  le  premier  membre  de  lequation 


1 


(XSx  -+-  YSx  •+•  Z9z)  =  o 


soît  la  variation  exacte  d'une  fonction  de  x,  y^  z^  j/, 
y' y  jz', . . . ,  considérées  soit  comme  des  variables  indé- 
pendantes, soit  comme  des  variables  liées  entre  elles 
par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  etc.,  on  aura 

y  (X^x  4-  Y^7  -h  ZBz)  =  S/{x,x,  a,  x',/,  «',...)• 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  X,  T,  Z,  X\ . . .  soient 
les  déiivées  partielles  de  la  fonction  y,  par  rapport  à 
XyjTj  z,  x\ ....  Alors  pour  la  position  d'équilibre  et  seu* 
lement  pour  celle-là,  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction /*(j?, j^,  j7,.  . .)  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, si  toutefois  cette  fonction  est  susceptible  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum  ;  car  pour  toute  autre  posi- 
tion du  système,  sa  variation  est  différente  de  'zéro.  On 
démontre  que  l'équilibre  est  toujours  stable  quand  le 
maximum  existe;  cela  veut  dire  que  si  l'on  écarte  un  peu 
le  corps  de  sa  position  d'équilibre,  il  tend  à  y  revenir  et 
atteint  cette  position  après  un  temps  plus  ou  moins  long. 
Si  le  minimum  a  lieu,  l'équilibre  peut  être  instable,  au- 
quel cas  le  corps  un  peu  dérangé  de  sa  position  d'équi- 
libre n'y  revient  plus. 

4*79.  L'expression 

est  une  variation  exacte  quand  les  forces  motrices  sont 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  fonctions  des  distances 
de  leurs  points  d'application  aux  centres.  Supposons, 
pour  simplifier,  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  centre  K  (a,  £,c); 
soit  R  (X,  Y,  Z)  l'inlensité  de  la  force  qui  agit  au  point 
A(a:,j^,  z)  suivant  AK;  supposons-la  attractive  et  soit 
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AK  =  i\  On  aura 

r  r  r 

ou  bien 

à  cause  de 

(^  —  «  )>  -h  (  j^  —  by  4-  {«  —  <?)»  =  r\ 

On  trouverait  4-  R5r,  si  la  force  était  répulsive.  De 
même  en  désignant  par  R'  (X',  Y',Z'),R''(X^  Y^Z"),.  • . 
les  farces  attractives  ou  répulsives  qui  agissent  aux  points 
A' y  A!' y  — ,  situés  aux  distances  r',  r'^...  du  centre 
fixe,  on  aura 

V  {XSa-  -h  Y8y  -h  Z^ï)  =  —  Kêr  —  R'  ^r'  —  K''8r" 

Cette  fonction  est  une  différentielle  exacte,  si,  comme  on 
le  suppose,  R  est  une  fonction  de  r,  R'  une  fonction 
de  r',  etc. 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R", . . .  supposées  attractives 
on;  pour  expressions 

fi  étant  un  coefficient  constant,  le  second  membre  sera  la 
difiiérentielte  exacte  de 


/i       1        I 


+ 


•    •    •  9 


Ainsi,  dans  ce  cas,  la  fonction 


I       I        I 

—  — i-  —  —4—  ^—  -4—  •  •  s 


est  un  maximum  ou  un  minimum  quand  il  y  a  équilibre. 
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481.  Le  premier  membre  de  réquation  générale  des 
vitesses  virtuelles  est  encore  une  différentielle  exacte, 
quand  les  forces  considérées  proviennent  des  actions 
mutuelles  des  points  du  système  et  qu^elles  sont  simple- 
ment fonctions  des  distances  mutuelles  des  points  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres. 

Soit  en  effet  R  la  force  avec  laquelle  deux  points 
A  (x,  j^,  z)  et  A'(x',  y\  2^)  agissent  Fun  sur  Taulre.  La 
force  qui  tire  A  vers  A'  a  pour  composantes  parallèles 

aux  axes 

x'  —  x  y' — y  z'  —  z 

R î      B.  ' ^>     R > 

r  r  r 

et  les  composantes  de  la  force  égale  à  R  qui  tire  A'  vers  A 
sont 

—  R^ ,      — R^^^ ^,     — R= -', 

r  r  r 

ces  forces  introduisent  donc  dans  2  {ILâx  -hYây-i-Zdz) 
un  groupe  de  termes 

-.RfLz:f(^^_^:p)_R^!z:Z(5y_^^)_R?ji^ 

ou  — Rdr,  a  cause  deTéquation 

H  =  (  JT  —  a/  )»  4-  tr  —  ^')*  +  (  »  —  »'  )'• 

Il  en  résulte  que 

y  (X9x  -f- Y^r  ^-  Z^»)  =  — y  ^^^' 

Or  d'après    Thypothèse  N  R5r  est  une    différentielle 

exacte. 

S'il  n'y  avait  que  deux  points  et  qu  ils  fussent  assu- 
jettis à  demeurer  à  une  distance  constante  Tua  de  Tau- 
ire,  on  aurait  îr  :=  o  et  qzRJr=o.  Par  conséquent. la 
somme  des  moments  virtuels  de  deux  forces  égales  et  con- 
traires agissant  suivant  AA'  est  nuUe^  c'est  le  lemme 
dont  on  a  fait  usage  au  n^  4i6. 
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482.  Considérons  encore  un  système  de  points  pesants. 
Soient  p^  p\  p"^ . . .  leurs  poids  et  supposons  qu*il  n*y  ait 
pas  d'autres  forces  que  la  pesanteur.  Si  nous  prenons 
Taxe  des  z  vertical  ou  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force, 
l'équation  des  moments  virtuels  se  réduit  à 

on  a  donc 

B{pz  -k- p' z'  -^ p" z''  -i-  . . .)  =0. 

Soient  P  la  somme  de  ces  poids  et  z^  le  2  du  centre  de 
gravité  du  système,  on  a 

pz  -frp^z'  -^-p^z"  -4-  . . .  =  P2, 

et 

^(Pz,)=o 

ou 

Ainsi,  dans  la  position  d*équilibre  le  centre  de  gravité 
est  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  possible.  C'est  ce  qu  ou 
avait  déjà  remarqué  à  propos  de  la  chaînette. 
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PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 

Démonstration  du  principe  de  d*AIembert.  —  Remarque  sur  ce  principe. 
—  Équalion  générale  du  mouvement  d'un  système.  —  Conséquences 
de  cette  équation. 

■       m    ^^^^^^" 
I 

DÉMONSTRATION   DU    PRINCIPE    DE  D^ALEMBERT. 

483.  Le  mouvement  d'un  système  de  points  assujettis 
à  des  conditions  quelconques  et  soumis  à  des  forces  quel- 
conques se  détermine  au  moyen  d'un  principe  très-gé- 
néral que  Ton  doit  à  d^Alembert.  Mais  avant  de  le  dé- 
montrer, nous  allons  rappeler  la  déCnition  générale  de 
l'équilibre. 

On  dit  que  des  forces  appliquées  à  un  point  ou  à  ud 
système  de  points  se  font  équilibre,  quand  l'état  de  celui- 
ci  n'est  nullement  changé  par  leur  suppression.  Cette 
définition  ne  suppose  pas  le  système  en  repos.  Il  peut 
être  en  mouvement,  et  alors  on  dit  que  les  forces  se  font 
équilibre  quand,  en  les  ôtant,  on  ne  modifie  pas  le  mou- 
vement du  système. 

484.  Considérons  un  système  de  points  en  monve* 
meut  M,  M',  ]VF^ ...  -,  soient  m,  m\  m^\ . . .  leurs  masses 
et  P,  P',  P'^, ...  les  forces  qui  les  sollicitent.  Ces  points 
sont  assujettis  à  certaines  conditions,  ordinairement  ex- 
primées par  des  équations  entre  leurs  coordonnées. 
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Considérons  en  particulier  un  de  ces  points,  par  exem- 


Fig.   i5a. 


pie  le  point  M  qui  est  sol- 
licité par  la  force  P.  Le 
mouvement  de  ce  point 
n'est  pas  le  même  que 
s'il  était  libre.  Soit  Q  la 
force  qu'il  faudrait  lui 
appliquer,  s'ilélait  libre, 
pour  lui  donner  le  mou- 
vement qu'il  a  réelle- 
ment. Les  composantes 
de  la  force  Q  parallèles 


aux  axes 


m 


m 


d? 


sont  des  fonctions  du  temps  connues  ou  inconnues, 
mais  déterminées.  Soient  de  môme  Q',  Q'\ ...  les  forces 
qu'il  faudrait  appliquer  aux  points  M^M'^...,  s'ils 
étaient  libres,  pour  leur  conserver  le  mouvement  qu'ils 
ont  dans  le  système.  On  voit  que  si  Ton  substitue  les 
forces  Q,  Q',  Q",  - . .  aux  forces  P,  P',  P'', . . . ,  tous  les 
points  prendront  le  même  mouvement  qu'auparavant, 
sans  que  les  mêmes  conditions  analytiques  cessent  d'être 
remplies;  car,  puisque  leur  mouvement  est  le  même  dans 
les  deux  .cas,  les  équations  de  conditions  seront  encore 
satisfaites.  Ainsi,  au  système  des  points  assujettis  aux 
conditionsdonnées  et  sollicités  par  les  forces  P,  P',  P '^, . . . , 
on  pourra  substituer  le  système  des  points  assujettis  aux 
mêmes  conditions  et  sollicités  par  les  forces  Q,  Q', 

\c  î  •  •  •  • 

485.  Cela  posé,  le  système  étant  sollicité  par  les  forces 
P,  P',  P", . . . ,  on  ne  modifiera  point  son  mouvement,  si 
l'on  applique  respectivement  aux  points  M,  M',  M'^, . . . 
les  forces  égales  et  directement  opposées  Q,  —  Q, 
Q',  —  Q^ . . . ,  qui  se  font  équilibre  deux  à  deux.  On 
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vient  de  voir  que,  sans  qu'on  ait  à  changer  lesliaisons  du 
système, les  forces  Q,  Q',  Q'^,.  ••  P^^oduisent  le  mouvement 
effectif.  DonclesforcesP,F,F,.,.,  —  Q,  —  Q',  —  Q'',... 
se  font  équilibre,  puisque  le  mouvement  n'est  pas  changé 
par  leur  suppression.  On  arrive  donc  ainsi  au  principe 
qui  porte  le  nom  de  d'Alembert,  savoir  que  les  forces 
motrices  d'un  système  font  à  chaque  instant  équilibre  à 
des  forces  égales  et  contraires  aux  forces  gui  produi- 
raient son  mouvement  effectif,  si  tous  ses  points  de^e» 
naïent  libres. 

REMARQUES    SUR   LE    PRINCIPE   DE   D^ÀLEMBERT. 

486.  On  peut  présenter  le  principe  de  d*Alembert  sous 

une  autre  forme,  utile  dans  quelques  cas.  Décomposons  la 

•Fie.  i53.  force  P  appliquée  au  point  M  en 

deux,  dont  Tune  soit  la  force 
désignée  par  Q,  et  l'autre  une 
force  que  nous  appellerons  R. 
Nommons  de  même  Q',  R',  Q", 
— Q^/^M       «  -^ff^  ^  ^  ^    Igg   composantes   ana- 

logues des  autres  forces  P',  P'',.. . 
On  peut  remplacer  les  forces  P,  P',  P'', . . .  par  les  forces 
Q,  R,  Q',  R', .  •  •  •  Mais  alors  on  voit  que  les  forces 
R,  R^,  R^',...  doivent  se  faire  équilibre,  puisque  les 
composantes  Q,  Q',  Q'^.  •  •  donnent  le  même  mouve- 
ment que  les  forces  P,  P',  P'^. . . .  Ces  forces  sont  dites 
les  forces  perdues.  Quant  aux  composantes  Q,  QSQ",...» 
on  pourrait  les  appelerybrce^  effectives^  puisqu'elles  ont 
sur  le  syslème  le  même  effet  que  les  forces  motrices 
P,  P',  P'', ....  On  peut  donc  dire  qu'à  chaque  instant  les 
forces  perdues  se  font  équilibre. 

Cet  énoncé  revient  au  précédent;  car  chaque  force  R 
est  la  résultante  des  forces  P  et  —  Q.  Dire  que  les  forces 
R  se  font  équilibre,  revient  donc  à  dire  que  leurs  compo* 
saules  P,  — Q,  ï*',  —  Q', ...  se  font  équilibre. 
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487.  Il  est  bon  d'observer  qu'où  pourrait  remplacer 
d'une  infinité  de  manières  les  forces  données  par  d'autres 
susceptibles  d'imprimer  le  même  mouvement  au  système, 
non  plus  libre,  mais  assujetti  aux  conditions  données. 
En  elTet,  supposons  que  des  forces  R,  R',  R'^, ...  se 
fassent  équilibre.  On  pourra  décomposer  chaque  force  P 
en  deux  forces  R  et  Q.  Comme  les  forces  R  se  détruisent^ 
il  ne  restera  que  les  forces  Q  qui  produiront  le  même 
mouvement  que  les  forces  P.  Il  en  résulte  que  le  système 
P,  P\  P«^, . . .  et  celui  des  forces  —  Q,  —  Q',  —  Q",..., 
égales  et  opposées  aux  forces  Q  définies  en  dernier  lieu,  se 
font  équilibre.  Mais  cette  conséquence  est  peu  utile  dans 
les  applications,  parce  qu'on  n'a  pas  l'expression  analy- 
tique des  nouvelles  forces. 

ÉQUATION   GÉNÉRALE   DU    MOUVEMENT   d'uN    SYSTÈME. 

488.  En  vertu  du  principe  de  d'Âlembert,  toutes  les 
questions  de  mouvement  se  trouvent  ramenées  à  des  ques- 
tions d'équilibre.  Voici  comment  on  s'en  servira  pour 
obtenir  les  équations  du  mouvement  d'un  système  dans 
lequel  les  points  sont  assujettis  à  certaines  conditions. 

Soient 

(i)      .  L  =  o,     M=:o,     N  =  o,..., 

I  équations  de  condition,  exprimant  les  liaisons  du  sys- 
tème. Ces  équations  contiendront  en  général,  outre  les 
coordonnées  des  différents  points,  le  temps  t,  de  sorte  que 
les  conditions  peuvent  varier  avec  le  temps. 

Soit  P  la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est 
m.  Nommons  X,  Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois 
axes  rectangulaires  ;  celles  de  la  force  que  nous  avons  ap- 
pelée —  Q  sont  égales  à 

d^x  d^y  dH 

<à»  dt'  dt^ 

Stoim.  —  i/^c,  II.  7 
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Les  deux  forces  P  et  —  Q  peuvent  donc  être  remplacées 
par  trois  forces  parallèles  aux  axes  et  qui  ont  pour  ex- 
pression 

X  —  m  — — -  9 

On  aura  des  expressions  analogues  pour  les  antres  points 
M',  M",.-«-  Comme  les  forces  P,  —  Q,  P',  —  Q'vi  « 
font  équilibre,  il  faut  que  la  somme  de  leurs  moments 
virtuels  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  ait 

(x-»$),.*(t-»§),,.(z-™^;),. 


ou,  par  une  notation  plus  abrégée, 

Cette  équation  est  vérifiée  à  chaque  instant.  Ainsi  â  une 
époque  quelconque  le  premier  membre  est  nul,  en  ayant 
égard  aux  équations  (i),  et  5x,  d}^,  5z,  Jx',  îj', .  • 
représentant  les  variations  qui  résultent  de  ces  équations 
pour  les  coordonnées  des  divers  points  du  système.  Il 
no  faut  pas  confondre  ces  variations,  qui  sont  les  projec- 
tions sur  les  axes  des  déplacements  virtuels  des  points 
du  svstè'nie,  avec  les  dillérenliellrs  rfx,  rfy,  dz,  dx\  .  -  • 
qui  sont  les  accroissements  infiniment  petits  des  coor- 
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données  dans  le  mouvement  eiFeclif  et  pendant  Fin terv aile 
de  temps  di  [*). 

COUSÉQDEfîCBS   DE   l' ÉQUATION    GÉHÉRALE. 

489.  Voyons  maintenant  comment  au  moyen  de  la  re- 
lation 


{^-"•^)'']='- 


on  obtiendra,  dans  chaque  cas,  les  équations  du  mou- 
vement. Les  conditions 

(2)  L  =  o,     M=^o,     N  =  o,..., 

devant  être  satisfaites  par  le  système  dans  sa  position  ac- 
tuelle et  dans  celle  qui  correspond  à  un  déplacement 
quelconque,  il  faudra  diflerentier  les  équations  (2)  par 
rapport  à  x^jr^  -3,  x', . . . ,  sans  faire  varier  le  temps.  On 
aura   ainsi  entre   les  variations  Sx,  $j^  $z^  Sx', .  . . , 


(*)  Les  déplacements  ^i,  i/,..,  satisfont  aux  équations  ^L  =  o, 
^  M  =  o, . . . ,  c'est-à-dire 


dL  dh 

_j;rH.— <r/-h...=o,.... 


tandis  que  Ton  a 


dh^       dL ^        dL ^ 

On  ne  pourra  donc  pas  prendre  en  général  6x=zdx,  on  ne  pourra  le 

dL  dM 

faire  que  si-^  =  o,  ■jr==^o»*-»  c'est-à-dire  que  si  les  liaisons  L  =  o, 

M  =  0, . . .  sont  indépendantes  du  temps. 
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les  2  équations  suivantes  : 

_  Sx^         ijr  ^         iz-Jr  ->-,  ^Jt'  -4-  .  .  .  --=  0, 
fix  dy  dz  d.r' 

d^\  ^         du  ^  dW^         r/M  ,    , 

(3)  \-d:i^'^^-dy^^^iû^'^dP''''^---'''^ 

r/wC  "^  "5  dx 


Si  /t  est  le  nombre  des  points  du  système,  il  y  aura  donc 
3  71  —  i  variations  arbitraires  et  i  variations  fonctions  de 
celles-là  déterminées  par  les  i  équations  précédentes.  On 
portera  les  valeurs  de  ces  i  variations  dans  réquation  (i), 
et  égalant  à  o  les  coefficients  des  Zn  — i  variations  res- 
tantes, on  aura  3/2  —  i  équations  différentielles  entre  le 
temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système. 
En  y  joignant  les  i  relations  (a),  on  aura  3/i  équations 
pour  déterminer  les  3/*  variables  a:,  y, -3,  x',^'', -s',-» 
en  fonction  du  temps  f .  Il  restera  à  intégrer  ces  équations 
pour  connaître  la  position  de  chaque  point  du  système 
à  une  époque  quelconque  du  mouvement. 

490.  On  peut,  comme  on  l'a  fait  dans  une  autre  occa- 
sion (460),  employer  la  méthode  des  multiplicateurs.  En 
multipliant  les  équations  (3)  par  des  coefficients  indéter- 
minés X,  fx,'  V, .  . . ,  les  ajoutant  avec  Téquation  (i),  puis 
égalant  à  o  les  coefficients  des  in  variations,  on  a  les 
3/1  équations  suivantes  : 

d^x       ^         dh  dM        d^ 

"^HF^^-^^-d^^^-di-^'HI 

d^y        ^   ^    ^dh  dM  rfN 

(4)       {        d'z        „        ^dla  rfM  r/N 


dt^  dz        ^  dz  dz 

,d^x'       ^,  rfL  dM  rfN 

dt'  dx'       ^  €U'  dx' 


J 
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L  ëliniination  des  i  indéterminées  X,  jx,  v, .  •  •  entre  ces 
équations  donnera  3n  —  i  équations  :  en  y  joignant  les 
I  équations  (a),  on  aura  3 /t  équations  pour  déterminer 
les  valeurs  des  Zn  coordonnées  a:,  j^,  ^,  x', . . .  en  fonc- 
tion du  temps. 

491.  Les  facteurs  X,  fx,  v, . . .  représentent  les  forces 
perdues  et  fout  connaître  les  tensions  et  pressions  qui 
s'exercent  dans  les  liens  physiques  du  système.  Pour  le 
bien  comprendre,  décomposons,  comme  nous  Tavons  fait 
plus  haut  (486),  la  force  P  dans  les  deux  forces  —  Q  et  R, 
el  opérons  la  même  décomposition  pour  les  forces  P^  P", .... 
On  sait  que  si  Ton  supprime  les  forces  R,  R',  R"^  . . . , 
chaque  point  conservera  encore  son  mouvement.  On  sait, 
déplus,  que  sous  Faction  des  forces  Q,Q',Q'', . . .  chaque 
point  aurait  encore  le  même  mouvement,  quand  bien 
même  il  deviendrait  entièrement  libre;  de  sorte  que  les 
points  assujettis  aux  liaisons  données  se  meuvent  alors 
sans  exercer  aucune  action  les  uns  sur  les  autres^  et  par 
conséquent  les  liens  physiques  du  système  n^éprouvent  ni 
tensions  ni  pressions  lorsqu'on  a  supprimé  les  compo- 
santes R^R'y  .  • . . 

Si  Ton  rétablit  ces  composantes,  elles  se  font  équilibre 
à  Taide  des  liaisons  du  système,  et  le  mouvement  demeure 
le  même.  On  voit  donc  que  ces  dernières  forces  produisent 
seules  les  tensions  et  pressions  dans  les  liens  du  système. 
Par  conséquent,  lorsqu'on  connaîtra  R,  R',  R^', . . . ,  on 
pourra  déterminer  les  actions  que  les  liaisons  produisent 
sur  les  points  du  système,  et  par  suite  les  tensions  et 
pressions  que  les  liens  éprouvent,  comme  on  Ta  vu, 
dans  un  système  de  points  assujettis  à  des  conditions 
quelconques  et  soumis  à  des  forces  données  qui  se  font 
équilibre. 

492.  On  a  d'ailleurs  les  expressions  des  forces  perdues 
R,  R^,  R'',....  Les  composantes  de  R,  parallèles  aux  axes^ 
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sont 


celles  de  R'  sont 


X- 

d^x 
di^ 

Y- 

d'y 
dC 

Z- 

d*z 

X' 

d^x' 

Y' 

Z' 

•} 


Or  les  équations  (4)  donnent 

d'-x  /    dL  (TM  ^    d^ 

dl^  \     ^j:         "  dx     '        dx 

dW  /^  dL  dM  rfN  \ 

d^z  /,  rfL  rfM         rfN  \ 

,d^x'  I    rfL  rfM         rfN 

expressions  dans  lesquelles  il  faut  remplacer  A,  |u,  v, . .  > 
par  leurs  valeurs  déterminées  au  moyen  des  équa- 
tions (4)* 
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TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

EXTENSION  ET  APPLICATIONS  DU  PRINCIPE 

DE  D'ALEMBERT. 

Des  forces  instantanées  ou  percussions.  —  Extension  du  principe  de 
d'AIembert  aux  forces  instantanées.  —  Manière  d'appliquer  ce  prin- 
cipe. —  Mouvement  de  deux  points  matériels  unis  par  un  fil  et  reposant 
sur  deux  plans  inclinés.  —  Autre  manière  de  traiter  ce  problème.  — 
Cas  où  il  y  a  des  percussions. 


DES    FORGES    INSTANTANÉES. 

493.  L^observation  montre  qu'il  n'y  a  pas  de  force 
capable  de  produire,  dans  un  instant  indivisible,  un  chan- 
gement fini,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction,  dans  la 
vitesse  d'un  corps  quelconque.  Mais  il  existe  des  forces 
qu'on  appelle  instantanées  et  qu'on  désigne  aussi  sous  le 
nom  de  percussions  ou  impulsions  qui,  agissant  avec  une 
très-grande  intensité,  pendant  un  temps  extrêmement 
court  et  presque  toujours  inappréciable,  communiquent 
à  un  corps,  dans  cet  intervalle  de  temps,  une  vitesse  finie 
qui  peut  même  être  considérable. 

Supposons  un  corps  ou  point  matériel  sollicité  par  une 
pareille  force  P  suivant  une  droite  Ox.  L'équation  de 
son  mouvement  est 

vi  étant  la  masse  de  ce  corps.  Si  l'on  intègre  cette  équa- 
tion à  partir  de  «  =  o  jusqu'à  t  =  0,  0  étant  un  intervalle 
de  temps  très-petit,  comme  une  fraction  de  seconde,  on  a, 
si  u  est  la  vitesse  du  corps  au  bout  du  temps  d,  la  vitesse 
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initiale  étant  nulle^ 

ne 

mu=:  I    Vdt. 

Au  delà  du  temps  6,  la  force  P  cesse  d^agir,  et  par  consé- 
quent le  mobile  conserve  sa  vitesse  acquise  u.  Mais  alors 

la  quantité  de  mouvement  mu^  possédée  par  le  corps  et 

Jf*e 
V  dtj  peut  avoir  et  aura   une  valeur   finie, 
o 

pourvu  que  Tintensité  de  la  force  P  soit  très-grande  pen- 
dant la  durée  très-petite  de  d. 

494.  Quand  la  direction  de  la  force  P  est  variable  pen- 
dant le  temps  6,  on  a  les  trois  équations 

d^x        ^  d^y        _  d^z        ^ 

dt^  *  di'  dr 

X,  Y,  Z  étant  les  composantes  de  la  force  motrice  à  chaque 
instant  On  aura  au  bout  du  temps  6  : 


^  =--1  ^'*' 


m^=z  I    Ydt, 

o 


Si  Ton  assimile  la  quantité  de  mouvement  mu  à  une  force 

dx         dv 

dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  m  — »  m  -j-, 


dz 


m  —seront  les  composantes  de  cette  force  fictive.  Cest 

pourquoi  on  les  appelle  les  composantes  de  la  quantité 
de  mouvement.  Les  équations  précédentes  donnent  les 
expressions  de  ces  composantes  eu  fonction  des  compo- 
santes de  la  percussion. 
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EXTENSION   DU    PRINCIPE   DE   d'aLEMBERT    AUX    FORCES 

DE    PERCUSSION. 

49o.  Le  principe  de  d'Alemberl  s'applique  aux  forces 
de  percussion,  en  remplaçant  ces  forces  par  les  quantités 
de  mouvement  qu'elles  sont  capables  de  produire.  Repre- 
nons la  formule  générale 

Considérons  le  système  depuis  le  temps  t^  jusqu'au  temps 
^o-î-ô^  pendant  lequel  la  percussion  agit.  Cet  intervalle 
étant  très-court,  on  peut  regarderies  variations  (^.r,  o/, 
Sz^  Sx\, . ., -comme  constantes  pendant  toute  sa  durée. 
En  effet,  si  ces  points  sont  liés  entre  eux  par  £  équations 
de  condition, 

(2)  Lr=::0,       Mrr=0,       N  =r  O,  .  .  .  , 

les  variations  sont  assujetties  aux  /  relations 
€iM  ^       du  ^       dU  ^       dn  ^  , 

(3)  y   <Zr  dy     -^         €iz  tix!  ' 
cur                df                dz               dx* 


Or,  pendant  le  temps  très-court  0,  les  points  du  système 
n'éprouvent  que  des  déplacements  insensibles,  de  sorte 
qu'on  peut  regarder  leurs  coordonnées  a:,  y^  z,  x\  j^, 
z', ...,  comme  constantes,  d'où  il  suit  que  les  valeurs 
de  àx^  ày^. . .,  restent  aussi  constantes. 
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496.  Cela  posé,  multiplions  réqiialion  (i)  par  dt  et 
regardant  $x^  dy, . . .,  comme  des  constantes,  intégrons 
par  rapport  à  f ,  entre  les  limites  U  et  ^o  •+•  9*  O"  ^"^a 


2[(X 


;4) 


t  dt  ,  dt 


les  lettres  affectées  de  l'indice  o  désignant  les  valeurs  re- 
latives à  Tépoque  ^O)  6t  les  lettres  sans  indice  les  valeurs 
relatives  â  l'époque  t^  -h  6. 

Voyons  maintenant  ce  que  signiGe  cette  équation.  La 
force  P  dont  les  composantes  X,  Y,  Z  sont  appliquées 
pendant  le  temps  d  à  la  masse  m,  communiquerait  au  point 
matériel,  s'il  était  libre,  une  quantité  de  mouvement  mu^ 

dont  les  composantes  sont  (494)    llLdt^   j  Ydt ,    i  Zdt. 

,  dr         dy         dz  ^  ,1 

Les  termes  'w  —  j  fn  —-j  m—-  sont  les  composantes  de  Ja 

cjuantité  de  mouvement  mu  que  le  point  m  possède  au 

bout  du  temps  t^  4-  6.  De  même  la  vitesse  étant  i^o  fom 

t  =  t^,  les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  m^^g 

11  »   1»  *  dxt         dy^         dz^    ^. 

de  Ja  masse  m  a  1  époque  t^  sont  m  -j-t  m  -7-»  m  —  *oi 

Ton  convient  de  considérer  les  quantités  de  mouvemcnl 
comme  des  forces,  on  voit  que  Féquatîon  (4)  exprime 
qu'iV  y  a  équilibre  entre  les  quantités  de  moui^ement 
que  les  percussions  communiqueraient  aux  différents 
points  s'ils  étaient  libres,  les  quantités  de  mouvement 
qu^ils  possèdent  au  moment  ou  les  percussions  coin- 
mencent  à  agir  et  celles  quils  ont  après  leur  action  y  ces 
dernières  étant  pnses  en  sens  contraire.  Cet  énoncé 
suppose  toutefois  qu'on  néglige  pendant  le  temps  B  les 
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forces  ordinaires,  telles  que  la  pesanteur,  qui  n'ont  pas 
une  intensité  très- grande. 

497.  L'équation  (4)  se  simplifie  lorsque  le  système 

1  Al  ^«^B  ^Yù  oz»  g  dx  ^ 

part  du  repos.  Alors  m-—-,  m-v-»  m—r'i  m'~^^'*'j 
^  '^  dt  dt  dt  dt 

disparaissent,  et  Pon  peut  dire  qu'/7  y  a  équilibre  entre 

les  quantités  de  moui^ement  que  les  forces  donneraient 

aux  divers  points  du  système  s^ils  étaient  libres  et  celles 

qui  ont  lieu  effectivement^  et  avec  lesquelles  ce  système 

commence  à  se  mouvoir,  au  bout  du  temps  6,  ces  der^ 

nières  étant  prises  en  sens  contraire, 

UARCnE   A    SUIVRE   POUR   APPLIQUER   LE    PRINCIPE   DE 
n'iLEMBERT   DANS    LE   CAS   DES   PERCUSSION?. 

498.  Pour  appliquer  le  principe  de  d'Alembert,  étendu 
au  cas  des  percussions,  il  faut  suivre  la  marche  indiquée 
au  n°  490.  Des  équations 

,'  dh  ^         dL  ,         dL  ^ 

dx  dy    -^  dz  * 

l)  {dn^  é/ÎVI  du  ^ 

dx  dy    ^         dz  • 


on  peut  déduire  les  valeurs  de  i  variations  et  les  porter 
dans  Téquation 


a't'^^r,   .  dz^  dz\  ^    ~\ 

puis  on  égalera  à  o  les  coefficients  des  3/i  —  i  variations 
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restantes.  Mais  il  vaut  mieux  employer  la  méthode  des 
multiplicateurs.  On  a,  par  ce  dernier  procédé,  en  appe- 
lant A,  a,  V, . . . ,  i  coefficients  indéterminés,  les  Sti  équa- 
tions suivantes  : 


€lt  dt       J  dx        ^  dx 

(3)     {      dr  dy,        Ar^        .  rfL  dVi. 


dr  dy^         n    ^        ^  dh 

de  dt        J  dy        ^ 


dy 


Dans  celles-ci  jXJt^  JYdt^  IZdt  sont  les  com- 
posantes de  la  quantité  de  mouvement  que  la  force  P  se- 
rait capable  de  communiquer  dans  le  temps  0  au  point  m 
s'il  était  libre,  laquelle  est  connue  par  rexpérîence.  On 

remplacera  de  même   tX.'dt,    JY^dt^    /  Z'e^f,. .. ,  par 

leurs  valeurs.  On  a  ensuite  3n  — /équations  provenant 
de  Télimination  de  X,  |x,  v,. . . ,  entre  les  3/z  équations 
précédentes. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  diflTérenlie  par  rapport  au 
temps  les  équations  de  condition,  on  aura  i  équations, 
telles  que 

</L        dL  dx       dL  dr       dh  dz       dh  dx' 

dt  dx    dt         dy    dt  Uz    dt        dx'    dt 

d'où  l'on  tire  {équations,  telles  que 


d_ 

dx 


Xj  / dx       dxo\        dh/dy        dyA  

x\'dl~"dr)'^di\di''~di)'^  —  ^' 


,  1      /»         •         dLi    dh 

en  regardant  comme  constantes  les  tonctions  -r->  -—->•••> 

qui  ne  varient  pas  sensiblement  pendant  la  très-courte 

durée  de  la  percussion.  On  a  donc  en  tout  Zn  équations 

,,  .         1       o      •  dx     dy     dz     dx' 

pour  déterminer  les  3/»  inconnues  -7->  -—?  -—»  — t-»**'» 
*  dt      dt     dt      dt 

c'est-à-dîrc  les  composantes  de  la  vitesse  de  chacjuc  point. 
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UOUVEMEUT    DE   DEUX    CORPS    LIÉS    PAR    DN    FIL    ET    PLACÉS 

SUR   DEUX   PLANS    INCLINÉS. 

499.  Deux  corps  pesants  m  et  m' Aowl  les  masses  sont 

m  et  m^  sont  placés  sur  deux  plans  inclinés  AC,  A'C^ 

et  unis  par  un  fil  passant 
Fie.  i54.  ^       T       ./. 

sur  une  poulie    située  au 

sommet    des    deux    plans. 

Les  deux  parties  du  fil  sont 
B  i^  ^S.  respectivement  parallèles  à 

ces  deux  plans  et  passent 

par  les  centres  de  gravité 
des  deux  corps.  Quelle  est  la  loi  du  mouvement  de  cet 
assemblage? 

On  peut  supposer  que  chacune  des  masses  soit  réunie  à 
son  centre  de  gravité.  Soient  Cm  =  a:,  Cm'=^a/\  nom- 
mons a  et  a'  les  angles  CAA',  CA'A,  et  /  la  longueur 

totale  du  fil. 

En  négligeant  les  frottements,  la  force  motrice  du 
point  nij  dans  la  direction  de  son  mouvement,  est 
mgsina^  et  celle  qui  donnerait  à  ce  point  supposé  libre 

le  mouvement  qu'il  a  réellement  est  ^'jY*  J^'^pr^^*  1© 
principe  de  d'Alembert,  la  force  mgsina  —  m  -—  doit 

faire  équilibre  à  la  force  analogue  m'gsinu' —  ^''jT^ 

qui  serait  appliquée  au  point  m'  et  tirerait  ce  dernier  en 
sens  inverse.  On  a  donc 


(1) 


(«'«"«- 5) ="''(?«'>»'- ^) 


On  peut  éliminer  x'  au  moyen  de  la  relation 

«  -4-  a/  =  /; 
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an  en  tire  d'abord 

d.r'  dx 

dt  dt 

Ainsi  à  chaque  instant  les  vitesses  des  deux  points  sont 
égales  et  de  sens  contraires,  ce  qui  était  bien  évident 
à  priori.  U  en  résulte  aussi 

d^j/  _       d^x 
d^où  Ton  conclut,  en  substituant  dans  Téquation  (i), 

,    ,  d'^x  (msînœ  —  w'sîna') 

(2)  z=z  S  ^ -•       • 

^^  dt^        ^  m -h  m' 

Sans  aller  plus  loin,  on  voit  que  la  force  accélératrice  du 
point  m  étant  constante,  son  mouvement  est  uniformé- 
ment accéléré.  D^ailleurs  on  déduit  de  cette  équation, 
pardeui  intégrations  successives, 

,_.  djc  (/Tisina  —  m' sinu') 

(3)  V  ou  —  —  g  ^ -, '- 1  -he, 

^    '  dt        ^  ///  -h  m' 


,,,  fi^fwsina  —  /w'sina')  *' 

^  m  -h  m,  1 

les  constantes  e  et  c'  étant  les  valeurs  de  v  et  de  x  rela- 
tives à  la  position  initiale  du  mobile  m. 
Si  Ton  avait 

/7i  sina  =:  m' ûïia!y 

on  aurait 

M  nue,       xz=zct-\-c', 

et  le  mouvement  serait  uniforme.  Si  en  outre  on  avait 
e  =  o,  on  aurait  p»  =  o  et  x  =  c'.  Ainsi  le  corps  resterait 
en  repos,  ce  qui  s'accorde  bien  avec  les  conditions  con- 
nues de  l'équilibre  de  deux  corps  placés  comme  dans 
l'exemple  actuel. 
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AUTRE   MÂNIÊllB   DE   TRAITER   LE    PROBLÈME   PRÉCÉDEKT. 

500.  Od  peut  dans  cet  exemple  particulier  se  dispenser 
d'employer  le  principe  de  d'Âlemberi,  en  introduisant  la 
tension  T.  On  a 

(i)  m— =iwg^sma— T, 

(2)  iw'-^/w'g^sina'  — T, 
d'où,  en  éliminant  la  tension  T, 

(3)  m^^sina--^j=/ii'(g'sina'-^j. 

Pour  avoir  la  tension  T,  on  tirera  de  celte  équation,  en 

d^  af  d"^  T 

remplaçant  -^  par  —  — , 

d^.T f^{m  sîna  —  /n'sina') 

£//'  m  -h  m! 

et,  portant  cette  valeur  dans  Téquation  (i), 

g  mm'  (sin  a  -4-  sin  vf  ) 


(4)  Ti- 


m  -h  /«' 


Ainsi  la  tension  du  Gl  est  constante  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement. 

501.  Dans  la  détermination  précédente,  nous  n'avons 
pas  fait  usage  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  On 
arrive  au  môme  résultat  en  remployant.  Comme  les  deux 
forces 

/  .  d\T\  J  .         ,  d*Jc'\ 
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se  font  équilibre,  on  aura,  en  vertu  de  ce  principe, 
mais  d^ailleurs,  à  cause  de  a:  -|-  x'=  /,  on  a 

(6)  ^X-i-^x'r=0. 

Eliminanl  le  rapport  r-j  entre  ces  dcus  équations,  on  a 
comme  plus  haut 


m 


(ff  «n«  -  ^)  -  «'(ff«n«'  -  :^^  =  o. 


Si  Ton  employait  la  méthode  des  multiplicateurs  pour 
cette  élimination,  il  serait  bien  facile  de  montrer  que  le 
coefficient  X  que  Ton  emploierait  n'est  autre  que  la  ten- 
sion T  du  fil.  En  eflet,  multipliant  Téquation  (6)  par  —  A 
et  ajoutant  à  Téquation  (5),  on  aura 

et,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  ix  et 
de  ^x\ 


-H 


m'\^^mo!^^^=\. 


Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations  (i)  et  (a) 
qu'en  ce  que  T  est  remplacé  par  X.  Ainsi  X  est  bien  la 
tension  désignée  plus  haut  (500)  par  T. 

502.  Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  donne 
la  théorie  complète  de  la  machine  d'Atwood^  en  posant 
a=^  a'  =  90^,  ce  qui  réduit  les  formules  (3)  et  (4)  ^^ 
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n^  499,  et  (4)  du  11°  500,  aux  suivaDies  : 

ff-fw  —  m') 
m  -\-  m 

eim  —  m')   /* 
m  -{-  m       2 

T  =  -^2 ,' 

m  -h  m' 


CAS    OU    IL  T   A  DBS    PERGUSSIOIÏS. 

503.  Nous  avons  supposé  que  l'on  connaîssail  les  vi- 
tesses initiales  des  deux  masses.  Concevons  maintenant 
que  celles-ci  soient  mises  en  mouvement  par  des  percus- 
sions et  déterminons,  dans  cette  hypothèse,  leurs  vitesses 
initiales.  Soient  a  et  a'  les  vitesses  que  ces  percussions 
imprimeraient  aux  masses  m  et  m' si  chacune  d'elles  était 
lihre,  et  désignons  par  c  la  vitesse  cirectivc  du  point  m 
après  la  percussion.  La  vitesse  initiale  du  point  ///  sera 
—  c  •,  car,  à  cause  de  x  -h  x'  =  /,  on  a 

dt  ^        dt' 

Diaprés  le  principe  de  d'Alembert  étendu  aux  quantités 
de  mouvement  Gnies,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  que  les  percussions  communi- 
queraient aux  deux  points  s^ils  étaient  libres  et  celles 
avec  lesquelles  ils  commenceraient  à  se  mouvoir,  ces 
dernières  étant  prises  en  sens  contraire.  On  aura  donc 

m  [a  —  c)  =  m' [a'  -+•  c), 
d*où 


CZ= 


mn  —  m*  n' 
m  -I-  m' 


SîoaM.  —  i/É'c,  lî  b 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  PRINOPE  DE  D'ALEMBERT 


Mouvement  de  plusieurs  corps  liés  par  des  cordons.  —  Autre  solution. 
—  Mouvement  d^une  chaîne  sur  deux  plans  inclinés.  —  Mouvement  de 
deux  points  dont  la  distance  est  invariable  et  assujettis  à  demeurer  sur 
deux  courbes  données- 


Fig.  i55. 

• 

m  T  «1*  1  ^  "^    ^ 

• 

▲ 

B 

V 

■ 

MOUVEMElfT   DE  CORPS   LIÉS   PAR   DES   C0aD017S. 

504.  Proposons-nous  de  trouver  la  loi  du  mouvement 

d'un  système  de  corps 
dont  les  masses  sont  m, 
m',  m'',  et  qui,  liés  entre 
eux*  par  des  fils  ou  des 
hTI  cordons,  sont  mobiles  sur 
un  plan  horizontal.  Nous 
supposerons  que  la  force 
motrice  est  le  poids  d*un  corps  dont  la  masse  est  [i  et  qui 
tire  le  dernier  cordon. 

Â  un  instant  quelconque,  tous  les  pointa  du  système 

ont  une  même  vitesse  i^.  Donc  m  — >  m'—^  m"  -->  u  — 

dt         di  dt    ^  dt 

représentent  les  forces  qui  seraient  capables  de  donner  à 
ces  masses,  si  elles  étaient  libres,  leur  mouvement  effec- 
tif. D'ailleurs  fkg  est  la  force  motrice  du  système,  ei 
cette  force  doit  faire  équilibre  aux  précédentes  prises  en 
sens  contraire.  L'équation  du  mouvement  est  donc 

r/i'  dv  ,  di*  „  dv 

^^       ^  dt  dt  dt  dt         ' 
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OU  plus  simplement 

en  posant 

/t  H-  wi  4-  /w'  -H  iw"  =  M. 

Ainsi  le  mouvement  est  uniformément  accéléré,  et  la 
force  accélératrice  est  à  g  comme  la  masse  fx  du  poids 
moteur  est  à  celle  de  tout  le  système. 

505.  Si  Ton  voulait  tenir  compte  du  frottement,  il 
faudrait  supposer  appliquée  à  chaque  masse  une  force 
qui  lui  fût  proportionnelle  et  dirigée  en  sens  contraire 
du  mouvement.  Le  mouvement  serait  encore  uniformé- 
ment accéléré. 

AUTRE    SOLUTION. 

506.  On  peut  encore  résoudre  ce  problème  sans  faire 
usage  du  principe  de  d'Alembert.  Soient  T,  T',  T'^  les 
tensions  des  trois  fils.  La  tension  T^,  par  exemple,  est 
égale  à  Tune  quelconque  des  deux  forces  égales  et  con- 
traires qu'il  faudrait  appliquer  aux  points  m!  et  m"  pour 
remplacer  le  fil  qui  les  unit,  s*il  venait  à  être  supprimé. 
Or  on  a  évidemment 

dt         ' 
,  dv 

dt 
dç 

En  ajoutant  toutes  ces  équations,  on  a  encore 

de"  U' 

8. 
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Il  est  ensuite  facile  d'obtenir  les  valeurs  des  tensions. 
On  a 

M 

r'=  (m +  /«'-+- w")^- 
On  voit  donc  qu'on  a 

T<r<T^ 

et  cela  doit  être,  car  la  tension  T'^  met  en  mouvemeiu 
trois  niasses,  tandis  que  T'  n'en  fait  mouvoir  que  deux 
et  T  qu'une  seule. 

Dans  ce  qui  précède  on  a  négligé  la  masse  des  cordons. 
Si  Ton  en  tenait  compte,  la  tension  serait  variable  dans 
rétendue  d'un  même  cordon. 

MOUVEMENT    d'uNE   CHAINE    SUR   DEUX    PLAIIS    IKCLI8ÉS. 

507.  Soit  RGB'  une  chaîne  pesante  homogène  qui 
repose  sur  deux  plans  inclinés  disposés  comme  dans  la 
fig,  i54f  p.  109,  et  faisant  avec  l'horizon  des  angles 
CAA'=  a,  CA'A  =  a'.  Soient  /  la  longueur  de  la  chaîne. 
p  la  masse  de  Tunilé  de  longueur.  Posons  x  =  BC, 
x'  =  B'C,  en  sorte  que  l'on  ait 

(  I  )  or  H-  jc'  =  /. 

Considérons  une  molécule  fx  prise  sur  la  portion  CB.  Les 
forces  qui  la  sollicitent  sont  la  force  motrice  (AgsÎDot^  et 

la  force  cffeclive  pl—tt'  Toutes  les  forces  motrices  fies 

molécules  de  la  partie  CB  et  leurs  forces  effectives  prises 
en  sens  contraire  se  composent  en  une  seule 


(gsin.-'!lf.y,f., 
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OU  bien 


De  même  la  différence  entre  les  forces  eflectives  et  les 
forces  motrices  de  la  partie  CB^  sera 


P^'(^"na'-^j 


On  aura  donc,  diaprés  le  principe  de  d*Alembert, 

(2)  ;r^g^sin«-^J=^'^^sina'--^j 

d'où,  en  éléminant  x'  à  l'aide  de  l'équation  x  +  x'  =  /« 

,ox  ^'J^  (sina -h  sina')  .     , 

(3)  -^—S- -^ ix4-^sina'  =  o- 

Telle  C3t  Téquation  du  mouvement. 

508.  Pour  intégrer  cette  équation,  posons,  afin  de 
simplifier, 

(4)  gfrina  +  sina')  ^  ^.^ 
Tëquation  (3)  devient 


d 
dt 


'-r  /  /sina'       \ 

--  —  /îM  X : : =.-  O, 

f/*  \         sma  H- siiia'/ 


OU  bien 


(5)  7^-'''^  =  «' 

en  posant 

,^,  /sina' 

(6  X : ,=jr. 

sin  a  -f-  stu  a 
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L'équatîon  (5)  a  pour  intégrale 

on  aura  donc 

,   .  /sîna'  .     . 

(7)  xz=- : — . -4- Ac*' -f- iJe-«% 

•^"  sina-+-sina' 

A  et  B  étant  deux  constantes.  Pour  les  déterminer,  on 
peut  supposer  connues  la  position  et  la  vitesse  initiale 

du  point  B.  Si  pour  t  =  o  on  a  CB  =  x<,  et  —  =  v'o,  on 

aura 

/sîna'  ^ 

Xo  m  -. : — -  H-  A  -f-  B, 

v^  —  n{k'~  B). 

Au  bout  d^un  certain  temps  facile  à  déterminer,  toute 
la  chaîne  se  trouve  sur  le  même  plan.  Le  mouvement 
change  alors  de  nature  et  devient  uniformément  accéléré. 

509.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
chaîne  reste  en  repos  est  que  Ton  ait 

A=o,     B  =  o. 

En  effet,  en  remontant  à  la  valeur  de  v  ou  de  -p'  <>" 

reconnaît  que  Ton  doit  avoir 

Aff"'— B<?-"'  =  o, 

quel  que  soit  f,  ou,  en  multipliant  par  e""% 

Ae""— B. 

Or  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  tontes  les 
valeurs  de  t,  à  moins  que  Ton  n'ait  en  même  temps  A  =0, 

• 

B  =  o.  Dans  ce  cas  on  a 

/sinx' 


r=z_CB  = 


sinac  -j    sina' 


x'^CB'=        '*'"» 


sma-T   bina 
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et  par  conséquent 

CB  _sina' 

CB^  ~  sina  ' 

Cette  équation  exprime  que  la  droite  BB'  est  horizontale, 
re  que  l'on  pouvait  prévoir, 

S 10,  On  peut  encore  trouver  Téqualion  de  ce  mouve- 
ment en  s'appuyant  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Ainsi  les  forces 

étant  respectivement  appliqués  aux  points  B  et  B^  dans 
la  direction  du  mouvement  que  ces  points  peuvent  pren- 
dre, il  faut,  pour  l'équilibre,  que  Ton  ait 

D'ailleurs  âx'=  —  Jx,  puisque  x  +  x'=  L  Substituant 
—  (îo;  à  ^x',  on  arrive  à  l'équaiion  précédemment  obtenue» 


MOUVEMENT  DE  DEUX  POINTS  ASSUJETTIS  A  DEMEURER 
SUR  DEUX  COURBES  DONNÉES  ET  DONT  LA  DISTANCE 
EST    INVARIABLE. 

511.  Voici  un  problème  propre  à  bien  faire  com- 
prendre l'usage  des  fonctions  X,  [l^  v, ...,  introduites 
dans  les  équations  du  mouvement  pour  opérer  une  éli- 
mination. 

Soient  m  et  m'  deux  points  matériels  sollicités  par 
^'^Z'  »56.  deux  forces  P  et  P',  constantes 

p  ou  variables.  Ces  deux  points 
sont  assujettis  à  rester  à  une 
distance  constante  mm'=  /  l'un 
de  r autre  et  à  demeurer  sépa- 
rément sur  deux  courbes  don- 
nées /?/ A  et  /n'A'.  On  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 
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les  forces  et  les  courbes  comprises  dans  un  même  plan 
xOy. 

Prenons,  dans  ce  plan,  des  axes  rectangulaires  Ojr, 
Oj^.  Soient  X,  T,  X',  Y'  les  composantes,  parallèles  à 
ces  axes,  des  forces  P  et  P'.  D'après  le  principe  de  d*A- 
lembert  et  en  conservant  les  notations  habituelles,  Té- 
quation  du  mouvement  sera 

+  l^x.'-  m'  --j  i^+  i^T-  m'  -^j  8r'=  o. 

Soient 
(2)  /(x,  x)  =  Of    f  (x,  jr)=zo 

les  équations  des  courbes  m  A  et  m'A'.  On  aura  les  trois 
équations  de  condition 

I/(*»   j)  =  o, 

Le  système  est,  comme  on  voit,  à  liaisons  complètes. 
Ces  premières  équations  donnent 

fL:Z±(Sx^Sj/)  H-  ^~^ (Sy-Sx')  =0. 

Alultiplions  les  équations  (4)  par  trois  facteurs  indéter- 
minés X,  X',p,  puis  ajoutons-les  avec  Téquaiion  (i).  Éga- 
lons ensuite  à  zéro  les  coefficients  de  Jx,  dj,  Jx',  J/f 
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nous  auroDs 

d^X         _         ^    fif  X  —  x' 

m  -7—  =  X  -f-  >.  -7-  "^  f*  — ; — ' 
(5)         .     \  ^ 

dt^  dJT        ^        l 

\        dfi  '    df      ^       l 

Ces  équations  font  voir  que  les  points  m  et  m' se  mou- 
vraient comme  des  points  libres,  si  Ton  appliquait  au 
point  m  deux  nouvelles  forces  dont  les  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  fussent  égales  respectivement  à 

df         df         x-^x'        r— J' . 

et  au  point  m'  deux  forces  dont  les  composantes  fussent 
dff  d<f  x-^x'  y— y' 

Or  ). -^  et  X^  sont  les  composantes  d'une  force  égale  à 


V(l)'-  (!)■ 


et  normale  à  la  courbe  m  A.  Cette 


force  est  égale  et  contraire  à  la  pression  que  supporte  la 
courbe  m  A  dans  le  mouvement  du  point  m. 

X  ~~~   Xf  Y  ^-^  Y 

Pareillement  fx  — j—  »  fi  - — -^ —  sont  les  composantes 

d*une  force  dirigée  suivant  mm'  et  dont  l'intensité  est  [i. 
Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  point  m'. 
Les  deux  forces  égales  et  contraires  dirigées  suivant 
mm'  expriment  les  actions  que  les  deux  points  /n,  m' 
exercent  l'un  sur  l'autre  par  le  moyen  du  lien  mm'  :  cha- 
cune de  ces  forces  est  égale  à  la  tension  ou  pression 
qu'éprouve  ce  lien. 
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On  éliminera  X,  )/,  ix^  (jl'  en  multipliant  les  équa- 
tions (5)  par  dx^dfj  dx\  dy\  les  ajoutant  et  en  ayanr 
égard  aux  équations  (3),  il  viendra 

fPx  tpY  d}x^  fPr' 

m^dx  +  m  —  dy  +  m-^dJ^m-^dy 


• 


=  yidx  H-  Ydf  -f-  lUdj/  -h  Tdy , 


équation  qui  revient  à  remplacer  dans  Téquation  (i) 
^-fi  àji  $x\  dy  par  dxy  dj^  dx'^  dj'. 
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TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 

MOMENTS  D'INERTIE. 

Déflnitions.  —  Moments  d'inertie  d'un  parallélîpipède  rectan(j]e.  — 
Ellipsoïde.  —  Solides  de  révolution.  —  Relation  entre  les  moments 
d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  des  axes  parallèles,  —  par  rapport  à 
des  axes  qui  passent  par  le  même  point. 


DÉFINITIONS. 

« 

512.  On  appelle  moment  cT inertie  d'un  point  matériel 
par  rapport  à  ua  axe  le  produit  de  la  masse  de  ce  point 
par  le  carré  de  sa  distance  à  Taxe. 

£S13.  Le  moment  d'inertie  d'un  système  de  points  ma- 
tériels dont  la  forme  est  invariable,  par  rapport  à  un  axe, 
est  la  somme  des  moments  d'inertie  de  tous  ces  points  par 
rapport  à  cet  axe.  Ainsi  w,  m',  m'\ . . . ,  étant  les  masses 
des  molécules  et  r,  r',  r", ....  leurs  dislances  respectives 
à  Taxe,  le  moment  d'inertie  du  système  sera 

mr^  -i-  /;iV»  -;-  m" /^*  h- 

Nous  le  désignerons  ordinairement  par  Zmr*. 

514.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps 
n'y  sont  pas  répandus  d'une  manière  continue  :  on 
sait,  au  contraire,  qu'ils  sont  séparés  entre  eux  par 
des  espaces  vides  qu'on  appelle  des  pores.  Cependant  on 
peut  dans  chaque  cas  obtenir  le  moment  dHnertie,  en 
supposant  la  masse  distribuée  d'une  manière  continue 
dans  le  corps.  Cela  revient  à  prendre,  au  lieu  de  Zmr^, 
l'intégrale  définie  de  r*dm,  pour  toute  l'étendue  du 
corps,  et,  comme  on  l'a  vu  en  Statique  à  l'oceasion  des 


124  COtJnS    DE    MÉCANIQUE. 

centres  de  gravité  des  corps  solides,  les  résultats  de  ces 
deux  hypothèses  diili&rent  très-peu,  pourvu  que  les  pores 
soient  extrêmement  petits  relativement  au  volume  de  tout 
le  corps.  Il  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  une 
infinité  d^éléments  infiniment  petits;  on  prendra  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  élément  quelconque,  et  l'on  aura 
celui  du  corps  par  des  intégrations. 


Fig    157. 


MOMENTS   d'inertie    d'uN    PÀRALLÉLIPIPI^DE    KEGTAlTGLE. 

515.  Soit  AE  un  parallélipipcde  rectangle,  et  propo- 
sons-nous de  trouver  ses  moments  par  rapport  aux  trois 

arêtes  conliguës  OA,  OB,  OC. 
Soit  m  {x,yj  z)  un  point  quel- 
conque de  ce  solide.  L'élément 
qui  correspond  à  ce  point  est 
un  parai léli pi pëde  mm'  infini- 
ment petit  dont  le  volume  est 
dx  djfiz  et  la  mhsse  pdxdydzy 
p  étant  la  densité  de  ce  corps 
que  nous  supposons  constante 
dans  toute  son  étendue.  La  dis- 
tance du  point  m  à  l'axe  O^  est  \/x*-hj'*.  Donc  le 
moment  d'inertie  de  cet  élément  par  rapport  à  Oz  est 

et,  par  suite,  le  moment  du  parallélipipède  est 


p   i  j  j{x^'{-X^)dxdxdz. 


Cette  intégrale  triple  doit  s*élendre  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  jc,  y,  z  respectivement  plus  petites  que 
a,  £,  c  ou  que  les  longueurs  OA,  OB,  OC  des  arêtes  du 
parallélipipède. 

Comme  z  n'entre  que  par  sa  dilTérentielle  sous  le  signe 
d'intégration,  il  parait  plus  simple  de  commencer  àinté' 


treutc-neuvieme  leçon.  laS 

grer  par  rapport  à  cette  variable  entre  les  limites  o  et  c, 
ce  qui  donne 

On  intègre  ensuite  par  rapport  à  /  depuis  j^  =  o  jusqu'à 
Y=^b  el  enfin  par  rapport  à  x,  de  o:  =  o  à  x  =  a.  On 

trouve  ainsi 

abc  ,  ,  . 

pour  le  moment dMnertie  du  parallélipîpède.  En  appelant 
M  la  masse  du  corps,  on  a  M  ==  pabc.  L'expression  pré- 
cédente sera  donc -5-  (a*-hi*).  La  même  chose  se  dira 

des  autres  axes,  en  sorte  que  les  moments  d'Inertie  du 
parallélipîpède  par  rapport  aux  axes  Ox,  O/,  Oz  son 

Si  Ton  suppose 

on  aura 

«'  4-  ^*  >  a*  -h  c*  >  ^'  H-  c\ 

ei  Ton  voit  que,  des  trois  moments  d*inertie,  le  plus 
grand  correspond  à  la  plus  petite  arête  et  le  plus  petit  à 
la  plus  grande.    . 

ellipsoïde  homogekb. 
516.  Soit 

Téquation  d^un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  prin- 
cipaux :  le  premier  membre  sera  moindre  que  i  pour 
tout  point  intérieur,  et  plus  grand  que  i  pour  tout  point 
extérieur. 
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Soit  p  la  densité  du  solide.  Ou  verra,  comme  daDS 
l^exemple  précédent,  que  le  moment  d*inertio  par  rapport 


à  Taxe  Oz  est  égal  à 


P  fff(x^'^X')dxilfdz, 


intégrale  triple  qui  doit  s*étendre  à  toutes  ies  valeurs  de 
X,  j ,  Zy  telles  que  l'on  ait 


a 


517.  En  supposant  d'abord  x  et  y  constants,  il  faut 
intégrer  par  rapport  à  z  depuis  la  valeur 


-V'-S-S 


»î 


jusqua 


Ces  valeurs  doivent  être  réelles.  On  aura  pour  résultat 


2C 

ou  bien 

-h2C 


/»//(*' +y') \/'- J'-^ï ''''0', 


Ces  deux  intégrales  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  <lc.^ 
et  dejKi  telles  que  Ton  ait 


parce  que  le  radical  i/  i j  —  j-  doit  être  réel 
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En  posant 
on  voit  que 


ff^'dx y/i_f!_J<r  =  J  f'^^ dx£^  v'ï^^p rf,.. 

Mais  /     \lr*  — j*  dy  est  égale  à  la  moitié  de  l'aire  du 
cercle   dont   le    rayon    est   r,    c'est-à-dire   â   —     ou 


2 


518.  Il  reste  à  intégrer  x^dx  fi ^j  de  x=. —  a 

à  X  =  -h  fl,  car  Tinégalilé 


donne 


et,  par  conséquent,  x  doit  être  comprise  entre  —  a  et 
a.  On  aura  ainsi 


//'-vA^I^*=^ 


On  obtiendrait  de  même 


en  changeant  &  en  a  et  a  en  &.  Donc  si  Ton  désigne  par  C 
le  moment  d'inertie  de  Tellipsoïde  par  rapport  à  Taxe 
des  z,  on  aura 

^       Lizpabc ,  ,  , 
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ou,  en  posant 

(^) 

^           3      ' 

M  étant  la  masse  de  l'ellipsoïde, 

(3)  C  =  ^(a'  +  *»). 

On  aura  de  la  même  manière  les  moments  d*înertic  par 
rapport  aux  autres  ates  Ox  et  Oj.  Ainsi,  eu  résumé,  M 
étant  la  masse  de  Tellipsoïde  et  A,  6,  G  désignant  sci 
moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oj ,  Oz, 
on  aura 

A  =  I  (6.  +  c'), 

(4)  <  B  =  T  ("•  +  *')• 


519.  Si  l'on  fait 


on  trouvera 


5 

C  =!(«•  +  *'), 


az=z  b  =zc^=rf 


2M    ,  '87rpr» 


pour  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  par  rapport  à  un 

diamètre  quelconque. 

Si  le  rayon  Je  la  sphère  augmente  de  dr^  son  moment 

8 
d'inertie  s'accroit  de  sa  différentielle  ^  iipr^dr^   qui  est 

par  conséquent  le  moment  d'inertie  de  la  couche  infini- 
ment mince  comprise  entre  les  deux  surfaces  sphériques 
concentriques  dont  les  rayons  sont  r  etr-h  dr. 
On  conclut  de  là  que 


8tr 

3 


£    pr^clr  =  ^^-{b^-^a^) 
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est  le  moment  d'ÎDertîe,  relativement  à  un  diamètre  quel- 
conque, d'une  couche  sphérique  dont  les  rayons  intérieur 
et  extérieur  sont  a  et  i,  et  dans  laquelle  la  densité  p, 
stipposée  la  même  pour  tous  les  points  situés  à  une  même 
distance  du  centre,  est  variable  avec  cette  distance. 


SOLIDES    DE    RÉVOLOTIOIf. 

S20.  On  peut  connaître,  par  une  seule  intégration,  le 
moment  d'inertie  d'un  solide  de  révolution,  par  rapport 
à  son  axe. 

Soient  CD  la  courbe  méridienne  et  Ox  Taxe  de  révolu- 

tion.  Prenons  cette  droite  pour 
axe  des  x,  et  pour  axe  des  j  une 
perpendiculaire  Oj  située  dans 
le  plan  du  méridien. 

Soient  MP  et  M'P'  deux  or- 
données infiniment  voisines,  et 
NKK'N'  un  rectangle  compris 
entre  ces    deux   ordonnées;   si 
Ton  pose 

et  le  volume  du  solide  engendré  par  la  révolution  de  ce 

7.1:  ududx. 


Fi(] 

\.  i58. 

y 

& 

V 1 

)__^ 

K 



K' 

N 

N' 

0 

i 

i        1 

»      I 

w 

B     % 

on  aura 


rectangle  sera 


Donc  le  moment  d'inertie  de  ce  solide  sera 

27ffududru^     ou     ^itpu*dud.r, 

et  celui  du  solide  engendré  par  PMM'P' 


27r  f    pu^dudxf 


c'est-à-dire  -  py^  dx  \  et  enfin  le  moment  d'inertie  du  vo- 

STCB31.  —  Mcc„  M.  Q 
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lame  engendré  par  la  révolution  de  l'aire  ÂCDB  sera 


en  dësîgnant  par  a  et  £  les  abscisses  OÂ  et  06  des  extré- 
mités de^Ia  courbe  CD. 

521.  Cherchons,  par  exemple,  le  moment  d'inertie  du 
segment  sphérique.  Il  suffira  de  supposer  que  la  courbe 
CD  est  le  cercle  qui  a  pour  équation 

Si  Ton  porte  cette  valeur  dans  Texpression 
on  aura  Tintégrale 

I      r^ 

-  irp   1     (7,rx — x^Ydx. 

On  trouve,  en  effectuant  Tintégration, 

expression  qui  donne  — ^  pour  le  moment  d'inertie  de 
la  sphère  entière,  en  faisant  b  =  ar. 


AELATIOK    ENTAB   LES    MOMENTS  d'iNERTIB   PAE    RAPPORT 

A    DEUX   AXES    PARALLÈLES. 

S22.  Étant  donné  le  moment  d'inertie  d'un  corps  so- 
lide par  rapport  à  un  axe  qui  passe  par  sou  centre  de 
gravité,  il  est  facile  d'avoir  son  moment  d'inertie  par  rap- 
port a  un  autre  axe  parallèle  au  premier. 
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Prenons  le  centre  de  gravité  pour  origine  des  coordon- 
Fig.  159.  nées,  le  premier  axe  pour  axe 

des  z^  et  pour  plan  des  xz  le 
plan  des  deux  axes  parallèles. 
Soit  a  leur  plus  courte  distance 
OA. 

Considérons  un  point  quel- 
conque M  (x^j'y  z)  du  système, 
et  soit  m  la  masse  de  ce  point  : 
nommons  r  et  R  ses  distances 
MH,MKàOzetà  AB.Ona 

'R}  =  (x  —  ay -^ y  z=z  jc^  -4- jr»  —  2 tfji?  +  a\ 
OU,  à  cause  de  x*  -4-  y*  =  r*, 


Par  suite 

(•) 


R2  =  r*  —  lax  -h  fl». 


»iR>=:  /wr*  —  T^amx  -4-  ma*. 


On  aurait  des  équations  analogues  pour  tous  les  points 
du  système.  Donc  en  les  ajoutant  et  désignant  par  M  la 
masse  du  corps,  on  a 


1 


m 


Rar=\  mr*  —  2flN  iwx-f-  Mfl*. 


L'origine  des  coordonnées  étant  le  centre  de  gravité  du 
corps,  on  a 

(2)  y  ntx  =  o. 

On  a  donc  enfin 


(3) 


S"^-! 


mr'-\-  Ma'# 


Ainsi  le  moment  d'inertie  d'un  système  de  points 
par  rapport  à  un  axe  quelconque  est  égal  à  celui  de  ce 

9* 
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S)^stème  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  celui-ci  mené 
fyar  le  centre  de  gravité^  augmenté  du  produit  de  la 
masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  dçs  deux 
axes. 

Qq  conclut  de  là  que  le  moment  dUnerlie  d*un  corps 
par  rapport  à  un  axe  qui  passe  par  son  centre  de  gra^ 
vite  est  moindre  que  pour  tout  autre  axe  parallèle  à 
celui-ci;  que  ce  moment  est  le  même  pour  tous  les  axes 
parallèles  et  également  éloignés  du  centre  de  gravité , 
et  qu'i7  augmente  à  mesure  que  Vaxe  s^ éloigne  de  ce 
point. 

Si  Ton  représente \  /«/•*  par  MA*,  Téquation  précé- 

denle  peut  s'écrire 


(4) 


yi»R»  =  M(X»-+  a^). 


helation  entre  les  moments  d  inertie  par  rapport  a 

DIFFÉRENTS    AXES    QUI    PASSENT    PAR   LE    MÊME    POINT. 

523.  Soient  01  un  axe  quelconque  et  Ox,  Oy^  Oz  trois 
Fis.  1^0.  axes  rectangulaires.  Désignons 

i»^  par  m  la  masse  d'un  point  quel- 

conque M(jr,j^,  z).  Abaissous 
MH  perpendiculaire  sur  01  et 
posons 

On  a 
(i)  r»=:«'  — (wcosMOH)*; 

or  a,  6,  y  étant  les  angles  que  01  fait  avec  Ox,  O/,  0^, 
ttcosMOH  =  ;rcosa  -f-^cos6  H-  «cosy. 


on  a 


D'ailleurs 


a»  =  ar=-f-j»4-2». 
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Par  conséquent 

» 

{2)       r»  rzr  x^  -4-^*  4-  Z*  —  (xcosa  -i-/  COS6  H-  «0087)% 

que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

(  r*  =  (ar*4-^»-*-«')(cos*aH-cos'64-cos*7) 
j  — (a?cosa4-j^cos6-4-  «COS7)', 

à  cause  de 

cos'a  -4-  ces'  6  4-  ces'  y  =  i . 

En  développant Téqua tien  (3),  on  a 

.A  r»  =  (/» 4- 2')  cos^a  4-  [x^ 4- «*)  cos*6  4-  (x*  4-/')  ces» 7 
(  —  2/z  cos6  C0S7  —  2  orz  cosa  COS7  —  ax/cos  a  cos6. 

Multiplions  cette  équation  par  m  et  ajoutons  toutes  les 
équations  analogues  relatives  aux  autres  points  du  sys- 
tème :  nous  aurons,  en  désignant  par  /i  le  moment  d'inei> 
tie  de  tout  le  système  par  rapport  à  Taxe  01, 

p=cos'a\  m[jr^  4-  z*)  -+-  cos*6\  /ii(a:'4-  z*) 
(5)     (  4- €08*7% /;i(x^4-7')  —  2cosScos7\ /wj^z 


—  2C03a 


cos7\  mxz  —  2cosacosS\  mxy. 


Les  coefûcients  des  cosinus  dans  le  second  membre  sont 
des  valeurs  indépendantes  de  la  direction  de  Taxe  01. 
Posons 

A  =V  «»  {7'  +  ^%     D  =^Smxz , 
(6)  /  B  z=zy  m  (j;»  -^  z'),      E  :z^Smxz  , 

C  =\m[x'  4-7')>      F  ==Sjnxx. 
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Â,  B,  C  sont  les  moments  dMnertie  du  système  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées.  La  valeur  de  fi 
devient 

f  ^  =  A  cos'a  +  B  cos'6 -+- C  cos'7 

(  —  2DcQs6cos7  --aEcosacos7  —  2Fcosacos6. 
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SUITE  DES  MOMENTS  DTNERTIE.  -  ROTATION  AUTOUR 

D'UN  AXE. 

I^lllpsoîde  central.  —  Aies  principaux.  —  Relation  entre  les  axes  princi- 
paux relatifs  à  différents  points.  —  Lieu  des  points  dont  les  moments 
principaux  sont  égaux.  —  Rotation  d'un  corps  autour  d'un  axe  fixe. 


ELLIPSOÏDE    CEMTRAL. 


524.  On  peut  représenler  par  la  construction  géomé- 
trique suivante  la  relation  qui  existe  entre  les  mooienls 
d'inertie  pris  par  rapport  à  différents  axes  concourants. 

Sur  la  droite  01  (^gf.  i6o,  p.  iSa)  prenons  une  lon- 

srueur  ON  =  — =•  Sur  une  autre  droite  01'  prenons  égale- 

ment  une  longueur  ON'  =  — .^j  /ui' étant  le  moment  d'î- 

nertie  du  système  par  rapport  à  01'.  Concevons  qu'on  ait 
fait  la  même  construction  pour  toutes  les  droites  menées 
par  le  point  O.  Quand  on  connaîtra  le  lieu  des  points 
N,  N', .  . . ,  on  aura  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
tout  axe  donné  en  élevant  au  carré  Pinverse  delà  portion 
de  cet  axe  compris  entre  le  point  O  et  le  lieu  des  points  N. 
Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  N.  On  a 

X  ,       Y  Z 

C0S2  =  9       COSd  ::=:  j        COS*y  = » 

ON  ON  ^       ON 

c'est-à-dire 

cosa:=:X\^,     cos6=Yv^,     COS7  :— Z  v'pî. 
Portant  ces  valeurs   dans  l'équation  (7)  du  n*^  523  et 
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supprimant  le  facteur  commun  p.,  on  a 

(i)     AX>-+-BY'-f-CZ»  — 2DYZ—  2EXZ  — 2FXY==:o. 

Or  ce  lieu  géométrique  est  un  ellipsoïde  puisque  cette 
équation  représente  une  surface  du  second  degré  ayant 
le  centre  pour  origine  et  que  le  rayon    vecteur  mené 

par  le  centre  et  égal  à  -T=est  toujours  réel  et  fini-,  car  la 
quantité  j!x  =  \  mr*  est  finie  et  positive. 

AXES     PRINCIPAUX. 

52o.  On  peut  choisir  les  axes  coordonnés  tels,  que  les 
rectangles  de  l'équation  (i)  disparaissent,  en  les  prenant 
dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde.  On  a 
dans  ce  cas,  d'après  les  valeurs  de  D,  E,  F  (523), 

\  myz  r=  o,       \  m.TZ  =  o,      \  mxy  =  o. 

Ces  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principaux  d^ inertie 
du  système  relatifs  au  point  O,  et  les  moments  d*inertie 
correspondants  sont  dits  moments  principaux. 

526.  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à 
moins  que  Tellipsoïde  ne  soit  de  révplution  ou  n'ait  deux 
de  ses  axes  égaux.  Dans  ce  cas  l'axe  de  révolution  et  deux 
diamètres  perpendiculaires  entre  eux  et  à  cet  axe  forment 
un  système  d'axes  principaux.  Il  y  en  a  alors  une  infînité. 
On  en  trouve  encore  un  nombre  infini  si  les  trois  axes 
principaux  de  rellipsoïdc  sont  égaux  entre  eux.  Dans  ce 
cas  l'ellipsoïde  devient  une  sphère;  on  a  A  =  B  =  C,  cl 
trois  diamètres  quelconques  perpendiculaires  entre  eus 

sont  des  axes  principaux,  pour  lesquels \  mjZj\  mxz^ 
\  mxy^  ou  D,  E,  F  sont  toujours  nulles.  De  plus^  les 
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moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  axes  sont  égaux.  C'est 
ce  qu'on  peut  vérifier  en  faisant  dans  la  valeur  générale 
de  [JL  (523)  rhypothèse  actuelle  : 

D  =  o,     E  =  o,     F  =  o,     A=B  =  C, 

ce  qui  donne 

^  =  A  (cos'a  H-  cos'6  4-  cos'7)  =  A, 

Ainsi  la  valeur  de  [i  est  indépendante  des  angles  a,  6,  y, 
c'est-à-dire  de  la  direction  OL 

527.  Revenons  au  cas  où  A,  B,  C  sont  différents  entre 

eux.  On  a 

p  =  A  cos'a  —  B  cos'6  •+-  C  cos'7, 

ou,  à  cause  de  cos*a  =  i  —  cos*  S  —  cos'  y, 

fA  =  A  —  (  A  —  B)  cos^e  —  (A  —  C)  cos'y. 

Donc  si  Ton  suppose 

A>B>C, 

on  aura 

ft<A. 

Ou  a  de  même 

fi~  G  +  (A—  C) cos'a  -h  (B  —  C)  cos»6, 
d'où 

Ainsi  A  est  le  plus  grand  et  C  le  plus  petit  de  tous  les 
moments  d* inertie  relatifs  aux  divers  axes  qui  passent  par 
le  point  O.  En  d'autres  termes,  le  moment  d'inertie  le 
plus  grand  correspond  au  plus  petit  axe  de  rellipsoïde, 
et  le  plus  petit  correspond  au  plus  grand.  Cela  résulte 
d'ailleurs  de  la  forme  connue  de  l'ellipsoïde  et  de  ce  que 
le  moment  d'inertie  correspondant  à  un  axe  est  en  raison 
inverse  de  la  racine  carrée  du  diamètre  correspondant. 
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328.  On  peut  prendre  des  axes  coordonnés  tels,  que 
deux  des  rectangles  disparaissent  dans  Téquation  de  Tel- 
lipsoïde  et  qu'elle  prenne  la  forme 

AX'  -4-  BY»  -f-  CZ»  —  2FXY  =  i. 

L'aT^e  des  z  est  alors  un  axe  de  rellipsoïde  et  par  consé- 
quent l'un  des  axes  principaux  du  corps  relatifs  au  point 
O.  L'axe  des  x  et  l'axe  des  /  sont  dans  le  plan  perpendi- 
culaire à  Oz,  qui  contient  les  deux  autres  axes  principaux 
du  corps,  avec  lesquels  ils  coïncideront  quand  la  troisième 

somme  \  mxy  sera  nulle  en  même  temps  que  les  deux 
autres  \  mjz^  \  mxz. 

IlELATIOjy    E^TTRE   LES    AXES    PRINCIPAUX    RELATIFS 

A    DIFFÉRENTS    POINTS. 

529.  Les  axes  principaux  relatifs  à  un  point  queU 
conque  cTun  corps  sont  parallèles  aux  axes  principaux 
relatifs  au  centre  de  gravité  de  ce  corps  lorsque  la  droite 
qui  joint  le  premier  point  au  second  est  un  axe  principal 
relatif  au  second. 

Soient  O  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  points  et 
Ox,  Oy,  Oz  les  axes  principaux  relatifs  à  ce  point.  Par 
un  point  O'  de  Taxe  Oz  menons  O'  a:',  O'j^'  parallèk's  à 
Ox  et  à  Oj.  Je  dis  que  O'z,  O'x',  O'j'  sont  les  axes 
principaux  du  système  relatifs  au  point  O'. 

Soit  M  un  point  du  système  ayant  x^y^  z  pour  coor- 
données par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy^  Oz,  e.x.x\y\  z 
par  rapport  aux  axes  O'  x\  O'j',  O'  z'.  Puisque  les  pre- 
miers axes  Ox,  Oy^  Oz  sont  des  axes  principaux  par 
rapport,  au  centre  de  gravité,  on  a 

\  mjz  r=:  o ,      \  mxz  ^=  o ,      \  mxj  ==:  o. 

Mais,  si  Ton  suppose  le  point  O'  situé  sur  Taxe  des  z  à 


ensuite 
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une  distance  h  du  point  O,  on  a 

donc  on  a  d'abord 

\  m£ y*  ^=-  \  /war^mo; 

Mais  \  my-J  est  nul  par  hypothèse  et  \  my  également , 
puisque  le  point  O  est  le  centre  de  gravité  du  système  : 
donc  \  rny  z'  est  nul,  et  O'  j' est  un  axe  principal  re- 
lativement à  O'.  On  démontrerait  de  même  que  O'a:'  est 
un  axe  principal  relatif  au  même  point. 

POINTS  FOUK  LESQUELS  LES  MOMENTS  PRINCIPAUX  d'iNERTIE 

d'un  corps  sont  Égaux. 

530.  Prorlèue.  —  Qw^'  ^^^  ^^  point  d*un  corps  pour 
lequel  les  trois  moments  principattx  et  par  suite  tous  les 
moments  relatifs  à  des  axes  quelconques  passant  parce 
point  sont  égaux  entre  eux? 

Prenons  pour  axes  coordonnés  OXyOy^  Oz^les  trois 
axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  du  système 
donné.  Soient  a^  S^y  les  coordonnées  d'un  point  O^rem- 
plissant  la  condition  exigée»  Alors  trois  axes  rectangu- 
laires quelconques  ayant  le  point  O'  pour  origine  seront 
des  axes  principaux  du  système.  Donc  si  Ton  prend  trois 
axes  O'  x\  O'y,  O'z'  parallèles  aux  premiers,  on  aura 

\  mjr'z'=zOf      \  mx'z'z^Oy      \  mx* y'  z=zO) 
mais  on  a 
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et,  puisque  les  axes  prijultifs  sont  des  axes  principaui, 
\  mjz  =0,      \  mxz  =  o,      \  mxjr  =  o, 

Téqualion  \  mx'y  =  o  revient  & 

\  w(a:— a)  (/--6)  =  o, 
OU  bien 

\  mxjr  —  S \  mx  —  a\  my  -|-  aÇ\  w  =  o. 

Mais  \  rnxy^  \  mx^  \  mj  sont  nulles-,  donc 

«6  =  o, 
et  Ton  trouverait  de  môme 

ay  =  o,        €7  =  o. 

Il  résulte  de  là  que  deux  des  trois  inconnues  or,  S,  7 
doivent  être  nulles.  Supposons  que  ce  soient  6  et  7.  Alors 
le  poiut  O'  est  sur  Taxe  Ox, 

531 .  Jusqu'à  présent  nous  avons  exprimé  que  les  axes 
principaux  relatifs  au  point  O^  sont  parallèles  aux  axes 
Ox,  Ojy  Oz.  11  faut  exprimer  que  les  moments  corres- 
pondants aux  nouveaux  axes  sont  égaux.  Or,  d'après  un 
théorème  démontré  (522),  ces  moments  sont 

A,        B-hMa»,       C  +  Ma»; 

on  doit  donc  avoir 

A  --  D  -i-  Ma»  —  C  H-  Ma»; 

donc 

B  =  C, 
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et  ensuite 


=w 


A  — B 
AT"' 


ce  qui  exige  que  Ton  ait  A^B.  Il  faut  que  rellipsoïdc 
relatif  au  point  O  soit  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe,  actuellement  dirigé  suivant  Taxe  des  x  et  auquel  se 
rapporte  le  moment  A.  U  existe  alors  deux  points  O'  et 
Oi ,  symétriques  par  rapport  au  point  O  et  situés  à  une 


distance  de  ce  point  égale  à  i/ • 


B 


M 
532.  Prenons  pour  exemple  Tellipsoïde, 

On  a  vu  (518)  que,  M  étant  la  masse  de  cet  ellipsoïde, 
les  moments  par  rapport  aux  axes  sont 


B  =  iM(«'+c»), 

Or  le  centre  de  rellipsoïde  est  son  centre  de  gravité  et 
ses  axes  sont  les  axes  principaux  d'inertie;  car  on  a  évi- 
demment pour  ce  point 

\  mxf  =  0,       \  mxz  =  o ,      \  mjz  =  o. 

Supposons  a<^b^  alors  A^B,  et  pour  qu'il  existe  un 
point  O',  il  faut  qu'on  ait  B  =  C,  c'est-à-dire  b=zc. 
Donc  l'ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  l'axe 
OA.  11  y  aura  donc  deux  points  répondant  à  la  ques* 
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tion,  situés  sur  le  plus  petit  axe  et  à  des  distances  de 

Torigine  égales  à  ±  i/  — ■= —  • 

Ces  points  seront  en  dedans  ou  en  dehors  de  Tellip- 
soïde^  suivant  que  Ton  aura — -z — $a*  ou  b^a\f6.  Ds 

seront  aux  extrémités  du  petit  axe,  si  Ton  a  i  =  a  yjS, 

MOUVEMENT   DE   EOTÀTION    d'uN   SYSTÈME    SOLIDE    ÀDTOUR 


d'un  axe  fixe. 


533.  Dans  un  pareil  mouvementj  tous  les  points  du 
système  décrivent  des  arcs  de  cercles  semblables,  dont  les 
rayons  sont  leurs  distances  à  Taxe.  Ces  rayons  décrivent 
autour  de  l'axe  des  angles  égaux,  dans  un  même  temps. 
Tous  les  points  situés  à  la  même  distance  de  Taxe  ont  i 
chaque  instant  la  même  vitesse,  çt  celle  des  points  situés  a 
une  distance  égale  à  Tunité  est  ce  qu  on  appelle  la  vitesse 
angulaire  ou  de  rotation  du  système.  Nous  la  désignerons 
par  tù  :  c*est  généralement  une  fonction  du  temps.  La 

vitesse  --r  d'un  point  quelconque  est  proportionnelle  a  sa 

distance  r  à  Taxe,  et  par  conséquent  elle  est  représentée 
par  rct).  En  effet,  soient ^5  et  daXes arcs  infiniment  petits 
parcourus  par  le  point  considéré  et  par  un  autre  point 
situé  à  Tunité  de  distance  de  l'axe;  ces  arcs  étant  sem- 
blables, on  a 

dsz=zrdQ^ 

et  par  suite 

ds         da 

ik  dt 

534.  Un  mouvement  de  rotation  est  dit  uniforme 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement 
a  lieu  lorsque  les  points  du  système  11e  sont  sollicités  par 
aucune  force  motrice  ou  par  des  forces  motrices  qui  se 
font  équilibre  autour  de  Taxe  fixe. 
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En  effet,  soit  P  la  force  motrice  d'un  point  m,  qui  dé- 
crit autour  de  l'axe  Oz  un  arc  de  cercle  MmM'  d'un 
rayon  Km  =  r.  La  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  ce 
points  s'il  était  libre,  pour  lui  donner  son  mouvement 
effectif,  c'est-à-dire  pour  lui  faire  parcourir  l'arc  M/wM', 
est  la  résultante  de  deux  forces  :  l'une  la  force  tangen- 
tiellc 


m  -r     ou 
dt 


d(ù 
dt  ' 


l'autre,  la  force  centripète,  dirigée  suivant  le  rayon  /wK  : 


m  -     ou      lw^û>^ 

r 


Fig.  i6i. 


Décomposons  la  force  motrice  P  en  deux  autres,  l'une 

Z,  parallèle  à  l'axe  O^,  et  l'au- 
tre Q,  située  dans  le  plan  du 
cercle  MM^  à  une  distance 
KL  =  ^,  de  l'axe  Oz. 

D'après  le  principe  de  d'A- 
Icmbert,  toutes  les  forces  mo- 
trices du  système  font  équilibre, 
à  chaque  instant,  aux  forces  ef- 
fectives prises  en  sens  contraire.  Mais,  pour  tous  les 
points  du  corps,  les  composantes  mrot>'  et  Z  sont  tou- 
jours détruites  par  la  résistance  de  Taxe  fixe.  D'ailleurs 
les  autres  composantes  étant  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à  l'axe,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  leurs 
moments  par  rapport  à  celui-ci  soit  nulle,  d'où  résulte 


E 

/ 

^ 

M 

/ 

_i . 

L 

y^^ 

-^ 

r 

0 

I 

2„,..^=.^Qy, 


ou,  puisque  —  est  le  même  pour  tous  les  points  du  sys- 
tème, 


dîA 
dt 
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et,  par  conséquent, 


d(ù 


^  """ 


Cette  équation   détermine  la   vitesse  angulaire  à  une 
époque  quelconque.  C'est  Téquation  du  mouvement.     * 
Ou  en  déduit  que  si  les  forces  motrices  sont  nulles,  on  a 

d^  .  , 

---  =  o  ou  0)  =  constante.  Le  mouvement  est  donc  uui- 

dt 

forme. 

Il  est  encore  uniforme  quand  les  forces  se  font  équi- 
libre autour  de  Taxe;  car  ou  a  dans  ce  casN  Q^  =  o, 

et  comme  N  mr^  n'est  pas  nulle,  on  aura  •—  =  o ,  et  la 
vitesse  angulaire  o)  sera  constante. 
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'  MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  D'UN  AXE  (suite). 


Cas  où  ]e  corps  est  mis  en  raoaTement  par  des  percussions.  —  Calcul  des 
percussions  exercées  sur  ]*axe  fixe.  —  Cas  où  l'axe  n'éprouve  aucune 
percussion.  —  Condition  pour  qu'il  n'y  ait  de  percussion  qu'en  >in 
point  de  l'axe. 


CAS    OU    LE    CORPS    EST    MIS    EN    MOUVEMENT    PAR    DES 

PERCUSSIONS. 


Fig.  i6a. 


535.  Supposons  que  tous  les  points  du  système  soient 
mis  en  mouvement  par  des  percussions  simultanées.  Dé- 
composons chaque  force  intan- 
tanée  P  en  deux  :  Tune  Z,  pa- 
rallèle à  Taxe  O^  et  qui  est 
détruite  par  la  résistance  de  cet 
axe;  l'autre  Q,  située  dans  le 
plan  M  m  M',  perpendiculaire  à 
cet  axe.  Soit  f^  la  vitesse  que 
celte  dernière  composante  qu'il 
suffit  de  considérer  serait  capable  d'imprimer  au  point  m 
s^il  était  libre  :  mi^sera  la  quantité  de  mouvement  corres- 
pondante. Si  (ù  est  la  vitesse  de  rotation  du  système,  la 
quantité  de  mouvement  effective  du  point  m  situé  à  une 
distance  r  de  Taxe  est  mroD.  Donc  si  Ion  appelle  q  la  per- 
pendiculaire KL  abaissée  du  point  K  sur  la  direction  de 
la  force  Q,  on  aura,  en  exprimant  qu'il  y  a  équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement  imprimées  et  les  quantités  de 
mouvement    effectives,    celles-ci    étant   prises  en  sens 

Sturm.  —  3Iéc.,  IL  ï^ 
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contraire: 


\  mvr/  —  w  \  wr'  =  Op 


d'où 


\  mvq 

836.  Supposons  que  toutes  les  vitesses  v^  \>'^  v^,. . ., 
communiquées  à  diiTérenls  points  du  système  par  des  per- 
cussions, soient  égales  et  parallèles,  et  désignons  par  |:x  la 
somme  des  masses  des  points  qui  reçoivent  directement 
cette  vitesse  commune  v',  que  les  liaisons  du  système  les 
empêchent  de  prendre  réellement.  Appelonsy^la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  jjl  à  un  plan  passant  par 
Taxe  et  parallèle  à  la  direction  des  vitesses.  On  a,  diaprés 
les  propriétés  connues  du  centre  de  gravité, 

\  nipg  =2  p\  mq  =  p^a/, 
et  la  formule  (i)  devient 

Remarquons  que  fi  peut  n'être  pas  la  masse  totale  du 
système  *,  mais  \  mr*  est  son  moment  dMnertie  total. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  continu,  il  faut  rem- 
placer \ /wr*  par  Tintégrale  I  r^dm  prise  dans  toute 
rétendue  du  corps. 

537.  La  formule  (a)  convient  à  un  corps  solide  C 
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mobile  autour  d'un  axe  fixe  Oz^  choqué  par  un  autre 
corps  Cl  qui  après  le  choc  reste  attaché  en  Cj  au  premier 
et  dont  tous  les  points  sont  animés  de  vitesses  égales  et 
parallèles.  Il  faut  alors  supposer  que  (x  est  la  masse  du 
corps  Cl,  i'  sa  vitesse, y*la  distance  de  son  centre  de  gra- 
vité à  un  plan  passant  par  Taxe  et  parallèle  à  la  direction 

de  la  vitesse  i^  :  enfin  que  \  mr*  est  le  moment  d'inerlîe 

Fig.  i63.  du  système  invariable  formé 

.par  les  corps  C  et  Cj.  Il  est 
évident  que  cela  revient* à 
imprimer  aux  points  de  la 
partie  Cj  du  système  (C,  C|) 
des  percussions  capables  de 
donner  à  tous  les  points  de 
celte  masse  [â  des  vitesses 
égales  cl  parallèles  à  i^. 

538.  Si  le  corps  C  est  choqué  simultanément  par  plu- 
sieurs masses  |!x,  /i',  fjL^\ . .  . ,  animées  de  vitesses  différentes 
et  qui  lui  demeurent  attachées  après  tous  ces  chocs,  on 
aura 


l 


mr^ 


\  iuff  indiquant  la  somme  de  toutes  les  quantités  ana- 
logues à  [J.yfei  relatives  aux  masses  fjt,  /Jt',  /ji",  .... 

539.  La  formule  (i)  peut  se  déduire  de  Téquation  (534) 


10. 
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de  la  même  manière  qu'on  étend  le  principe  de  d*Âlem- 
bert  aux  quantités  de  mouvement  finies.  Il  suffit  de  sup- 
poser que  la  force  Q  qui  agit  perpendiculairement  à  Taxe 
est  une  percussion.  Le  temps  0  de  son  action  étant  très- 
court,  il  est  permis  de  supposer  que  g  reste  constant  pen- 
dant cet  intervalle  de  temps.  Alors^  si  Ton  intègre  Téqua- 
lîon  précédente  depuis  f  =  o  jusqu'à  ^  =  (?,  on  obtient 


or  on  a 


o 


donc 


540.  Si  le  système,  au  lieu  d'éprouver  des  percussions 
simultanées,  reçoit  une  suite  de  chocs  se  succédant  à  des 
époques  quelconques,  la  vitesse  angulaire  sera  toujours 
donnée  par  la  formule 

car,  après  un  premier  choc,  le  mouvement  est  le  même 
que  si  le  choc  avait  lieu  à  cet  instant-là^  le  corps  étant 
en  repos;  par  conséquent  on  peut  supposer  que  le  corps 
reçoive  le  premier  choc  et  le  second  au  même  instant 
pour  déterminer  la  vitesse  angulaire  après  la  seconde 
percussion,  et  il  en  sera  de  même  pour  de  nouvelles  per* 
cussions. 
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Fig.  iCij. 


CALCUL    DES    FERCUSSIOnS    EXERCÉES    SUR    l'àXE    FIXE. 

541.  Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement 
par  une  force  instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  V 
à  une  certaine  masse  fx  au  centre  de  gravité  de  laquelle 
elle  serait  appliquée.  Cette  force  instantanée  ou  percus- 
sion a  pour  mesure  la  quantité  de  mouvement  /iV.  Pre- 
nons toujours  Taxe  fixe  pour  axe  des  z,  et  pour  plan  des 

xy  le  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  fixe  mené  par  le  point  du 
corps  auquel  est  appliquée  la 
force  instantanée.  Nous  dési- 
gnerons par  a  et  6  les  coordon- 
nées de  ce  point  d*app1ication. 
On  sait  que  les  quantités  de  mou- 
vement imprimées  auxdifférents 
points  doivent  faire  équilibre 
aux  quantités  de  mouvement  effectives,  prises  en  sens  con- 
traire, et  cet  équilibre  doit  avoir  lieu  en  vertu  de  la  fixité 
de  Taxe.  On  peut  rendre  cet  axe  immobile  en  fixant  deux 
de  ses  points  pris  à  volonté.  Prenons  le  point  O,  origine 
des  coordonnées,  et  un  autre  point  H  quelconque  sur  Oz. 
En  supposant  que  ces  points  cessent  d*ètre  fixes,  on 
pourra  détruire  les  percussions  exercées  sur  l'axe  et 
maintenir  cet  axe  en  repos,  en  appliquant  aux  deux 
points  O  et  H  deux  forces  instantanées  Rf  et  Rt  d'inten- 
sités et  de  directions  convenables.  Si  l'on  introduit  ces 
deux  forces,  qui  représentent  la  résistance  des  points, 
l'équilibre  aura  encore  lieu  en  regardant  le  corps  comme 
entièrement  libre.  Il  faut  donc  appliquer  à  ce  système  de 
forces  les  conditions  d'équilibre  connues  d'un  corps  en- 
tièrement libre. 

Soient  X^  Y,  Z  les  composantes  de  la  quantité  de  mou- 
vement /jtV,  et  Xi,  Yj,  Zi  celles  de  la  résistance  du  point 
O^  Xs,  Ys,  Z,  celles  de  la  résistance  du  point  H;  enfin 
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dx  {Ïy  di 

/7i— >  m -—j  m  — -  les  composantes    de    Ja  quantité  de 

mouvement  effective  pour  le  point  m  ;  soit  OH  =  A.  On 
aura  d'abord  les  trois  équations 


H-  X,  -f-  Xj  =  Oj 


(•>  Y-^m|H-T.  +  Y,=.o, 


-h  Z,  H-  Z,  =  o, 


et  les  c'r|nalions  des  moments 

(2)  /  Za  —  Xa/i  -^/^"»  (  ^  ^  """^  ^)  ~"» 

542.  On  peut  transformer  ces  équations.  En  remar- 
quant d'abord  que  z  est  constante,  puisque  chaque  point 
décrit  un  cercle  parallèle  au  plan  des  xr,  on  a 

€iz 

-r-=0. 

iU 

De  plus,  en  désignant  par  9  Tangle  que  mK  fait  avec  une 
parallèle  à  Taxe  des  x  menée  par  le  point  K,  on  a 

X  =  rcosô,     j'  1=  rsinOy 
d'où  Ton  déduit 


dx  djr 


puisque  — n'est  autre  cliose  que  la  vitesse  angulaire  co. 


dt 
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On  aura  donc 


s 


dt       ^ 


jTi  etyi  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
du  corps  entier,  et  M  la  masse  totale  du  système.  Diaprés 
cela,  les  équations  d'équilibre  deviennent 

(3)  X  -h  «M/,  4-  X,  +  X,  m  o, 

(4)  Y  —  «Mj:,  -h  y.  -h  Y,  :^  o, 

(5)  Z-hZ,  -:-Z,  ^-o; 

(6)  Yj  /^  —  Z 6  —  w  \  nurz  i^  o, 

(7)  Za  —  XjA  —  w\  /7/7 3  1=: o, 


(8)  X6— YaH-wV 


mr'  =:^0. 


La  dernière,  équation,  ne  contenant  pas  les  composantes 
des  résistances  aux  points  O  et  H,  sera  Téq nation  du  mou- 
vement, c'est-à-dire  qu'elle  déterminera  la  vitesse  angu* 
laire  co.  On  en  tire 
/    N  Ya-Xg 

(9)  ""^"v — ' 

(H  cette  valeur  de  o)  s'accorde  avec  la  formule 


^/;,r' 


en  désignant  par  v  la  projection  de  la  vitesse  V  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Eu  eii'et  ^xv^J  est  le  moment 
par  rapport  à  l'axe  Oz  de  la  percussion  appliquée  au 
corps,  au  point  du  plan  xOj  qui  a  pour  coordonnées 
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a,  6,  et  Ton  sait  que  ce  moment  est  aussi  représenté  par 

Ya— X6. 

543.  Les  équations  (6)  et  (7)  déterminent  Xj  et  Y,. 
Les  équations  (3)  et  (4)  feront  ensuite  connaître  Xi  et 
Yf  L'équation  (5)  donnera  la  somme  Zi  4-Zt.  On  ne 
peut  pas  déterminer  séparément  Zi  et  Z^,  parce  que 
ces  deux  forces  agissent  suivant  la  même  droite  Oz  et  se 
composent  en  une  seule  égale  à  leur  somme.  Si  ron  fait 
varier  la  dislance  /i,  les  équations  (6)  et  (7)  montrent 
queXi  et  Yt  varient  en  raison  inverse  de  h. 

CONDITIONS   POUR  QUE  l'aXB   n'ÉPROUVB  AUCUNE 
PERCUSSION.   —  CENTRE    DE    PERCUSSION. 

« 

Sii.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  les  con- 
ditions qui  doivent  être  remplies  pour  que  l'axe  n'éprouve 
aucune  percussion.  Il  faut  pour  cela  que  les  composantes 
des  résistances  soient  toutes  nulles.  Si  Ton  introduit  ces 
hypothèses  dans  les  cinq  premières  équations  (542),  elles 
deviennent 

(0  X  +  wMj,  =  0, 

(2)  Y  —  wMj:,  =  0, 

(3)  Z=ro, 

(4)  /  TnxZ  r=:0. 


(5)  ^ 


myz  zn  o. 


L'équation  Z  =  o  exprime  que  la  percussion  appli- 
quée à  la  masse  j[x  doit  agir  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe.  Les  deux  dernières  expriment  que  Oz  doit  être 
Tun  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O. 

545.  Pour  interpréter  les  équations  (i)  et  (2),  faisons 
passer  le  plan  des  xz  par  le  centre  de  gravité  de' tout  le 
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corps  ;  alors  on  a 

jj  =  0,    a:,  =  GI  =  a, 

et  les  deux  premières  conditions  deviennent 

X  =  o,     y=:wMa, 

La  première  indique  que  la  percussion  se  réduit  à  sa 
composante  T,  puisque  Ton  a  déjà  Z  =  o,  c'est-à-dire  que 
la  percussion  doit  être  perpendiculaire  au  plan  zOG  qui 
passe  par  Taxe  et  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  La 
seconde  va  nous  donner  la  valeur  de  y*,  c'est-à-dire  la 
plus  courte  distance  de  cette  force  à  Taxe^  car  on  a 

et  réquation  T  =  uMa  devient 

fAP=    '   -^     Ma 

^  Ma 

Soit  MA*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe 
mené  par  le  centre  de  gravité  G  du  corps  et  parallèle  à 
O2  :  on  a 

y  wr'  =  M  (il»  -h  k% 
et,  par  conséquent, 


d'où 


a 


546.  En  résumé,  on  a  les  trois  conditions  suivantes 
pour  que  l'axe  n'éprouve  aucune  percussion  : 

2^  La  direction  de  la  percussion  doit  être  perpendicu- 


2»    ' 
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laireau  plan  qui  passe  par  l'axe  fixe  et  par  le  centre  de 
gravité  du  corps. 

2°  Cet  axe  doit  être  un  des  axes  principaux  pour  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire 
et  qui  contient  la  force  instantanée. 

3^  Enfin  la  distance  de  cette  force  à  Taxe  doit  être 

égale  à  a  H ^  a  étant  la  distance  du  centre  de  gravité 

du  corps  à  l'axe  et  MA*  le  moment  d'inertie  du  corps  re- 
lativement à  un  axe  mené  par  ce  centre  de  gravité  paral- 
lèlement à  Taxe  fixe. 

547.  On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel 
la  percussion  doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par 
l'axe  et  le  centre  de  gravité  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'effort 
exercé  sur  Taxe  fixe  :  la  distance  du  centre  de  percussion 

à  Taxe  fixe  est  «  H • 

a 

Si  l'axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait 
toujours  une  percussion.  En  effet,  pour  qu'il  n'y  ail  pas 
d'effort  exercé  sur  l'axe,  la  percussion  appliquée  au  corps 
doit  être  égale  à  coMa  (545).  Elle  doit  donc  être  nulle 
si  a  est  nulle,  c'esl-à-dire  si  Taxe  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  :  mais  alorsy=:  oo  .  Le  centre  de  percus- 
sion serait  donc  à  l'infini. 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement 
autour  de  l'axe,  on  pourra  l'arrêter  brusquement  sans 
qu'il  existe  aucune  percussion  contre  l'axe  en  appliquant 
au  centre  de  percussion  une  force  instantanée  égale  à 
eoMa,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'axe  et  par  le 
centre  de  gravité  du  corps. 


CONDITION    FOUR    Qu'iL    KY    AIT    DE    PERCUSSION   Qu'eN    LS 

POINT    DE    l'axe. 

549.  Si  ce  point  est  le  point  U,  il  faut  que  X],  Yi,  Zi, 
composantes  de  la  quantité  du  mouvement  due  à  la  force 
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appliquée  au  poiut  O,  soient  nulles,  ce  ^ui  donne,  en 
supposant  j*!  t=  o,  arj  =  a, 

X,  =  — X,     Y,  =  — Y-f-«Mrt,     Z2==~2: 


pais< 


6> 


ei  si  Z  =  o, 


wE        «D 


G) 


Mfl  — Y 


en  posant 


D  =  >  myzy     E  =  \  mxz. 


L'équation  de  condition  est  donc 

DYH-EX  =  wMa. 

Si  en  même  temps  D  et  E  sont  nulles,  c^est-à-dire  si  0^ 
est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  O,  on  a  A  =  o 
et  la  percussion  est  appliquée  au  point  O. 
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ROTATION  D'UN  CORPS  AUTOUR  D'UN  AXE  (suite). 

Rotation  d*un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques.  —  Pressions 
sur  Taxe.  ~  Cas  où  il  n*y  a  pas  de  forces  motrices.  —  Cas  où  les  forces 
motrices  se  réduisent  à  un  couple  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe.  —  Mouvement  du  treuil. 


ROTATION    D*UIf   CORPS    SOLLICITÉ    PAR  DES    FORCES 

QUELCONQUES. 

SSO.  Nous  allons  déterminer  le  mouvement  d'un  corps 
assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe  et  sollicité  par  des 
forces  motrices  quelconques,  qui  agissent  d*une  manière 
continue.  Nous  calculerons  ensuite  les  pressions  exercées 
sur  Taxe  à  chaque  instant,  pressions  qu'il  faut  bien  dis- 
tinguer des  percussions  initiales. 

Soient  {Jig*  i64)  p.  i49)  ^9  ^9  Z  les  composantes  de 
la  force  motrice  P  du  point  m  (x^j^  z),  qui  décrit  autour 
de  Taxe  Oz  le  cercle  MmM'.  Les  composantes  de  la  force 
effective  du  même  point  prise  en  sens  contraire  sont 

d^x  d^y  d^z 

m  — -—9         'W  — ; — 9         'W— 7— • 

di"  dt^  de 

D'apriès  le  principe  de  d'Âlemberl,  ces  forces  et  les  forces 
analogues  pour  les  autres  points  du  corps  doivent  se  faire 
équilibre  au  moyen  de  l'axe,  ce  qui  exige  que  la  somme 
de  leurs  moments  par  rapport  à  celui-ci  soit  nulle.  On  a 
donc  pour  équation  du  mouvement 
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OU 

Cette  équation  contient  Icâ  coordonnées  variables  avec 
le  temps,  de  tous  les  points  du  corps.  On  peut  la  simpli- 
fier et  n'avoir  plus  qu'une  seule  variable,  fonction  de  t. 
Soient,  en  effet,  mK  =  r  et  mKM  =  9.  On  a 

x  =  rcosO,     ^z=rsîn0, 

d'où  l'on  déduit  (542) 


-;- =  —  J«,        -j-=Xft), 


dx  dy 

dt  -^    '      dt 

donc 

dy  dx 

dt       ^  dt 


^3/7 -^:7r  =  (^'-*-^') «  =  '•'»» 


d'où,  eu  différentiant, 

d'^y         d^x  c/o» 

dO        ^  dt^  dt 

Par  suite,  l'équation  (i)  devient 

ou  bien,  en  faisant  passer  hors  du  signe  N  le  facteur  —, 
qui  est  le  même  à  chaque  instant  pour  tous  les  points, 

équation  qui   s'accorde  avec  celle  qu'on  a  déjà  trouvée 
(534),  puisque 
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PRESSIONS    SUR    l'aXE. 


551 .  On  pourra  considérer  le  corps  comme  enlîcrc- 
ment  libre,  pourvu  qu'on  applique  à  deux  points  quel- 
conques O  et  H,  pris  sur  l'axe,  deux  forces  Ri(Xi,  Y|,Z|) 
et  Rt  (Xf ,  Yf,  Zj),  égales  et  contraires  aux  pressions  exer- 
cées sur  ces  deux  points  à  chaque  instant  du  mouvement. 
On  aura  donc,  en  posant  OH  =  /z,  les  six  équations  * 

552.  On  simplifie  ces  équations  en  y  introduisant  les 
dérivées  de  o).  D'abord  z  étant  une  constante,  on  a 

dz  d^z 

57  =  ^'      IF^""' 


On  a  ensuite 

dx  dy 


—  =  — JM,       —  =x«, 


d'^.T.  dfù  dy  d^.T  d»  , 

dt^  -^  dt  dt  dt^  ^  dt 

d^y  dtù  dx  d*r  dtù 

dt*  dt  dt  fU^  dt       "^ 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  les  six  équations  qui  pré- 
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•  cèdent,  on  aura,  en  désignant  par  (x,,  j'i,  ^i)  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  système  et  par  M  sa 
masse, 

>  X  -^  —  M.r, -+-  »»' Mx,  4-  X,  -h  X,  =  o, 


(3) 


1 


-+-  w^M^-i-h  Y, -hY,z=o, 


Z  -I  •  Z,  -h  Z.  =r  o , 


\  (Z^-  —  Yz)  4-  ^  N  wxz  -I-  w'\  wjz  —  YJi  —  o, 
\  (Xz  —  Z.r)  H — T-  \  wj«  —  6)'  \  /Tîxz  4-  Xj//  :  :  o, 
^(Yx-Xr)-55;-..rV-^o. 

553.  De  ces  six  équations,  la  dernière  ne  contient  pas 
les  composantes  des  résistances  R]  etR,.  C'est  réquation 
du  mouvement  déjà  trouvée. 

Quand  on  saura  intégrer  cette  équation ,  les  équa- 
tions 4*  et  5**  du  système  (3)  feront  connaître  Xj  et  Y,, 
dont  les  valeurs  sont,  comme  on  voit,  en  raison  inverse 
de  h,  La  raison  en  est  que  Xf /i  et  Y^h  sont  les  moments 
des  couples  qui  résulteraient  de  la  translation,  au  point  O, 
des  composantes  Xs  et  Ti  de  la  force  Rf  Or  ces  moments 
doivent  être  indépendants  de  la  position  du  point  H, 
puisque  chacun  de  ces  couples  doit  détruire  d^autres 
couples  qui  en  sont  eux-mêmes  indépendants.  Les  com- 
posantes Xt  et  Y,  étant  connues,  on  aura  X]  et  Yi  par 
les  deux  premières  équations  du  système,  et  la  suivante 
donnera  Zi  +  Zj  sans  déterminer  en  particulier  aucune 
de  ces  composantes.  En  effet,  comme  on  Va  vu  ailleurs, 
au  lieu  d'appliquer  les  deux  forces  Zi  et  Zf  aux  deux 
points  O  et  H,  il  revient  au  même  d'appliquer  la  force 
unique  Zi  -f-  Zi  au  point  O. 


(•) 
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CAS  OU  IL  h'y  a  pas  de  forces  motrices. 

554.  Dans  le  cas  eu  il  n*y  a  pas  de  forces  motrices, 
X,  Y,  Z  sont  nulles  pour  tous  les  points  du  corps,  et  l'é- 
quation (a)  du  n°  550  donne  —  =  o,  et  o)  =  const.,  ce 
que  Ton  sait  déjà.  Le  système  (3)  se  réduit  alors  i 

Aj  ::^  —  —    >   mxz  j 

Xtz=  -p  y  mxz  —  w'  Mx, , 

Y,  =  -T-  N  mjrz  —  «»Mj 

Z, -4-Zj  =  0. 

Cette  dernière  équation  montre  que  les  résistances  R, 
et  Ra  se  réduisent  à  deux  forces  perpendiculaires  à  Taxe, 
puisque  leurs  composantes  parallèles  à  cet  axe  donnent 
une  somme  nulle. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  résistances  R|  et  Rt  font 
équilibre  aux  forces  centrifuges  de  tous  les  points  du 
corps  qui  agissent  sur  Taxe  perpendiculairement  à  sa  dî-> 
Tcction.  La  force  tangenticlle  est  nulle  pour  chaque  point. 
D*après  les  formules  (i),  les  résistances  sont  proportion- 
nelles au  carré  de  la  vitesse  constante  o). 

555.  Le  point  H  n'éprouve  aucune  pression  si  Xf  et 
Yt  sont  nulles,  et  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
les  deux  conditions 

(2)  \  mzz=zOy       \  mxz  =  o, 

c'est-à-dire  que  Taxe  Oz  soit  un  des  axes  principaux  re- 
latifs au  point  O.  Donc,  si  un  corps  retenu  par  un  seul 
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point  fixe  commence  à  tourner  autour  d^un  des  axes 
principaux  relatifs  à  ce  points  il  continuera  à  tourner 
uniformément  autour  de  cet  axe  commue  s* il  était  fixe. 
Le  système  (i)  donne  encore 

donc 

Ri  =  «'Ma  y 

a  étant  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe.  On  a  de 

plus 

X,       X, 

ce  qui  fait  voir  que  la  force  Ri  ou  la  pression  sur  le 
point  O  est  dirigée  dans  le  plan  2OG  qui  passe  par  Taxe 
Oz  et  par  le  centre  de  gravité  G.  C'est  ce  qu'on  trouve- 
rait aussi  en  prenant  ce  plan  pour  le  plan  zOx  à  Tin- 
stant  que  Ton  considère. 

S56.  Il  peut  se  faire  que  le  point  O  ne  supporte  au- 
cune pression.  Alors  Taxe  n'en  éprouve  aucune.  Il  faut  et 
il  suffit  pour  cela  que  Xj  et  Yi  soient  nulles,  et  par  consé- 
quent que  Xi  et  j^i  soient  nulles.  Ainsi  le  centre  de  gra- 
vité doit  être  sur  l'axe  de  rot&tion,  et  alors  le  mouvement 
ayant  commencé  autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  conti- 
nuera uniformément  autour  du  même  axe  lorsqu'on  le 
rendra  entièrement  libre.  L^axe  de  rotation  est  alors  un 
axe  principal  pour  tous  les  points  de  sa  direction. 

CAS    oc  LES   FORCES   MOTRICES   SE  RÉODISESIV  A  VS   COUPLE. 

5o7.  Les  conséquences  précédentes  subsistent  quand 
les  forces  motrices  se  réduisent  à  un  couple  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe.  On  a  dans  ce  cas 

\(Zy  —  ^z)=o,      S{Tiz  —  Zx)=o. 
Stcmi.  —  ilée.,  II.  1 1 
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Pour  que  le  point  H  n'éprouve  aucune  pression,  il  faut 
que  l'on  ait  Xt  =  o,  Y,  =  o,  Z,  =  o.  Les  équations 
4*  et  S*'  du  système  (3),  n^  551,  donnent 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  — >  on  a 
»*  I  (  \  mxz  \  -^i/  w/a  J    I  =  o 

\  mxz  =  o ,       \  myz  =  o. 

Ainsi  Taxe  de  rotation  doit  être  un  des  trois  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  point  O.  Alors  les  trois  premières 
équations  du  système  (3)  feront  connaître  les  composantes 
Xi,  Yi,  Zi  de  la  pression  exercée  sur  le  point  O,  pression 
perpendiculaire  à  Taxe,  car  Zi  =  o.  Si  à  une  époque 
quelconque  cet  axe  cesse  d'être  fixe  et  que  le  corps  soit 
seulement  retenu  par  le  point  O,  il  continuera  à  tourner 
uniformément  autour  du  même  axe. 

558.  Pour  que  le  point  0  ne  soit  pas  pressé,  il  faut 
que  Xi,  Yi,  Zi  soient  nulles.  Alors  les  deux  premières 
équations  du  système  (3) ,  n^  552,  donnent 


ou 


7i-7r-+-«'j?i=o,       ^^1-77  4-«*ri  =  o> 


d  OU,  en  éliminant  -r-'i 

at 

on  a  donc 

«1  =  0,      ji  =  o 
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et  le  centre  de  gravité  est  sur  Taxe  Oz  qui  est  un  des 
axes  principaux  pour  ce  point,  et  par  suite  pour  tous  les 
points  de  cet  axe.  Donc  si  un  corps  commence  à  tourner 
autour  de  Vun  des  axes  piincipaux  qui  se  rapportent  à 
son  centre  de  granité  et  qu'il  soit  sollicité  constamment 
par  un  couple  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe,  son  mouvement  se  continuera  sans  altération,  lors 
même  que  cet  axe  serait  entièrement  libre. 

On  voit  que  le  système  jouît  des  mêmes  propriétés  que 
dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices. 

559.  Si  Oz  n'était  pas  l'un  des  axes  principaux  relatifs 
au  point  O,  ce  point  étant  seul  fixé,  la  pression  au  point  H 
ne  serait  jamais  nulle,  et  le  corps  ne  continuerait  pas  à 
tourner  autour  de  Oz,  On  voit  par  là  qu^un  corps  retenu 
par  un  point  fixe  O  et  sollicité  par  un  couple  ne  tend  pas 
à  tourner  autour  d*une  perpendiculaire  Oz  au  plan  de  ce 
couple,  à  moins  que  cette  perpendiculaire  ne  soit  Tun  des 
axes  principaux  relatifs  au  point  O. 


HOUYEMENT    DU    TREUIL. 


560.  Considérons  un  treuil  sollicité  par  le  poids  de 
deux  masses  m  et  m'  agissant  au  moyen  de  cordes    la 


Fig.  i65. 


première  sur  la  roue  OC,  la  se- 
conde sur  le  cylindre  OC.  Nous 
tiendrons  compte  de  la  masse  du 
treuil;  mais  nous  négligerons  le 
poids  des  cordes  et  le  frottement 
des  tourillons  sur  les  coussi- 
nets. Soient  x  ei  xf  les  distances 
des  centres  de  gravité  des  masses 
m  et  m'  aux  points  C  et  C 
D'après  le  principe  de  d'Alembert,  nous  devrons  regar- 
der deux  forces  respectivement  égales  à  m(f -~^V 


1  j. 
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m  ig -jy  j  1  comnie  appliquées  en  m  et  en  m  sui- 
vant la  verticale  et  tirant  de  haut  en  bas.  Ce  sont  les 
forces  perdues  relatives  à  ces  deux  points. 

Considérons  une  molécule  du  treuil,  de  masse  f/,  à  une 
distance  rde  Taxe.  Si  o)  est  à  Tépoque  actuelle  la  vitesse 
angulaire  du  système,  la  force  effective  du  point  {i  se 

compose  de  sa  force  tangentielle  l*-''-^  et  de  sa  force  cen- 
tripète [ir^cù  qu'il  faut  prendre  toutes  deux  en  sens  con- 
traire. Mais  la  force  centripète  perpendiculaire  à  Taxe 
Cxe  est  détruite  par  la  résistance  de  cet  axe.  Le  poids  du 
treuil  est  aussi  détruit,  parce  que  son  centre  de  gravité 
se  trouve  sur  Taxe  lixe^  à  cause  de  la  symétrie  du  treuil 
autour  de  son  axe. 

Donc,  si  nous  faisons  OC  =  c,  OC  =  c',  et  si  nous 
.  exprimons  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  Taxe 
des  forces  motrices  du  système  et  des  forces  effectives 
prises  en  sens  contraires  est  nulle,  nous  aurons,  d  après 
le  sens  suivant  lequel  les  forces  tendent  a  faire  mouvoir 
leurs  points  d^application, 


(I) 


m 


[^'^'dF)'-"'  [^--dFj'—dFZ^''^'' 


561.  Les  dérivées  des  deux  variables  x  ei  ccf  peuveât 
être  exprimées  au  moyen  de  la  vitesse  angulaire.  En  effet, 
d'après  le  sens  du  mouvement,  la  vitesse  du  point  m  est 
égale  à  celle  du  point  C;  mais  la  vitesse  du  point  m'  est 
égale  et  de  sens  contraire  à  celle  du  point  C^  On  aura 
donc 


dt  -   ^"' 

et,  par  suite, 

d^T          dfù    ■ 

dt^  "^  dt* 

rf'y  _         ,dtù 
dt^    ""       ^    dt 
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Désignons  par  MA*  le  moment  d'inertie  du  treuil  par 
rapport  à  Taxe,  M  étant  la  masse  du  treuil.  L'équation 
du  mouvement  (i)  deviendra 

d'où  Ton  tire 


'.-»' 


di        M  A^ -^  mc^ -¥- m' e' 
d*où  Ton  déduit,  en  supposant  la  vitesse  initiale  nulle, 
(3)  ^^_ge(mc-^m'^) 

La  vitesse  est  donc  proportionnelle  au  temps,  et  le  mou- 
vement est  uniformément  accéléré.  L'accélération  est  à 
la  pesanteur  comme  me  —  m'c'  est  à  MA*  +  me*  -h  m' c'*. 

Si  l'on  avait  me  =  m'c'j  la  vitesse  angulaire  serait 
nulle  et  le  corps  resterait  en  repos.  En  effet,  c'est  la  con- 
dition pour  que  les  poids  m  et  m'  se  fassent  équilibre. 
S*il  y  avait  une  vitesse  initiale,  le  mouvement  serait  uni- 
forme. 

562.  Les  tensions  des  cordons  ne  sont  autre  chose  que 
les  forces  perdues.  Appelons-les  T  et  T',  nous  aurons 

Remplaçons  —  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a), 

puis  introduisons  à  la  place  des  masses  m,  m/  et  M  les 
poids  correspondants  que  nous  désignerons  par/; ,  p'  et  P. 
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Nous  aurons 


p'-^ 


l^k^-\-pc^  +  p'd^ 


Si  le  système  tourne  dans  le  sens  indiqué  par  la  figure, 
on  a  pc  >  p'c\  puisque  co  est  plus  grand  que  zéro.  On  a 
dans  ce  cas  T  <;  p^  T'  >  p'.  Ces  tensions  sont  constantes 
pendant  le  mouvement. 

o63.  La  pression  totale  cj  exercée  sur  Taxe  du  treuil 
résulte  des  forces  qui  se  font  équilibre  autour  de  lui  en  y 
comprenant  le  poids  du  treuil.  Les  forces  centrifuges  des 
points  du  treuil  se  détruisent  mutuellement  et  ne  pressent 
pas  l'axe  à  cause  de  la  symétrie.  On  a  donc 

o  =  P  -4-  T  4-  T' 

ou 

(pc^p'c'Y 


BT  =-  P  -f   P-^-  P*  — 


Vk^-^pc*-\-p'd^ 


561.  On  peut  déterminer  le  mouvement  du  treuil  sans 
recourir  au  principe  de  d'Alembert,  mais  en  introduisant 
les  tensions  T  et  T',  Il  suffit  d'éliminer  T  et  T'  entre  les 
cquations  (4)  et  la  suivante  : 


^M/.=^Q, 


OU 

dtià 


dt  ' 


donnée  par  la  théorie  du  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  fixe.  On  retombe  ainsi  sur  Téquation  (2). 
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PENDULE  COMPOSÉ 

Équation  du  mouTement.  —  Pendule  composé  ramené  an  pendule  simple. 
—  Axe  et  centre  d'oscillation.  —  Axe  de  la  plus  courte  oscillation. 


PENDULE    COMPOSÉ.    ÉQUATION   DU    MOUTEMENT. 

565.  On  nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut 
tourner  autour  d^un  axe  fixe  horizontal. 

Prenons  l'axe  fixe  Oz  pour  axe  des  z  5  pour  axe  des  x 
p.     jgg  une  horizontale  Ox  perpendiculaire 

à  Oz,  et  pour  axe  des  j^  une  verti- 
cale Oy  dirigée  dans  le  sens  de  la 
pesanteur.  L'équation  du  mouve- 
ment sera  (550) 


y 


(>)  SS-'-2(^'-^^)' 


X,  Y,  z  désignant  les  composantes  de  la  force  motrice 
d'un  point  m  [oc^j^  z).  On  a  donc 


X==o,     Y  =  mgj     Z=:o, 


et,  par  suite, 


M  étant  la  masse  du  corps  et  Xi  l'une  des  coordon- 
nées  du  centre  de  gravité  G. 


l68  COURS    DE   MÉCANIQrS. 

Abaissons  GÂ  perpendiculaire  sur  Oz,  menons  la  ver- 
ticale AD  et  abaissons  sur  cette  droite  la  perpendiculaire 
GD.  Soit  Gi  la  position  initiale  de  G,  c*est-à-dire  sa  posi- 
tion pour  t  =  o.  Posons  GA  =  a^  DAG  =  9,  DAGi  =  a; 

on  a 

Xy  =  GD  =  asinO. 

Par  conséquent 

\  (Yx  —  X j)  =r gMxi  =  gMa sinO. 

D'ailleurs  &)  = »  et  si  Ton  appelle  MA'  le  moment 

d*inertie  du  corps  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le 
point  G  et  parallèle  à  Oz,  on  a 


V/wr»=:M(fl»-4-il'). 


Substituant  ces  valeurs  dans  Tcquation  (i),  on  aura 

d'B  ga       .   ^ 

(2)  — — -4-  --^— r:5mÔ  =  0. 

» 

Celte  équation  détermine  9  ou  le  mouvement  angulaire 
du  centre  de  gravité  en  fonction  du  temps.  Pour  l'intégrer 
on  la  multiplie  par  adO^  et  Ton  trouve 

(3)  —  =û'  +  ^j^(cos9-cos«), 

12  étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 


PENDULE   COMPOSÉ    RAMENÉ    AU    PENDULE    SIMPLE. 

566.  Au  lieu  d'intégrer  Téquation  (2),  il  est  préférable 
de  comparer  le  mouvement  du  corps  pesant  à  celui  d^un 
pendule  simple.  Si  le  corps  se  réduisait  à  un  point  maté- 
riel pesant  lié  à  un  axe  par  une  droite  rigide  dont  on  pé- 
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glige  la  masse  et  de  longueur  /,  réquation  du  mouvement 
serait 

(I)  _  +  Çsinô  =  o 

qui  se  dëduit  de  Téquation 

en  faisant  A  =  o,  a=L  Supposons  la  longueur  /  déter- 
minée par  réquation 


—7- 71  —  T» 


d^OÙ 


a 


Alors  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  AG  et  le 
pendule  simple  auront  le  même  mouvement  angulaire, 

pourvu  que  les  valeurs  initiales  de  0  et  de  —  soient  les 

mêmes  pour  ces  deux  corps.  Ainsi,  lorsqu'un  corps  tourne 
autour  d^un  axe  fixe  et  horizontal,  on  peut  toujours  assi- 
gner la  longueur  d'un  pendule  simple  dont  le  mouvement 
soit  le  même  que  celui  du  corps,  quelle  que  soit  d'ailleurs 
l'amplitude  des  oscillations.  Si  celles-ci  sont  très-petites, 
la  durée  d'une  oscillation  sera  donnée  par  la  formule 


=Vi' 


qui  pourra  servir  à  déterminer  g  à  l'aide  du  pendule  com- 
posé, connaissant  seulement  la  distance  du  centre  de  gra- 
vi té  du  corps  à  l'axe  de  suspension  et  le  moment  d'inertie 
du  corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  Taxe  de  suspen- 
sion mené  par  le  centre  de  gravité. 
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AXE    D  OSCILLATtOIl. 


567 .  Si  dans  le  plan  passant  par  F  axe  et  par  le  centre 
de  graifité  du  pendule  on  mène  une  droite  IBI'  parallèle 

à  cet  axe  et  à  une  distance  de 
celui-ci  égale  à  I,  chaque  point 
de  cette  dmite  se  mouvra  comme 
5*i7  ne  faisait  pas  partie  du  corps 
et  quil  fût  simplement  lié  à 
Paxe  par  une  droite  rigide  et 
sans  masse* 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  l'identité  du 
mouvement  du  pendule  composé  et  d'un  pendule  simple 
dont  la  longueur  est  Z.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  autres 
points  du  corps  plus  rapprochés  et  plus  éloignés  de  Taxe. 
Ces  derniers  oscillent  plus  vite  et  les  premiers  oscillent 
plus  lentement  que  s'ils  n'étaient  pas  liés  aux  autres 
points  du  corps. 

La  droite  VSi!  est  nommée  Vaxe  d* oscillation  du  corps, 
correspondant  à  Taxe  de  suspension  Oz.  Le  point  Bde 
cette  droite  situé  sur  la  droite  ÂG  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation  se  nomme  centre  d^ oscillation.  On  l'obtient 

en  prolongeant  AG  d'une  longueur  égale  à  —  » 

568.  Les  axes  d^ oscillation  et  de  suspension  sont  re- 
ciproqueSj  c'est-à-dire  que  si  Ton  faisait  osciller  le  corps 
autour  de  II',  Taxe  de  suspension  primitif  Oz  deviendrait 
l'axe  d'oscillation.  En  effet,  les  distances  du  centre  de 
gravité  à  Taxe  de  suspension  et  à  l'axe  d'oscillation  don- 
nent un  produit  égal  à  A*.  Donc  si  Ton  prend  cette  der- 
nière ligne  droite  pour  axe  fixe,  la  première  deviendra 
l'axe  d'oscillation.  La  longueur  du  pendule  simple,  qiu 
fait  ses  oscillations  dans  le  même  temps,  sera  la  même 
qu'auparavant  et  son  mouvement  sera  le  même. 


QUARANTE-TROISIEME    LEÇOM.  I7I 

569.  Diaprés  ce  principe,  étant  donné  Taxe  de  suspen- 
sion d'un  corps,  on  peut  trouver,  par  l'expérience,  l'axe 
d'oscillation  correspondant.  Il  faut,  pour  cela,  mesurer  la 
durée  des  petites  oscillations  d'abord  autour  du  premier, 
puis  autour  de  différents  autres  axes  parallèles,  jusqu^à  ce 
que  le  temps  de  ces  oscillations  soit  de  nouveau  le  même. 
La  distance  des  deux  axes  de  suspension  sera  la  longueur 
désignée  par  /  et  fera  connaître  l'axe  d'oscillation  relatif 
au  premier  axe  de  suspension. 

570,  Il  y  a  une  infinité  d'axes  autour  desquels  les 
petites  oscillations  sont  de  même  durée. 

D'abord  k  valeur  de  /  et  la  durée  des  oscillations  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  axes  de  suspension  parallèles 
entre  eux  et  situés  à  égale  distance  du  centre  de  gravité, 
puisque  k  eia  sont  les  mêmes  pour  tous  ces  axes. 

Ensuite,  nommons  A,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie 
principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  G,  et  appelons 
a,  6,  7  les  angles  que  Oz  fait  avec  les  axes  principaux 
du  point  G.  Le  moment  d'inertie  par  rapporta  GH,  droite 
parallèle  à  Oz,  étant  représenté  par  MA*,  on  a 

MA2=  Acos'a-hBcos'e  -i-  Ccos*'/, 
et  par  conséquent 


l=za'Jr 


A  ces» g  -f-  B  cos'6  -I-  C  cos^y 


Ma 


On  peut  faire  varier  a,  «,  6,  y  de  manière  que  /  reste 
constante.  Il  y  a  donc  une  infinité  d'axes  autour  desquels 
la  durée  des  petites  oscillations  est  la  même. 

AXE  nB  LA  PLUS  COURTE  OSCILLATION 

571.  On  peut  se  proposer  de  trouver  Taxe  autour  du- 
quel la  durée  d'une  oscillation  est  la  plus  courte  ou  pour 
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lequel  la  longueur  /est  la  plus  petite.  Supposons  que  Ton 

ait 

A<B<C. 

On  sait  que  la  plus  petite  valeur  de 

A  cos*a  -h  B  cos'6  -+-  C  cos"7 

est  A.  Il  faut  donc  faire  d'abord 


a  =  o,     e  =  9o«»,     7=9^% 


d'où 

A 


Ma 


Il  en  résulte  que  Taxe  de  suspension  est  perpendicu- 
laire à  Taxe  du  plus  petit  moment  d'inertie  relatif  au 
centre  de  gravité.  Ensuite,  pour  obtenir  le  minimum  de  /, 

il  faut  égaler  à  zéro  —  j  ce  qui  donne 


-=v/n'   '=^v/i 


On  a  un  minimum,  parce  qu'en  faisant  varier  a,  -r-  ne 

s'évanouit  qu'une  seule  fois  en  passant  du  négatif  au  po- 
sitif. 
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PENDULE  CONIQUE. 

Pendule  conique.  —  Équations  du  mouTement.  —  Cas  où  le  poirit  pesant 
reste  dans  un  plan  horizontal.  —  Intégration  des  équations  du  mouve- 
ment. —  Maximum  et  minimum  de  la  valeur  de  s,  —  Eipression  du 
temps  employé  à  parcourir  un  arc  de  la  trajectoire. 


peudule  GoniQUE.  —  équations  du  mouvemekt. 

S72.  Considérons  le  mouvement  d'un  point  maté- 
riel m  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  d'une  sphère 
dont  le  centre  est  au  point  O,  et  dont  le  rayon  est  /.  Le 
point  m  peut  être  simplement  posé  sur  la  surface  sphé- 
rique,  ou  bien  placé  à  l'extrémité  d'un  fil  ou  d'une  tige 
dont  l'autre  extrémité  fixe  est  au  point  O.  En  désignant 
par  TU  la  résistance  de  la  surface  ou  la  tension  du  fil  ou' 
de  la  tjge,  et  Taxe  des  z  étant  pris  dans  le  sens  di)  la  pe-' 
santeur,  les  équations  du  mouvement  sont 

^  ,  d'à:       ^x  dW       Nr  d'z        Nz 

On  regarde  N  comme  positive  lorsqu'elle  agit  dans  le 
sens  mO  ou  qu'elle  empêche  le  point  m  de  s'éloigner  du 
centre  O,  et  comme  négative  lorsqu'elle  agit  sur  le  pro- 
longement de  mO,  ou  qu'elle  empêche  le  point  m  de 
s'éloigner  du  centre  O.  On  a  l'équation. 

(2)  a:«4-j2-hz»=:/», 

pour  exprimer  que  le  point  m  reste  à  une  distance  con- 
stante /  du  point  O. 
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573.  On  arriverait  aux  mêmes  équations  (i)  parla 
méthode  générale  de  Lagrange,  qui  donne 

avec  la  relation 

xâx  -\-jr^x  -h  ^9z  =  o, 

déduite  de  l'équation  de  condition  (2}.  Ecrivant 

•  •  X 

et  ajoutant  cette  équation  multipliée  par  X  avec  (3),  on 
aura 

"^"^T~"^'      dt^'^T~'^'      'dF'^T"^''^' 

équations  qui  ne  diffèrent  des  équations  (1)   quen  ce 
que  X  remplace  N.  On  voit  que  X  est  la  tension  du  fil  ou 

\x   Xr    Xz 
Faction  du  fil  sur  m,  puisque  — i  -7-7-7-5  sont  les  com- 
posantes d'une  force  égale  à  Â,  dirigée  suivanr  mO,  si  l 
est  positive. 

CAS    ou    LE    POIMT    PESANT    RESTE    DANS    DIT    PLAN 

HORIZONTAL. 

574.  Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  le  point 
pesant  m  reste  dans  un  plan  horizontal.  Il  décrit  alors  un 
cercle  intersection  de  ce  plan  et  de  la  surface  sphé- 
rique  (a)^  ou  bien  la  tige  décrit  un  cône  droit  dont  Taxe 
estOi;.  On  a 

en  appelant  r  la  distance  du  point  à  Taxe  Oz\  r  est  le 
rayon  du  cercle. 
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La  troisième  des  équations  (t)  donne 
valeur  constante.  On  tire  des  deux  premières 

— h  y  {2xdx  4-  ^xdjr)  ==  o, 

OU 

puisque 

dx^  -h  dr*  -h  dz^       dx*  -*-  dr^ 

di^  dt^ 

à  cause  de  -7-  =  o ,  et  que  Inéquation 


dt 


I  donne 


nxdx  4-  lydy  z=  o. 

La  vitesse  i^  est  donc  constante  et  le  mouvement  circu- 
laire est  uniforme.  Cela  résulte  aussi  de  Féquation 

d^r         d^x 
dt^       -^    dt^ 
qui  donne 

dr  dx       ^ 

ou 

d^où  Ton  tire  une  valeur  de  ^  proportionnelle  au  temps, 
f  étant  Tangle  que  fait  le  plan  zOm  avec  le  plan  zOj  . 

575.  Il  faut  encore  une  équation.  On  a 
xd^x  -h  yd^r     N  f  X»  4-  y^  ) 

dl^  i 

Or  en  difTérentiant  l'équation 

xdx  -^-ydyzziOf 


iT 
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on  a 


Don 


ou 


^ -'?'■' 

•^-T' 


en  remplaçant  N  par  sa  valeur^-  On  a  donc 


De  plus, 


et  aussi 


=='\/î=\/j^''''''^' 


—  =  -;-  =:Nsin0, 

ri 


r'        /r'- 


-=  j  =  S' tango, 

d  désignant  Taugle  que  la  droite  Om  fait  avec  la  verti- 
cale Oz. 


p» 


On  voit  que  la  force  centripète  -  est  la  résultante  des 
deux  forces  N  et^.  La  durée  de  la  révolution  est 


27r 


VI 


576.  On  peut  obtenir  ces  résultats  d'une  autre  ma- 
nière. Le  point  m  se  meut  comme  un  pointlibre  qui  serait 

sollicité  par  la  force  tangcntielle  -7-  cl  par  la  force  centri- 


P» 


fuge  f=  -  •  D'après  le  principe  de  d' Alembert,  ces  forces 

(*)  En  effet,  on  tire  des  premières  équations  (i) 


dl*  ^     l 


=  0. 
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prises  en  sens  contraire,  et  le  poids  de  la  molécule  doi- 
vent donner  une  résultante  qui  sera  détruite  par  la  résis- 
tance de  la  surface  sphérique  ou  du  fil.  Alors  la  force 
tangentielle perpendiculaire  au  plan  mOz  doit  ètrenulle, 
ce  qui  donne  la  vitesse  i^  constante.  En  outre,  on  doit 
avoir 


g      /      ^ 


d'où 


d^y       Nr 


comme  plus  haut. 

UfTÉGRATIOlf    DES    ÉQUATIONS    DU    MOUVEMENT. 

577.  Il  faut  intégrer  les  équations 

d'^x      Nx 

=  0, 

et  comme  on  a  déjà  la  relation 

(2)  x»+j^« +  «»  —  /", 

il  suffit  de  trouver  deux  autres  équations  entre  x,  j^,  z, 
t  et  la  valeur  de  N. 

On  trouve  d'abord  la  force  vive  ou»'*  par  Téquation 

^-, ^gdz  =  o, 

qui  donne 

p«  =  2^»  H-  constante  =  7.g[z  —  a,)  -f-  pj, 

Stubm.  —  Ifcc,  U.  13.- 
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oa 

(3)  çi=2g(z  —  Z,-h/i.), 

en  posant 


^\ 

=  ^gh. 

578. 

On 

a  ensuite 

xd^X  — 
dt 

yd'^x 

=o, 

d'où 

^ 

(4) 

xdy  — 

^^'      C. 

Élevant  au  carré  cette  équation  et  Tajoutant  à  la  soÎTante 
aussi  élevée  au  carré 

xdx  +  ydy  zdz 

di        '^"■"^' 
on  a 

dx*  -f-  dy^ 

Remplaçant  x*  H-jr*  par   /•  —  z*  et oa 

dz*  dz* 

1^'  —  —  par  2g  (z  —  Zo  -f-  Ao)  —  ^>  on  obtient 

d'où 

i^  =  ±:s/2g(i'  -  z')  (z-z.^  /*.}-€', 

ou 

(5)  £//  = 


579.  II  faut  avoir  la  valeur  de  C.  L'équation  (4)  ^' 
vient  à 

"dT-^' 


i 
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OU 

en  appelant  r  la  distance  du  point  m  à  l'axe  Oz  el^ 
Tangleque  le  plan  zOm  fait  avec  le  plan  zOx.  On  peut 
écrire 

dt 

Or  r-j-  est  la  vitesse  de  la  projection  horizontale  du  point 

m  estimée  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  i\ 
ou  la  projection  de  la  vitesse  v  du  point  m  sur  la  perpen- 
diculaire au  plan  mOz^  de  sorte  que  r  -j-  =f'cose, e 

étant  l'angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  \*  avec  cette 
perpendiculaire  (car  rdif  est  la  projection  du  petit  clie- 
min  ds  sur  cette  perpendiculaire).  On  a  donc 

(6)  C=ref«COSCa. 

580.  La  constante  C  est  nulle,  si  l'angle  Sq  est  droit, 
si  To  =  o,  ou  si  (^0  =  0;  alors  le  pendule  oscille  dans  un 
plan  vertical. 

En  substituant  dans  la  formule  (5)  la  valeur  de  C, 

O  =  r\  v\  cos' %^z=z*i^K r\  cos» «o  =  '^gK{l'^  —  «î )  cos*i„ 
on  a 


_ldz 

(7)    di^^= 


sj^g  sl[l'  —  z'){z  —  z.  ■\- h.)—  {n  ^ Z\)  h.CO^^€, 


MAXIMUM   ET    MINIMUM    DE    LA    VALEUR    DE    2. 

581.  Si  Ton  égale  à  zéro  le  polynôme  sous  le  radical, 
on  aura  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  de  z  quand 
t  varie.  Cette  équation, 

(i)       (/»  — z»)(z--z.4-^0  — (/»  — «i)^,cos'««=ro. 
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étant  du  troisième  degré,  a  au  moins  une  racine  réelle. 
Mais,  par  la  nature  du  problème,  z  ne  peut  avoir  un 
maximum  sans  avoir  un  minimum  et  vice  versd.  Donc 
les  trois  racines  doivent  être  réelles.  En  efTet,  si  dans  ce 
polynôme  on  attribue  à  z  les  valeurs 

on  trouve 


d'où  Ton  voit  qu'il  y  a  trois  valeurs  réelles  de  z  qui  ré- 
duisent à  zéro  ce  polynôme  :  une  première  a  comprise 
entre  /  et  z,^,  une  seconde  b  comprise  entre  Zo  et  z^  —  A, 
et  une  troisième  négative  —  c  entre  —  /et  —  oo  ,  de  telle 
sorte  que  c  est^/.  Ainsi  Ton  a  en  décomposant  le  pre- 
mier membre  en  facteurs 

(r  -  z»)  (z  -Z,-h  /lo)  -{l'-zDh,  COS'fio 

=  {a  —  z){z  —  Z>  )  (2  +  c), 
d'où,  en  développant  et  comparant, 

a  -\-  b  —  c  :=Zo  —  ^1, 

(a  -h  b)c  —  ab  =_  /% 

aôc  =  (/»  — «J)A,cos*«o  -!-/*(«•  —  A«). 

On  tire  de  la  seconde  équation 

n-hab 


puis  de  la  première 

lu  —  2g=c  —  a  —  b  = 9 

a-h  b 

et  de  la  troisième 

(/»-zî);>.cos»..=  <^'-'"^'^:-*'>  =  -^- 
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Par  suîie  Téquation  (7),  n®580,  devient 

±:ldz 
(2)  dt--= 


La  variable  z  restera  comprise  entre  a  et  b,  comme  sa 

valeur  initiale  ro,  car  si  Ton  supposait  que  z  devînt  }>  a 

dz 
ou  <  i,  la  valeur  de  —  deviendrait  imaginaire.  Ainsi  a 

sera  la  valeur  maximum  de  jz  et  &  sa  valeur  minimum. 
Si  d'abord  on  prend  z^^b,  quand  t  croîtra,  z  croîtra 
depuis  b  jusqu'à  a^  et  deviendra  égale  à  a  au  bout  d'un 
temps  t'  égal  à  l'intégrale  de  la  valeur  dt  prise  depuis 
2=6  jusqu'à  2  =  a.  Ensuite,  après  ce  temps  t\  z  dé- 
croîtra en  allant  de  a  à  £  dans  un  intervalle  de  temps 
égal  à  t'.  Puis  z  croîtra  de  nouveau  de  &  à  a  dans  un 
nouvel  intervalle  de  temps  égal  à  t'^  et  ainsi  de  suite.  De 
sorte  que  z  est  une  fonction  périodique  de  f,  dont  la  pé- 
riode est  2t^ 

EXPRESSION   DU   TEMPS   EMPLOYÉ    A   PARCOURIR    UN   ARC   DE 

LA   TRAJECTOIRE. 

582.  Puisque  z  doit  toujours  être  comprise  entre  b  et  a, 
nous  pouvons  poser 

.  /«  —  « 

ou 

Z  =r  a  cos'ç  -f-  b  sin'ç; 

de  là  résulte 

dz-=z  —  2(«  —  &)sinçcosf  £?f, 
a  —  zz=(a  —  b)  sin'ç, 
z  —  b  =  {a  —  b)  cos'ç, 

d'où,  abstraction  faite  du  signe, 

^^  ^ 

,  =  2ao. 

)/{a-z){z-b) 


an 
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Sî  Ton  porle  celle  valear  dans  Téquation  (a),  n^  581,  on  a 

I  nid^ 


der=-^  - 


v/ 


a  -^  b 
OU 


En  remplaçant  2  par 

a  cos*f  4-  6 sîn'ç,     ou     a  —  (a  —  h)  sin'ç, 
on  trouve 


^  V  «'(''  +  : 


b)  d^ 


%ah  H-  a»)        /  a"  —  b^ 


ou  bien 


dt '^ 


(3)  {  "         "  . 

a« 
X 


583.  Le  temps  pour  aller  d'un  point  -s  =  o  à  un  autre 
point  -2=  fit  s'obtiendra  en  intégrant  cette  formule  entre 
les  limites  6  et  a.  Le  temps  nécessaire  pour  aller  du  point 
le  plus  haut  au  point  le  plus  bas  ou  du  point  le  plus  bas 
au  point  le  plus  haut  est 


V  ér(''-*-2fl^H-a^)jQ    i/i  — 7'sin» 


1 
7*sin*ç 


en  posant 

n^-^b' 


Si  l'on  développe  — = — ,  .      ■  par  la  formule  (lu  bi- 

^i  —  7'sin'ç  * 

nônie,  si  Ipn  remplace  ensuite  les  puissances  de  sinus 
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qui  entrent  dans  le  développement  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  cosinus  des  multiples  deo,  on  trouve  en  inté- 


grant 


584.  On  peut  avoir  des  valeurs  entre  lesquelles  ce  temps 
est  compris  en  reprenant  la  formule  (i) 


'*=V 


'i{a  -h  ù)  dff 


i         sJ(a-\'  b)z-{'  (^-{-ab 

Comme  z  est  comprise  entre  a  et  &,  on  a 


rf/</i/îh 


H-  b)  dff 


d'où  

2   y  gir-h^ab-hb'f 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

PENDULE  CONIQUE  (suite).  -  MOUVEMENT 
D'UNE  TIGE  PESANTE. 


Calcal  de  Tangle  ^.  —  Valeur  de  la  tension.  —  Cas  où  le  pendule  s*écarte 
peu  de  la  verticale.  —  Mouvement  d'une  tige  pesante  tournant  autour 
d*un  de  ses  points  qui  est  fixe. 


CALCUL   DE    L*  ANGLE  ^. 

585.  L^angle  t^  est  donné  par  Téquation  (579) 


qu^on  peut  écrire 

{l'—z'))/(a—z)[z—b)\/(a-i-ù)z+l'+a6 

OU  bien,  à  came  de  jJ-j,  =  L(^^^  +  ^-J_)  , 


X 


^[a-^  z)(z  —  b)^{a-\-b)z-\'l^'i'ab 
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ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  acos'^  -f-  isîn*y 

(/  —  «)  cos'ç  -h  ( /  —  ^)  bin*y  J 
I 

X  -7 : --       -    ■     -. 

de  sorte  que  ({^  est  la  somme  de  deux  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce. 

586.  L'angle  dièdre  ^  compris  entre  les  deux  po- 
sitions extrêmes  du  point  m  est  donné  par  Tintégra- 

tîon  de  rcqu§tion  précédente  entre  les  limites  o  et  -• 


Je  dis  que  cet  angle  est  plus  grand  que  -•   Remar- 
quons que  z  variant  de  £  à  a,  ou  (f  de  -  à  o,  le  polynôme 

(Z*  4-  aaJ  -f-  «•)  cos*y  -t-  (/'  -\-  ^ab  -4-  b*)  sin'cp  varie 
depuis  /*  4-  2  flft  -h  ^"  jusqu'à  /"  -t-  aai  -f-  a*.  On  a  donc 

/VE^W^r ^ 

\     P-h^ab-ha^    L(/-f-fljcos'f-h  (/-+- ^)sin»y 

.    l? 1 

^       V    /'-f-aflA-f-6'  L(/-4-û)cos»f -h(/-t-6)sin»y 

.     ^ 1 

(/—a) cos*^ -4-  (/  —  6)  sin'^ J ' 

Or 

J  mcos^if-\-nsin^if  ""  ^  arctang^y  -  tangy^. 
Donc  on  aura 
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ou 

et  Ton  aura  de  même 

ou  bien 

^TT.  /2/'-4-g.<y/;-4-2\/(/»— tf')(/'  — ^ 

et  enfin 


^2V        "^  /»+2«A-4-^» 

On  voit  donc  que  V  est  plus  grand  que  -• 


TENSION    DU    FIL. 


587.  Il  reste  à  déterminer  la  tension  N  du  fil  ou  h 
résistance  de  la  surface. 

En  multipliant  les  équations 


fi\T      N.1 


(0 


dt^ 

+ 

/ 

—  0, 

dt' 

-f- 

N.r 
/ 

—  0, 

d^z 

dl^ 

-f- 

Nz 
/ 

—  S  — 

0, 
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respectivement  par  x,  j^  z,  et  ajoutant,  on  a 

£_^^ +  N/- 5^3  =  0. 

Or  réqaation 

xdx  +  ydf  -+-  «^2  =  o 

donne 

d^  ""  ^<» 

Donc 

(2)  W  =  ^^^^tli  ==  €  (3^  -  2z.  -h  2/1.). 

Tant  que  z  est  positive  ou  que  le  pendule  se  trouve 
au-dessous  du  plan  horizontal  mené  par  le  centre  O,  la 

valeur  de  N,  — — 2— >  est  positive,  c'est-à-dire  que  cette 

force  est  dirigée  de  m  vers  O.  Si  le  pendule  s^ élève  au- 
dessus  de  ce  plan,  z  deviendra  négative  et  il  pourra  ar- 
river que  i^*  -h  gz  ou  g  (iz  —  a  2©  -H  ^^o)  devienne 
aussi  négative.  Dans  ce  cas,  le  point  fait  TefTort  N  pour 
s'approcher  du  centre,  et  la  force  IN  tend  à  contracter 
la  lige. 

588.  On  peut  vérifier  la  formule  (a).  Les  forces  N  et  g 
donnent  pour  résultante  la  force  effective  du  point  m, 

qui  peut  se  décomposer  en  une  force  tangentielle  T  = 

et  une  force  centripète  —  -  Donc  ces  deux  dernières, 

prises  en  sens  contraire,  doivent  faire  équilibre  aux 
forces  N  et  g.  Ainsi  la  somme  des  projections  de  toutes 
ces  forces  sur  un  axe  quelconque  doit  être  nulle.  En  \ei 
projetant  sur  Om,  la  projection  de  T  est  nulle,  puis- 
que T  est  perpendiculaire  à  Om\  la  projection  de  g 


dv 
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est  —  ^\  celle  de  la  force  centrifuge  est 7  ou -• 

/  "pli 

On  a  doue 

OU 

l 

CAS    OIT    LE    PENDULE    s'ÉCÀRTE    PEU    DE   Ll    VERTICALE. 

589.  Si  le  pendule  s'écarte  peu  de  la  verticale,  on  a 

[        lu^-v-  ih,,  —  3«\ 

^=.s[r+ y 

u  et  I/o  ëtant  très -petit  s,  ainsi  que  //q* 

On  a  donc  à  peu  près  N  =  g^,  et  les  deux  premières 
équations  du  mouvement  deviennent 

Elles  donnent,  en  désignant  par  a  et  6  des  constantes, 
*^acos^/y/f  j,    r^Ssin^ry^j, 

ou,  si  Ton  pose  (x  =  i/y> 
d'où  Ton  déduit 


•Cr  T 


La  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  est  donc 
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une  ellipse.  On  a 

(3)  tang^  =  -  tungfzf. 

La  durée  de  la  dcmi-révolulîon  est  -  ou  ir  i/- »  c*est- 

à-dire  égale  à  celle  d'un  pendule  de  même  longueur  qui 
oscillerait  dans  un  plan  vertical. 

S90.  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  horizontal 
décrira  encore  à  très^peu  près  une  ellipse  si  Tangle  que 
le  pendule  fait  avec  la  verticale  varie  très-peu,  ou  en  d'au- 
tres termes  si  les  valeurs  a  et  b  entre  lesquelles  z  reste 
comprise  (581),  diffèrent  peu  Tune  de  Tautre*,  car  alors 
N  sera  à  peu  près  constante.  En  effet,  si  z  restait  égale  à 

la  constante  /c ,  1  équation  —  -i-  -^ 5  =  o  donnerait 

N  =  ^  •  On  conçoit  que  si  z  diffère  peu  de  Ar,  la  valeur 

al 

de  N  sera  à  peu  près  constante £t  égale  à  ^*  ^^s  on  peut 
le  voir  de  la  manière  suivante  :  on  a 

N  =  y(3z  — 22o-+-2//o), 

on  a  trouvé 

^•-^•  = -^^Tb ' 

donc 


g  l ^         a/' — 2fl'--  7.b^ —  ^ab\ 

«=!(''+ — ^T^ ) 


» 


on 

N 


__gf   2/»  3a*4-  36'—  g'—  b^-hinbX 


2/?/         g  3a(z  — a)-f-3A(z  — 6)-f-(/2  — *)* 
N  =  — ' — r  "+*  T ; — 7 — ' ? 
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et,  en  négligeant  z  —  a^  z  —  b^  [a  —  &)*, 

ri  —  — —r  —  -7->      A  = • 

a  -{-  o        A  ^ 

De  là  résulte 

Ces  équations  ont  la  même  forme  que  les  équations  (i). 
On  en  tconclut  que  la  projection  horizontale  du  pendule 
décrit  une  ellipse  et  que  la  durée  de  la  demi-révolulioD 

est  TT  i /-»  valeur  moindre  que  tt  t/-- 

HOUVEMENT    d'uNE   TIGE    PESÀIiTE   TOURNAlîT    AUTOUR 
D^UM    DE    SES    POINTS    QUI    EST    FIXE. 

591.  En  désignant  par  x\  y* ^  -s'  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  m  de  la  tige,  considérée  comme  une 
ligne  droite  pesante,  on  a  par  le  principe  de  d'Alembert 

ou 

Prenons  sur  la  tige  un  point  L  dont  la  distance  au  point 
fixe  O  soit  /  et  soient  x,  7,  z  ses  coordonnées.  En  dési- 
gnant par  u  la  distance  O///,  on  a 


(2)  ^=-.    r'=-i^    ^=-y' 

et  Téquation  (i)  devient 

r/'x  d^r  d^z  Zj 
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OU 

,_ ,        d'X  -  d'^Y  »  d'^z  ^  sla      . 

en  posant 

a  étant  la  distance  du  point  O  au  centre  de  gravité  de  la 
tige  pesante,  M  la  masse  et  MA*  le  moment  d'inertie  de 
cette  tige  par  rapport  à  ce  même  centre  de  gravité. 
On  a  la  condition 

(4)  ar»4.^a-f.^2— /», 

qui  donne 

(5)  jT^ar-t-^^j- -h2^z  =  o. 

En  multipliant  cette  équation  par  1  et  ajoutant  Téqua- 
tion  (3)9  on  trouve 


(6) 


/  d^x 
l    dl^ 

-^\x 

—  0, 

l   dC 

H-V 

^0, 

1    di^ 

-hXs 

a  '\ 

a 

=  0. 

592.  S'il  n'y  a  qu'un  seul  point  pesant  jx  sur  la  ligue 
droite,  à  la  distance  /,  on  a\  mu*  =  fx/*,  \  mu  =  (x/  et 

,   .   d^T      ^  d^Y      .  d*^  ,  -, 

(^^  W^^^^""'     'dF'^^^^'"'     'dÔ'^^^~^=''' 

Les  équations  (6)  se  réduisent  à  celles-ci,  si  l'on  sup- 
pose /=  a  H — ^  Ainsi  la  tige  pesante  se  meut  comme 
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le  pendule  simple,  dont  la  longueur  est  /  =  a  -j Le 

point  L  est  le  centre  d'oscillation.  Ce  point  se  meut 
comme  un  point  libre  sollicité  par  la  pesanteur  g  et 
par  une  force  accélératrice  donc  les  composantes  sont 

—  "kxy  —  Xj^,  —  ^2.  Cette  force  est  dirigée  vers  le  pointO 

et  son  intensité  est  1  ^x'+y*-h  z'  ou  X/.  C'est  la  ten- 
sion désignée  par  N.  On  a  N  ==  X/.  Il  ne  faut  pas  croire 
que  la  tension  soit  constante  dans  toute  l'étendue  de  la 
tige. 

593.  Toutes  les  forces  perdues,  telles  que  —  m  — tt-j 

—  m  -— -  j  mlg  —  —Tj- 1  se  font  équilibre  autour  du  point 

fixeO  ou  sont  détruites  parla  résistance  de  ce  point.  Ainsi, 
quoiqu'elles  soient  appliquées  aux  différents  points  de  la 
tige  et  non  en  un  seul  point,  elles  ont  une  résultante  uni- 
que passant  par  le  point  O.  C'est  la  pression  exercée  sur 
le  point  O,  égale  et  contraire  à  la  résistance  de  ce  point. 
En  désignant  cette  pression  par  P  et  ses  composantes  par 
X,  Y,  Z,  chacune  d'elles  est  égale  à  la  somme  des  compo- 
santes des  forces  perdues,  comme  si  toutes  ces  forces  étaient 
transportées  au  point  O,  d'après  le  principe  connu  que 
des  forces  en  équilibre  sur  un  corps  solide  se  font  encore 
équilibre  si  elles  sont  transportées  en  un  même  point. 
On  a  donc 

-=-2"'^'  -=-I-^.  -=M'-'-ë)' 


OU  (591  ) 

^  mu  d'^x M<7  d^ 


ou,  en  vei'lu  de  la  première  équation  (6), 


X=^Xx. 
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ensuite,  par  des  transformations  analogues, 

59 i.  La  pression  P  sur  le  point  O  n'est  pas  dîrîgëe 
suivant  la  tige.  Elle  est  la  résultanle  de  deux  forces,  l'une 
dirigée  suivant  la  tige  et  égale  àMaX,  Tautre  verticale  et 

égale  à  M^  — - — >  c'est-à-dire  à  la  composante  qu^on 

obtient  en  décomposant  le  poids  Mg  de  la  tige  en  deux 
forces  verticales  appliquées  au  point  fixe  O,  et  au  centre 
d'oscillation  L. 

595.  Si  le  centre  de  gravité  de  la  tige  coïncidait  avec 
le  point  fixe,  on  aurait  a  =  o,  /  =  oo  ,  et  le  mouvement 
de  la  tige  ne  serait  plus  celui  d'un  pendule  simple  de 
longueur  /.  Mais  dans  ce  cas  le  poids  de  la  tige  étant  dé- 
truit  constamment  par  le  point  fixe,  la  tige  doit  rester 
dans  le  plan  qui  passe  par  sa  position  initiale  et  par  la 
direction  de  la  percussion,  et  tourner  dans  ce  plan  avec 

la  vitesse  constante  w  =  ^m* 

.  MA' 

596.  On  arriverait  encore  aux  équations  du  mouve- 
ment en  exprimant  que  les  forces  perdues  se  font  équi- 
libre autour  du  point  fixe,  ou  bien  par  la  formule  géné- 
rale de  la  dynamique.  Dans  ce  dernier  cas,  on  prendrait 
pour  mouvements  virtuels  :  i^  le  mouvement  efiectif; 
2^  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  des  z. 


Snmii.  —  4f^ff.,  n.  i3 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT.  -  MOUVEMENT 

DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

Remarques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent  se  mouvoir  comme  des 
corps  solides.  —  Mouvement  du  centre  de  (rravité.  —  Vitesse  iniliale 
du  centre  de  gravité  d'un  système  mis  en  mouvement  par  des  percus- 
sions. —  Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 


re^Auques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent 
SE  mouvoir  comme  des  corps  solides. 

597.  Considérons  un  système  de  points  matériels  m, 
m',  m" y  .  . .  ,  sollicités  respectivement  par  des  forces  P, 
P',  P'^, . .  .  ,  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 
X,  Y,  Z-,  X',  Y',  Z';....  En  vertu  du  principe  de d'AIcm- 
bert,  si  Ton  applique  au  point  m  des  forces  parallèloB 

aux  trois  axes  et  égales  respectivement  à  X  —  m  — ■? 

d^y  d^z 

Y  —  m  •— •  Z  —  m  -j-j  î  et  aux  autres  points  des  forces 

analogues,  toutes  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  au 
moyen  des  liaisons  du  système.  Les  conditions  de  cet 
équilibre  sont  comprises  dans  Téquation  générale  des 
vitesses  virtuelles;  mais  ou  peut  parvenir  à  des  pro* 
priétés  importantes,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'expri- 
mer toutes  ces  conditions. 

Ainsi  Téquilibre  existant  entre  les  forces  mentionnées, 
dans  le  système  dont  nous  étudions  le  mouvement,  il  sub- 
sistera encore  si  Ton  introduit  entre  les  différents  points 
de  nouvelles  liaisons  telles  que  Ton  voudra,  pourvu 
qu'elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  les  conditions 


I 
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donnëes  ;  on  peut  supposer,  par  exemple,  que  les  distances 
des  différents  points  du  système  deviennent  invariables, 
si  les  liaisons  son^  telles,  que  les  points  puissent  se  dépla- 
cer sans  que  leurs  distances  changent.  Il  en  résulte  que 
les  forces  doivent  satisfaire  aux  six  équations  d'équilibre 
d'un  système  solide,  pourvu  toutefois  qu'après  la  solidi- 
fication il  n'y  ait  aucun  point  fixe  ni  aucun  point  assu- 
jetti à  demeurer  soit  sur  une  courbe,  soit  sur  une  surface 
fixe.  En  faisant  cette  restriction,  les  trois  premières  équa-^ 
tions  d'équilibre  donnent 


ou 


bien 


598.  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme 
un  corps  solide,  c'est-à-dire  sans  que  les  dislances  de  ses 
points  varient,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  équation  de 
condition  se  réduise  à  une  relation  entre  les  distances  de 
ses  différents  points.  En  effet,  soit 

L  =  o 

une  équation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  coordon- 
nées x,^,  2,  or'. . .  et  dont  le  premier  membre  L  est  une 
fonction  f  de  t  et  de  x^jTj  Zj  x\  . . . ,  Désignons  par 
p^q^r^ . . .  les  in  —  6 distances  des  différents  points  qui 
doivent  rester  constantes.  On  a 

(  p  =  v/(i:'-:r)'H-(r'-JJ^-+-(3'-2)S 

i3. 


19^  COURS    DE    MÉCANIQUE. 

On  peut  réduire  à  six  le  nombre  des  coordonnées  qui 
n'aient  plus  entre  elles  aucune  relation  donnée  et  pren- 
dre, par  exemple,  x^y^  z,  x\y  et  x"  pour  ces  coordon- 
nées arbitraires  et  indépendantes.  On  aura  toutes  les 
autres  en  fonction  de  celles-là  et  des  quantités  p^Çy  " 
Donc  chaque  équation  de  condition  telle  que  L  =  o  sera 
réduite  à  la  forme 

Pour  un  déplacement  virtuel  quelconque,  p,  ^ ,  r, . . . 
restent  constants,  t  ne  variant  pas,  et  par  conséquent, 
puisque  Téquation  L  =  o  doit  être  satisfaite,  quelles  qur 
soient  Xyjr,  r,  x'^jr'yX^\  ces  quantités  ne  doivent  pas 
entrer  dansai  Donc,  en  éliminant  de  Téquation  L  =  o, 
3n  —  6  coordonnées  à  Faide  des  équations  (a),  les  six 
autres  doivent  disparaître  en  même  temps,  et  Téquation 
L  =  o  doit  se  réduire  à  une  simple  relation  entre  les 
distances  ;?,  ç,  r, . . . ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

599.  On  ferait  le  même  raisonnement  en  exprimant  les 
'in  coordonnées  en  fonction  des  distances  /?,  f ,  r» . . . , 
et  de  six  autres  quantités  qui  fixeraient  la  position  arbi- 
traire du  système  par  rapport  aux  axes  fixes  :  par  exem- 
ple, les  coordonnées  a,  6,  y  de  l'origine  d'un  système 
d'axes  O'x',  O'y', O'z'  liés  au  corps  solide,  et  les  trois 
angles  cp,  (p,  0,  qui  déterminent  la  position  de  ce  nouveau 
système  d'axes  par  rapport  au  système  des  axes  Ox,  0/« 
Oz,  fixes  dans  l'espace.  L'équation  L  =  o  prendrait  la 
forme 

/{P7  7>  '•»  •  •  •  1  «,  6,  7,  ç,  ^];,  ô  )  —  o. 

Or  «^  6,  y,  ç,  <{;,  0  n'y  doivent  pas  entrer,  puisque  cette 
équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs 
qu'on  leur  attribue.  Donc  L  se  réduit  à  une  fonction  de 

P^  q^  '•' 


•  •  * . 


mz 
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MOUVEMEUTT   DU    CENTRE   DE   GRAVITÉ. 

600.  Reprenons  les  équations  (597) 

qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  de  lout  corps  solide  libre 
ou  de  tout  système  qui  peut  se  mouvoir  comme  un  corps 
solide.  Soient  x^yi^  Zi  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité et  M  la  masse  totale  du  système.  On  a  toujours 

et,  par  suite, 

dt       j^      di 

Si  Ton  suppose  un  point  matériel  toujours  placé  au  centre 
de  gravité  du  système,  ces  formules  feront  connaître  sa 
vitesse  à  une  époque  quelconque,  lorsqu^on  connaîtra 
celles  de  tous  les  points  du  système. 

En  différentiant  de  nouveau  les  équations  (2)  et  en 
ayant  égard  aux  équations  (i),  on  trouve 


r/.r,       VI       ^^'^ 


M 

dt 
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De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Le  centre  de  grai^ité  de  tout  système  libre  se  meut 
comme  si  les  masses  de  tous  les  points  matérielsy  étaient 
réunies  et  que  les  forces  motrices  y  fussent  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes. 

601 .  Si  l'on  connaît  le  mouvement  de  chaque  point  du 
système,  celui  du  centre  de  gravité  sera  également  connu 
à  un  instant  quelconque,  au  moyen  des  formules 


Mar, 


=  /^'W'^5      Mjr,  =\  wr,      M«,  =\mz^ 


sans  qu'on  ait  besoin  de  recourir  au  théorème  précédent; 
maïs  celui-ci  est  principalement  utile  pour  déterminer  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  lorsqu^on  ne  connaît 
pas. ceux  de  tous  les  points  du  corps.  Toutefois  il  faut 
connaître  Tétat  initial  du  système  afin  d'avoir  la  position 
et  la  vitesse  initiales  du  centre  de  gravité. 

VITESSE    IflITIÀLE    DU     CENTRE    DE    GRAVITÉ    d'uN    SYSTEMS 
MIS    Eir   MOUVEMEKT    PAR    DES    FORCES    1NSTAMTAMÉES. 

602.  On  peut  supposer  que  le  système  d'abord  en  re- 
pos soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions.  Déter- 
minons, dans  cette  hypothèse,  la  vitesse  initiale  que  doit 
prendre  le  centre  de  gravité. 

Remarquons  à  cet  effet  que  si  B  est  le  temps  pendant 
lequel  agissent  les  percussions,  l'équation 

donne 

Or,  soient  a,  &,  c  les  composantes  de  la  vitesse  que  la 
percussion  P  (X^  Y,  Z),  appliquée  au  point  m,  lui  donne- 
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rail  s'il  ctait libre.  On  sait  que 


par  conséquent 


r 

I     l^tlt  r-  ma  ; 
Jo 

V     ff^     V 

y  m  —~  rr=  y  ma. 


La  même  formule  aura  lieu  pour  les  autres  axes.  On  a 
donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (2),  n"599, 

^r       ^  ^//       ^  dt      ^ 

formules  (lui  donnent  les  composantes -7^»  -,-?  -7^  de 

la  vitesse  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  doit  com- 
mencer à  se  mouvoir.  On  voit  que  cette  vitesse  est  celle 
que  prendrait  un  point  ayant  la  niasse  M,  placé  au  centre 
de  gravité  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces 
instantanées  du  système  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  ce  point.  En  considérant  comme  autant 
de  forces  les  quantités  de  mouvement  que  ces  percus- 
sions itnprimeraient  à  des  masses  libres,  on  concevra  ces 
forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  centre 
de  gravité,  et  Ton  prendra  leur  résultante.  La  vi-lesse  ini- 
tiale du  centre  de  gravité  sera  dirigée  suivant  celte  résul- 
tante et  égale  à  la  valeur  numérique  de  la  même  résultante 
divisée  par  la  masse  M. 

CONSERVATION    DU   MOUVEMENT  DU    CENTRE    DE    GRAVITÉ. 

I 

603.   Revenons  maintenant  aux  équations 

Supposons  que  parmi  les  forces  appliquées  au  système  il  y 
en  ait  qui  proviennent  d^actions  mutuelles  entre  des  points. 
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Celles-ci  seront  égales  deux  à  deux,  puisque  si  deux 
poîuis  agissent  Tun  sur  l'autre,  la  réaction  est  toujours 
égale  et  directement  opposée  à  Faction.  Elles  ne  donnent 
donc  aucun  terme  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (i),  et  par  suite  elles  n'ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement  du  centre  de  gravité.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans 
le  choc  de  deux  corps  par  exemple.  Quand  ils  sont  assez 
rapprochés  l'un  de  Tautre,  leurs  molécules  agissent  réci- 
proquement les  unes  sur  les  autres,  mais  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  du  système  en  est  indépendant  et  est 
seulement  déterminé  par  les  forces  extérieures.  Il  en  csi 
de  même  encore  quand  un  corps  solide  en  mouvement 
renfermant  un  gaz  se  trouve  brisé  par  une  explosion  :  les 
actions  réciproques  des  molécules  gazeuses  et  de  celles  du  , 
corps  solide  ne  modiCent  point  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  de  leur  système. 

604.  Quand  toutes  les  forces  motrices  transportées 
parallèlement  à  elleâ-mùmes  en  un  point  quelconque  s'y 
font  équilibre,  on  a 

(a)  Vx=o,      \yz=o,      Vz  — o: 

les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gravite  se  sim- 
pliCent  et  deviennent 


d'où  Ton  tire 

(4)              ,,,    -. 

'dt 


c,  c\  c"  étant  des  constantes.  Le  mouvement  du  centrede 
gravitéest  donc  rectiligne  et  uniforme.  C'est  ce  qui  arrive 
en  particulier  quand  toutes  les  forces  qui  agissent  sar 
le  système  proviennent  d'actions  mutuelles  qui  agissent 
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entre  ses  différeiits  points.  Ce  cas  se  présen-te,  par  exem- 
ple, dans  noire  système  solaire.  A  cause  du  grand  cloî- 
gnement  des  étoiles,  les  forces  motrices  se  réduisent  à  des 
actions  réciproques  des  molécules,  et  dès  lors  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  tout  le  système  est  rectiligne 
et  uniforme. 

Cette  loi  est  connue  60us  le  nom  àe  principe  de  la  con- 
servation du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

6O0.  On  peut  présenter  cette  loi  sous  une  autre  forme. 
A  cause  des  équations  (2)  on  a 


d'où  il  suit  que\  m  — »  \  m  -y-i  \  m  -^  ont  des  va- 
leurs constantes  quel  que  soit  t  :  c'est-à-dire  que  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
tème, estimées  parallèlement  à  un  axe  quelconque,  est 
constante.  Et  si  l'on  considère  les  quantités  de  mouve- 
ment de  toutes  les  molécules  comme  des  forces  et  qu^on 
les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même 
points  elles  donnent  une  résultante  de  grandeur  et  de 
direction  constante.  Le  centre  de  gravité  se  meut  suivant 
une  ligne  droite  parallèle  à  cette  résultante  et  avec  une 
vitesse  égale  a  cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale 
du  système. 


202  COURS    DE    3IÉCANIQUE. 


QUARANTE-SEPTIÈME  LECOiN. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT  RELATIVES 

AUX  AIRES. 

Relations  entre  les  quantités  de  mouvement  d*nn  système.  —  Principe  des 
aires.  —  Du  principe  des  aires  dans  le  mouvement  relatif.  —  Plan  da 
maximum  des  aires. 


RELATIONS    ENTRE    LES    QUANTITÉS    DE    MOUVEMENT 


y 


D  CN    SYSTEME. 


G06.  Considérons  toujours  un  ensemble  de  points  ma- 
tériels qui  peuvent  se  déplacer  comme  un  système  solide. 
Les  forces  perdues 

A  —  m 9      Y  —  m  —- —  9      Z  —  m  —, —  ^  •  •  •  j 

dt'  dt*  dt^ 

doivent  satisfaire  aux  trois  équations  d'équilibre  d'un 
système  solide,  qui  expriment  que  les  sommes  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  aux  trois  axes  sont  nulles  : 
on  a  donc 

et  des  équations  analogues  pour  les  deux  autres  axes.  On 
pourra  mettre  ces  équations  sous  cette  forme 


(«) 
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Nous  avons  dit  qu'en  supposant  le  système  solidifié,  il 
ne  devait  y  avoir  aucun  point  fixe  ou  assujetti  à  demeurer 
sur  une  ligne  ou  surface  fixe.  Toutefois  les  équations  (i) 
et  leurs  conséquences  subsistent  sMl  y  a  dans  le  système 
un  point  fixe,  pourvu  qu'il  soit  pris  pour  origine  des 
coordonnées,  parce  que  la  condition  d'équilibre  du  sys- 
tème solidifié  est  dans  ce  cas  que  la  somme  des  moments 
des  forces,  par  rapport  à  trois  axes  passant  par  le  point 
fixe,  soit  nulle  pour  chacun  des  axes. 

607.  Les  sommesX  (Yx  —  Xj*), . . . ,  qui  forment  les 

seconds  membres  des  équations  (i),  sont  nulles  lorsqu'cn 
supposant  le  système  solidifié,  les  forces  qui  le  sollicitent 
se  font  équilibre,  ou  bien  encore  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  une  force  unique  passant  par  l'origine  des  coordonnées. 
Dans  ces  deux  cas  on  trouve,  en  intégrant  les  équa- 
tions (i), 


S'"("^"'^S)^'' 


dt  I 


S"(-S-4)-. 


Les  valeurs  des  constantes  c,  c',  c'^  se  déterminent  d'a- 
près les  positions  et  les  vitesses  initiales  des  points  du 
système.  II  résulte  des  équations  (a)  que  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  sys- 
tème par  rapport  à  chacun  des  axes  coordonnés,  et,  par 
conséquent,  par  rapport  à  uue  ligne  droite  quelconque 
est  constante. 

608.  Donc  si,  à  un  instant  quelconque,  on  considère 
comme  des  forces  les  quantités  de  mouvement  qui  ani- 
ment les  diiFérents  points  du  système,  qu'on  les  com- 
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pose  comme-si  elles  étaient  appliquées  à  un  corps  solide, 
et  qu*on  les  réduise  à  trois  forces  dirigées  suivant 
les  axes  et  à  trois  couples  parallèles  aux  plans  coordon- 
nés, on  trouvera  toujours  la  même  résultante  et  le  même 
couple  résultant  par  rapport   à  une  même  origine.  Le 

moment  de  ce  couple  résultant  est  Âr  =  ^c*  -+-  c'*  -h  c"*, 

et  son  plan,  perpendiculaire  à  la  droite  qui  fait  avec  les 

e"    c'     c 
axes  des  angles    ayant  pour  cosinus  -r-»  -r»  79  a  pour 

fC        K       Aï 

équation 

c"  j;  -f-  c'jr  -hCZzzzO, 


PRINCIPE   DES    AIRES. 


FJjî.  168. 


609.  Les  équations  (a)  peuvent  être  envisagées  sous 
un  autre  point  de  vue. 

Pendant  que  le  point 
M(x,j^,  z)  décrit  sa  trajec- 
toire MA,  la  projection 
OP,  de  son  rayon  vecteur 
OM  sur  le  plan  xOyy  décrit 
pendant  le  temps  f  une  aire 
BOP  ou  X  dont  la  différen- 
tielle est 


d\  =  —  [xdf  — fdx). 


La  première  des  équations  (a)  donne 


s 


d\       ï 
dt        2    ' 


d'où,  en  intégrant, 


\  /Il  X  =  -  cr. 


Il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  parce  que  X  doit  être 
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nulle  pour  t=  o.  En  désignant  par  W  et  F  les  aîres  dé- 
crites parles  projections  du  rayon  vecteur  sur  les  autres 
plans  coordonnés,  on  aura  de  même 

Chacune  des  constantes  c,  c',  c''  représente  le  double 
de  la  somme  des  aires  décrites  dans  Puni  lé  de  temps,  par 
la  projection  de  chaque  rayon  vecteur  sur  l'un  des  plans 
coordonnés.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

Quan(jt  les  forces  motrices  appliquées  à  un  système 
se  font  équilibre  en  supposant  le  système  solidifié,  ou 
bien  quand  toutes  ces  forces  ont  une  résultante  unique 
passant  par  Vorigine  des  coordonnées^  la  somme  des 
aires  décrites  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur 
chacun  des  plans  coordonnés  multipliées  respectivement 
parles  masses  des  points  correspondants  est  proportion- 
nelle au  temps.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  principe  de  la 
conservation  des  aires. 

610.  Cette  loi  a  lieu  en  particulier  quand  les  forces 
motrices  du  système  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles 
entre  ses  différents  points  ou  à  des  forces  constamment 
dirigées  vers  un  même  point  fixe,  pourvu  qu'on  prenne 
relur-ci  pour  l'origine  des  coordonnées.  En  effet,  lors- 
qu'on suppose  le  système  solidifié,  toutes  ces  forces  se 
détruisent.  Si  l'on  suppose  le  soleil  fixe,  toutes  les  forces 
motrices  des  planètes  se  réduisent  à  des  forces  dirigées 
vers  le  centre  du  soleil  et  à  des  attractions  ou  à  des  répul- 
sions mutuelles  qui  se  détruisent  deux  à  deux.  Le  principe 
des  aires  doit  donc  être  vérifié  par  rapport  à  tout  plan 
mené  par  le  centre  du  soleil. 

Le  principe  de  la  conservation  des  aires  subsistera  s'il 
survient  dans  le  système  considéré  des  chocs  ou  des  ex- 
plosions qui  proviennent  toujours  d'actions  mutuelles 
entre  les  molécules. 
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611 .  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  l'ongiiiedescoordon- 
liées  fixe  dans  Tespace.  Prenons  maintenant  pourorigîue 
un  point  mobile  avec  le  système.  Soit  Oj  ce  point.  Dési- 
gnons par  ^i,j^i,  Zi  ses  coordonnées  par  rapport  à  un 
système  fixe  Ojc,  Oy,  Oz.  Soit  m  un  point  ayant  pour 
coordonnées  x^y^  z  dans  l'ancien  système  et  Ç,  yî,  Ç  dans 
le  nouveau  composé  de  trois  axes  Oi  Xj,  Oj  j^j,  0|  z^  paral- 
lèles aux  anciens  et  mobiles  avec  le  point  Oj.  On  aura 

Remplaçons  x^y^  z  par  ces  valeurs  dans  les  équations  (i) 
du  n°  606,  sans  toutefois  faire  cette  substitution  dans 

d'^x    à'^y    d*z     ^  .,        j      • 

-7T>  -TT»  -TT'  ï-"*  première  devient 
dt^     di*     di*  ^ 


(2) 


.r 


,^Y^r.^X4-^(YÇ-X„). 


Ici  nous  sommes  obligés  de  supposer  qu'il  n'y  a  dans  le 
système  aucun  point  fixe.  Alors  on  a,  en  vertu  des  trois 
premières  équations  du  système  solidifié  (597), 

L'équation  (a)  se  simplifie  et  devient 


(3) 


S"(^^^-'^)=S(-î-^')- 


d^  X       d^  y 

Remplaçons  maintenant--^  et  — ■  par  leurs  valeurs  dé- 
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duitcs  des  ëqua lions  (i).  Nous  aurons 

612.  On  aurait  deux  autres  équations  analogues. 
On  voit  que,  pour  qu'elles  deviennent  semblables  aux 
équations    (i)    du    n®  606,    il  faut   et    il    suffit    que 

— ^\  mg JT  X  ^'^  ^^  '^^  deux  autres  quantités 

analogues  soient  nulles.  C'est  ce  qui  peut  être  fait  de 
différentes  manières. 

On  y  parvient  d'abord  en  prenant  pour  origine  mo- 
bile le  centre  de  gravité  du  système,  car  alorsN  mj, 

\  my),\  m^  sont  nulles.  On  a  dans  ce    cas  les   trois 
équations 

I»('2-=S)=Ii-'-")- 

Ces  termes  disparaissent  encore  et  l'on  retombe  sur  les 
équations  précédentes  si  Ton  prend  pour  origine  mobile 
un  point  qui  ait  dans  l'espace  un  mouvement  reclilîgne  et 

d^  .r     d*Y      d^z 

uniforme,  car  alors  --rr9  —tt^  "tt  sont  nulles. 
'  dt*      d£*      dt^ 

Enfin  il  existe  une  dernière  manière,  mais  beaucoup 
moins  utile,  de  parvenir  au  même  résultat  :  'c'est  de  dé- 
terminer le  mouvement  du  point  Oi  d'après  les  condî- 
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lions 

4 

r/«J7,                 Cf'j,                  r/'S, 

dt^              dt^             dt^ 

\  ml         \  mit        y  m^ 


Ces  équations  signifient  que  la  force  accéléralrîrc  da 
point  Oi,  ou  celle  quMl  faudrait  lui  appliquer  à  chaque 
instant  pour  lui  donner  le  mouvement  qu'il  a  réellement, 
doit  être  constamment  dirigée  vers  le  centre  de  gravité 

du  système,  puisque  \  wÇ,  \  /wyj,  \  mt^  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  mobiles  du  centre  de  gravité 
(Çi>>înÇt)  du  système. 

613.  Si  Torigine  des  coordonnées  mobiles  est  choisie  de 
Tune  de  ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes 
dont  l'origine  est  mobile,  des  propriétés  semblables  à 
celles  qu'on  a  trouvées  pour  des  axes  fixes,  puisque  les 
équations  (5)  ont  la  même  forme  que  les  équations  (i)  du 
n°606.  D'abord  si  les  forces  se  font  équilibre,  en  suppo- 
sant le  système  solidifié,  ou  si  elles  se  réduisent  à  une 
seule  passant  par  l'origine  mobile,  les  seconds  membres 
des  équations  (5)  sont  nuls  et  on  en  conclut  encore  que 
la  somme  des  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  sur  un  des  plans  coordonnés,  multipliées  par  les 
masses  des  points  correspondants,  croit  toujours  propor- 
tionnellement au  temps  ouest  constante  dans  des  temps 
égaux.  Ainsi  le  principe  de  la  conservation  des  aires  est 
vérifié  relativement  à  ce  plan  mobile.  Dans  notre  système 
planétaire,  par  exemple,  on  peut  prendre  pour  origine  des 
coordonnées  son  centre  de  gravité  :  car,  en  supposant  que 
les  étoiles  n'agissent  pas  sur  le  système,  le  mouvement 
de  ce  point  est  rectiligne  et  uniforme  (604).  Du  reste  les 
forces  motrices  de  ce  système  se  réduisent  à  des  actions 
mutuelles  entre  ses  différents  points,  en  sorte  qu'il  véri- 
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fie  le  principe  des  aires  relativement  à  un  plan  quelconque 
passant  par  son  centre  de  gravité. 


PLAN    DU    MAXIMUM    DES    AIRES. 

614.  Considérons  toujours  un  système  de  points  en 

mouvement  pour  lequel  le  principe  des  aires  a  lieli,  en 

Fig.  169.  prenant  pour  origine  un 

point  O  fixe  ou  mobile 
suivant  les  conditions 
établies  précédemment, 
et  proposons -nous  de 
trouver  un  plan  tel,  que 
la  somme  des  produits 
des  masses  par  les  aires 
que  décrivent  les  projections  de  leurs  rayons  vecteurs  sur 
ce  plan  soit  un  maximum. 

Le  rayon  vecteur  Om  du  point  m  décrit  une  surface 
conique  dont  l'élément  mOn  est  dans  le  plan  tangent* 
Soit  da  cet  élément  et  appelons  a,  6,  y  les  angles  que  la 
perpendiculaire  OD  à  son  plan  fait  avec  les  axes  coordon- 
nés Ox,  Oy^f  Oz,  Désignons  par  &>  Taire  décrite  par  la 
projection  du  rayon  vecteur  O /ri  sur  un  plan  quelconque  P, 
perpendiculaire  à  une  droite  qui  fait  avec  les  axes  les 
angles  A,  6,  C.  En  appelant  Q  Tangle  DOE,  ou  Tangle 
que  le  plan  de  l'aire  da  fait  avec  le  plan  de  projection  P, 

on  a 

dta  =  dacosBf 

puisque  d(ù  est  la  projection  de  ^c7  sur  le  plan  P. 

D'ailleurs  les  projections  de  da  sur  les  plans  xOy, 
xOz,  jrOz  sont  dly  dï!^  dV^  et  l'on  a 


et 


c?X"=rfffcosa,     fl?V=:c?(7C0s6,     dX  =zd  a  cosy 

cos9  =:  cosacosA  -h  cos6  cosB  -i-  COS7  cosC. 
Sniuf.  —  Méc.,  II.  i4 
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En  multipliant  cette  dernière  par  da  et  ayant  ^ard  aux 
équations  précédentes,  on  aura 

dtù  =  ^X"cos  A  -h  f/VcosB  4-  d\  cosC, 

d'où 

6>  ;=  X"cos  A  4-  X'cosB  -+-  \  cosC; 

par  conséquent 

\  »i«  =  cosA\  iwV'  +  cosBN  lîiV-i-cosCN  mX. 

Mais  on  sait  que  (609) 

donc  on  a 

(i)  \  m«  =  (c^'cosA -f- c'cosB-HccosC)-• 

Dans  cette  équation,  le  coefficient  de  t  est  constant, 

le  plan  P  étant  donné. 
Posons 

On  peut  écrire 

(a)         \  ww  =  (  T  cos A  4-  -r  cosB  -f-  j  cosC  )  -  /. 


c''    c'     c 


Il  est  permis  de  regarder  t'  r'  7  comme  étant  les  cosi- 
nus des  angles  formé&par  une  certaine  droite  OF  avec  les 
axes  coordonnés,  droite  dont  la  direction  est  indépen- 
dante de  la  position  du  plan  P.  Par  conséquent,  si  nous 
concevons  un  plan  tt  perpendiculaire  à  OF,  la  position 
de  ce  plan  ne  dépend  pas  non  plus  de  celle  du  plan  P. 
Or  f  étant  Tangle  EOF  ou  Tangle  des  plans  P  et  tt,  od  a 

c"  c  c 

ces»  =:  -7-  cos  A  -i-  —  COsB  -h  -  COSC, 
A"  A'  A' 
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par  suite 

(3)  \  ww  =  -  kt  cosç. 

Ainsi  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  P,  multi- 
pliées respectivement  par  les  masses  des  points  correspon- 
dants, est  égale  au  produit  de  -  A^  par  le  cosinus  de  l'angle 

des  deux  plans  P  et  tt. 

Comme  la  quantité  k  ne  dépend  pas  de  la  position  du 

plan  P,  Téquation  (3)  montre  que  la  quantité  \  mtù  est 

maximum  lorsque  f  est  égal  à  90°,  c'est-à-dire  lorsque 
le  plan  de  projection  P  coïncide  avec  le  plan  ir.  On  a  alors 

(4)  y  m(û  =  -  A't. 

» 

Il  existe  donc  un  plan  fixe  tel,  que  la  somme  des  aires 
décrites  pendant  un  temps  quelconque  par  les  projections 
des  rayons  vecteurs  des  points  mobiles  sur  ce  plan,  muU 
tipliées  par  leurs  masses,  est  plus  grande  que  pour  tout 
autre  plan  de  projection.  Ce  plan  est  toujours  le  même, 
quel  que  soit  le  temps  écoulé.  On  l'appelle  pour  ces  deux 
raisons  plan  du  maximum  des  aires  ou  plan  invariable. 
Son  équation  est 

c^x  •+-  dj  -f-  c«  =  o 

et  la  somme  \  /no)  relative  à  un  autre  plan  de  projection 

se  déduit  de  celle  qui  se  rapporte  au  plan  tt,  en  la  multi- 
pliant par  le  cosinus  de  Tangle  des  deux  plans. 

Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  du  système  solidifié,  qui  a  été 
déterminé  précédemment  (602). 


.4. 
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QUARANTE-nUITIÈME  LEÇON. 

DES  FORCES  VIVES  DANS  LE  MOUVEMENT  D'CN  SYSTÈME. 

Principe  des  forces  vives.  —  Autre  démonstration.  —  Cooséqueoces  da 
principe  des  forces  vivei.  —  Des  forces  vives  dans  un  système  à  liaisons 
complètes.  —  Des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif. 


PRinClPE    DES    FORCES    VIVEâ. 

615.  Considérons  un  système  de  points  m,  m\  m'', . . .', 
sollicités  par  des  forces  P,  P',  P'', . . . ,  dont  nous  désigne- 
rons les  composantes  parallèles  à  trois  axes  rectangulaires 
par  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z', . . . .  En  combinant  le  principe 
de  d^Alcmbert  avec  celui  des  vitesses  virtuelles  on  oblieut 
Téquation 


(^-"ï)''l=°- 


Les  liaisons  du  système  étant  exprimées  par  un  certain 
nombre  d'équations 

(2)  Lr=o,     M  =  o,     N  =  o,..., 

qui  doivent  être  satisfaites,  à  une  époque  quelconque,  par 
les  coordonnées  des  points  du  système  et  par  ces  coor- 
données après  un  déplacement  virtuel,  il  eu  résulte  (489) 
que  les  variations  des  coordonnées  sont  assujetties  à  satis- 
faire aux  équations  suivantes,  dans  lesquelles  le  temps  est 
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supposé  constant  : 

dx  djr    ''         dz  dx' 

(7)      /  d^\  dM  ^  dM  .  ^M^   , 

dx  dx  dz  dx 


D'un  autre  côté,  dans  le  mouvement  effectif  du  sys- 
tème, les  coordonnées  des  points  devant  satisfaire  aux 
équations  de  condition  (2),  on  a,  en  différentîaut  celles-ci 
par  rapport  à  f,  variable  indépendante, 

dJa  ^        dL  ^         dL  ^         r/L  ^         dh  ^  , 

—r- dt  -f-  -7-  dx  -f-  — —  dr  H — —  dz  -f-  —,-- dx'-h. .  .=  o, 
dt  dx  dy    ''         dz  dx! 

{^){dU^        rf^I  £/IVI  rfM  ,        dVL  ^  ^ 

dt  dx  dy    -^         dz  dx' 


On  a  déjà  expliqué  la  distinction  essentielle  qui  existe 
entre  les  variations  dx,  dj^,  dz,  qui  répondent  à  un  dé- 
placement virtuel  du  point  M,  et  les  différentielles  dx^ 
dy-j  dzj  qui  se  rapportent  au  déplacement  réel  que  prend 
ce  point,  dans  le  mouvement  général  du  système.  Suppo- 
sons que  les  équations  de  condition  ne  renferment  pas 
le    temps    explicitement.    Alors   les  dérivées  partielles 

— t  — T-5"->  étant  nulles,  les  équations  (3)  et  (4)  mou- 

trent  qu'on  pourra  faire 

^x=zdx^      ^y=.dy^      Sz=:dZf      èx*  =dx\  n ,  • , 

Ainsi,  parmi  tous  les  déplacements  virtuels,  compatibles 
avec  les  liaisons  du  système,  il  sera  permis  de  choisir 
celui  qui  se  rapporte  au  mouvement  réel  de  chaque  point. 
Alors  l'équation  (1)  deviendra 
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OU  » 


Mais  à  cause  de 


p^= ^ » 


on  a 

I    ,,      dxd^x-h  dyd^y '\-dzd^z 
-rfp*= — » 

d'où  résulte 

(6)  dS  '"^'=  2V(X«te-f- Yc?/  4-  Zufz), 

ou,  en  appelant  d/7  la  projection  du  chemin  parcouru  par 
le  point  M  sur  la  direction  de  la  force  P, 

Donc  la  dilTéreniielIe  de  la  somme  des  forces  vives  de 
tous  les  points  du  système  est  double  de  la  somme  des 
quantités  de  travail  élémentaire  des  forces  motrices. 

616.  Si  Ton  intègre  Téquation  (6),  entre  les  limites 
/o  et  f ,  on  aura,  en  désignant  par  ^0  1^  vitesse  initiale  da 
point  M, 

(8)       \ms^'—\mv\:=z^C   S{lLdx -{- Y dy  ^  Zdz). 

Donc  dans  tout  système  dont  les  liaisonrsont  indépen- 
dantes du  temps  ^  r  accroissement  de  la  somme  des  forces 
vivres  de  tous  les  points,  pendant  un  temps  quelconque, 
est  éf^al  au  double  de  la  somme  des  tra\faux  de  toutes 
les  forces  pendant  le  même  temps. 
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Ainsi  la  différeuce  des  deux  sommes  de  forces  vives  à 
deux  époques  quelconques  ne  dépend  que  des  coordonnées 
des  points  mobiles  à  ces  deux  époques  et  nullement  de 
leurs  liaisons  ni  des  chemins  qu'ils  ont  suivis  pour  passer 
d'une  position  à  une  autre. 

AUTRE   DÉMONSTRATION 

617.  La  force  P,  qui  agit  sur  le  point  M,  peut  être  dé- 
composée en  deux  forces,  la  force  tangentielle  m  —  et  la 

force  centripète  — >  p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la 

trajectoire  au  point  M.  Des  forces  égales  et  contraires  à 
ces  deux  dernières  forces  étant  jointes  à  la  force  motrice  P, 
il  doit  y  avoir  équilibre  et  par  suite  la  somme  de  tous  les 
moments  virtuels  doit  être  nulle. 

On  démontrerait,  comme  précédemment,  que  si  les 
liaisons  du  système  ne  dépendent  pas  explicitement  du 
temps,  on  peut  prendre  pour  le  déplacement  virtuel  de 
chaque  point  son  déplacement  réel  ds.  Soit  dp  la  projec- 
tion de  ds  sur  la  force  P  ;  le  moment  virtuel  de  celte 
force  est  T?dp  :  celui  de  la  force  taiigentielle,  prise  en  sens 
contraire,  est 

—  m  --  ds=:  —  m  -r  dtf  =  —  mpdv\ 
dt  dt 

celui  d*uue  force  égale  et  contraire  à  la  force  centripète 
est  nul.  Ou  a  donc 


\  Vdp  —  \  mvdp  r=  o, 


oa 


•;  )  dy  mv-  =.  2  y  Vdp  „ 

d'où  Ton  déduit  encore  Téqualion  (8). 
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CONSÉQUENCES    DU    PRINCIPE   DES    FORCES    VIVES. 

618.  Quand  il  n*y  a  pas  de  forces  motrices  appliquées 
au  sysième  ou  si  les  forces  se  font  équilibre  à  chaque 
instant,  on  a 

P<^  =  o, 


2 


et  Téquation  (7)  donne 


^«^= 


const. 


Ainsi,  dans  un  système,  assujetti  à  des  conditions 
quelconques,  mais  qui  ne  dépendent  pas  explicitement 
du  temps,  s*  il  ri  y  a  pas  de  forces  motrices  ou  si  les 
forces  motrices  se  font  continuellement  équilibre,  la 
somme  des  forces  vivres  reste  constante. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la 
conservation  des  forces  vivres.  Observons  que  dans  les 
systèmes  où  il  a  lieu,  les  points  n'étant  soumis  à  aucune 
force  motrice,  leurs  vitesses  ne  varient  qu'en  raison  de 
leurs  liaisons  et  de  l'obligation  de  se  mouvoir  sur  des 
surfaces  ou  sur  des  courbes  fixes. 

619.  Supposons  que  la  fonction 

Spidx  -^Ydy  -{-Zdz) 

soit  la  difiereutiellc  exacte  d'une  fonction  des  variables 
x,  y^  ^,  x', . . . ,   considérées  comme  indépendantes  ou 
comme  liées  entre  elles  par  les  équations  L  =  o,  M =0,... 
Soit 

(1)      ^SjlLdx  4-  Ydj  4-  Zdz)  =  df{xy  y,  z,  x', . . .). 
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On  aura,  en  intégrant  Téquation 

(2)  dSm^  =  'xSiUdx  4-  Ydy  -f-  Zdz) 
par  rapport  au  temps, 

(3)  \  iifP*  =  C  ^-/(x,/,  »,  x',7%  . . .]. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  v^  la 
vitesse  d^un  point  quelconque  M,  et  par  Xo,  j''o)  ^09  ses 
coordonnées  à  une  époque  quelconque  to*  On  aura 

(4)  2u"^^^  =  ^  +/(-»^o,  j.,  ^a,'. . .;, 

et,  par  suite, 

(5)       \   WP»—  \  /m'J=r/(^,^,«,x',...)— /(^a,ro>2o,    ..)• 

Donc  lorsque  le  système  passe  d*  une  position  à  une  antre, 
V  accroissement  de  la  somme  des  forces  villes  ne  dépend 
que  des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  posi^ 
tions.  Pour  évaluer  cet  accroissement,  on  n'a  besoin  de 
connaître  ni  les  liaisons  des  points  dans  cet  intervalle,  ni 
les  chemins  qu  ils  ont  suivis,  ni  le  temps  qu'ils  ont  mis  à 
les  parcourir. 

620.  L'équation  (5)  montre  que  si  les  points  mobiles 
occupent  la  même  position  à  deux  époques  différentes  t  et 
fof  la  somme  des  forces  vives  aura  la  même  valeur  à  ces 
deux  époques.  On  aura  dans  ce  cas 


\  nw^  —  \  mv\  =  o , 


pourvu  que,  les  coordonnées  des  points  reprenant  les 
mêmes  valeurs,  la  fonction y'(j:,j',  z,x', . .  .)  reprenne 
aussi  la  même  valeur.  Cest  ce  qui  pourrait  ne  pas  avoir 
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lieu.  Par  exemple,  si  dans 


i 


(X^r-f-Yrfj-f-Zr/z) 


on  a  une  partie  telle  que  — — — ^ —  qui  est  la  dîfféren- 

tielle  d'un  arcS^  dont  la  tangente  est ->  si  le  point  m  rc- 

vient  à  la  position  qu'il  a  déjà  occupée  en  tournant  toa- 
jours  dans  le  même  sens  autour  d'un  axe,  quelle  que  soit 
la  courbe  décrite,  l'angle  9  aura  augmenté  de  air,  de  sorte 
que  la  fonction  y*  dans  laquelle  entre  0  n'aura  pas  repris 
sa  valeur  primitive. 

621.  L'expressiony(Xrfa:-f-Yr/^-f-Z^r)  est  la  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  dea:,j>^,  r,a:', . . .  quand 
les  forces  motrices  sont  constamment  dirigées  vers  des 
centres  fixes,  et  qu'elles  sont  fonctions  des  distances  de 
leurs  points 'd'application  aux  centres.  Cela  arrive  aussi 
quand  les  forces  proviennent  d'attractions  ou  de  répul- 
sions mutuelles  entre  les  points  du  système,  actions  dont 
les  intensités  sont  fonctions  des  distances  des  points  entre 
lesquels  elles  s'exercent. 

622.  L'expres.sion\(Xrfx  -{-Xdy  -H  Zrf«)  n'est  pas 

une  différentielle  exacte  dans  le  cas  où  les  points  du  sys- 
tème éprouvent  des  frottements  ou  la  résistance  d'un 
milieu.  Cela  tient  à  ce  que  les  frottements  et  les  résis- 
tances sont  des  forces  qui  dépendent,  les  premières  de  la 
pression  de  chaque  point  contre  les  surfaces  frottantes, 
les  autres  de  la  vitesse  de  chaque  point.  Dans  ce  dernier 
cas  on  a,  pour  le  point  M. 

ILdx  -\-  Xdy  -4-  Zdz  —  —/(<>)  ds. 

Or  la  vitesse  ne  dépendant  pas  uniquement  de  la  position 
du  point  ni  de  celle  des  autres  points  du  système, /(i/)di 


QUARANTE- HUITIÈME    LEÇON.  2I() 

ne  peut  pas  être  la  différentielle  cxacle  d'une  fonction  de 
x^y^  z,  x', . .  . .  La  même  conclusion  s'applique  au  cas 
des  frottements.  Dans  ces  deux  cas  il  y  a  perte  de  force 
vive,  et  cette  perte  dépend  d'éléments  autres  que  les 
coordonnées  des  points  du  système  dans  les  deux  positions 
considérées. 

DES    FOBCES   VIVES    DANS    UN    SYSTÈME   A    LIAISONS 

COMPLÈTES. 

623.  Quand  un  système  de  n  points  est  à  liaisons  com- 
plètes, il  y  a  3  re — I  équations  de  condition  :  un  seul 
mouvement  virtuel  est  possible  à  chaque  instant,  et  il 
est  le  même  que  le  déplacement  réel  du  système.  Dansée 
cas,  Téquation  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
mouvement  de  chaque  point,  car  en  y  joignant  celles  qui 
expriment  les  liaisons  du  système,  on  a  Zn  équations 
pour  connaître  les  expressions  des  3  n  variables  x,  }',  z, 
x\y\  ...  en  fonction  du  temps.  Il  faut  alors  exprimer 
toutes  les  variables  en  fonction  d'une  seule  9  convenable- 
ment choisie. 

Considérons,  par  exemple,  le  mouvement  d*un  corps 
solide  autour  d'un  axe  Oz,  ce  qui  constitue  un  système  à 
liaisons  complètes.  On  aura,  en  conservant  les  notations 
habituelles, 

(i)  </ Y  wp»  =  2  V(X//x  4-  Ydf  -4-  Zdz). 

Or  on  a 

puisque  la  vitesse  angulaire  est  la  même  à  chaque  instant 
pour  tous  les  points  du  système.  D^ailleurs 

dx  dr  dz 

dt  '^  dt  dt 


320 

donc 


COUUS    DE    UtCMiiqiiK, 


(2)       \{Xdr  -h  Yi!f  -+-  Zdz)  z=  oY(  Yx  —  X;  ;  //. 
Substituant  dans  Téquahon  (i),  on  a 


ou  bien 


\ wr.»—  =  2w\  (Yx  — Xj), 


équation  déjà  obtenue  (53i). 

62i.  L^ équation  du  mouvement  du  pendule  composé, 

établie  comme  conséquence  de  la  théorie  des  mouvements 

Fig.  170.  de  rotation,   peut  être  déduite 

o *        de  Téqualion  (i). 

En  conservant  les  mêmes  no- 
tations (565),  on  a 


dy  mv*  =2  dl(a*\  mr*  j 


et 


2  (Xdr  +  Ydf  -+-  Zdz)  =2mgdj'y 

donc,  en  substituant, 

€/  (  w'  \  mr*  j  =:  2  \  mgdjr 
et  en  intégrant 

w*\  mr^  =  2g\  w/  +  C  =  2g^M7,  -h  C, 

M  étant  la  masse  totale  du  pendule  et  ji  ou  AD  Vjr  du 
centre  de  gravité.  On  a  d'ailleurs 

^,  =  acosô 
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et 

V//ir'  =  i\l(a»-f-A»). 

Par  conséquent 

Pour  déterminer  la  constante  C,  désignons  par  Q  la 
vitesse  angulaire  initiale,  correspondant  à  d  =  a.  On  a, 
dans  ce  cas, 

31  S'il  • 

w*  =  û»  H-       '^   ,,  (cosô  —  cosa), 
ou 

^  =  "'  +  ^riTT  («"«  -  <=««)' 

équation  déjà  obtenue  (565)  et  qui  représente  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité. 

DES    FORCES    VIVES    DAIîS    LE    MOUVEMENT    RELATIF. 

625.  L'équation  des  forces  vives  s'applique  au  mouve- 
ment relatif  d'un  système  quelconque  par  rapport  à  son 
centre  de  gravité,  pourvu  que  dans  ce  système  il  n'existe 
aucun  point  fixe,  ni  aucun  point  assujetti  à  rester  sur  une 
courbe  ou  sur  une  surface  fixe. 

Soient  Gxi,  G/i,  G^i,  trois  axes  parallèles  à  trois 
axes  fixes  Oj:,  Oj^  Oz  et  menés  par  le  centre  de  gravité 
G(xi,yi,2i)  à  une  époque  quelconque.  Désignons  par 
Ç,  w,  Ç  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  {x,j^  z) 
par  rapport  à  ces  axes  mobiles.  On  aura 

Nommons  (^  la  vitesse  du  point  M,  et  co  sa  vitesse  rela- 
tive, c'est-à-dire  sa  vitejse  apparente  pour  un  observa- 
teur placé  en  G  et  qui  serait  entraîné  avec  les  axes  mo- 
biles. Soit  enfin  i^i  la  vitesse  du  point  G, 
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On  a 

W  •^  = i; ' 

d^où,  à  cause  des  équations  (i), 

tlx\  -A- dr\  A- dz\         dl^ -^  dyi^ -ir  d\ 
dO  dt^ 


\dt  dt'^  dt   di         dt  dt) 


ou 


/ox  ,         5  •  /dr^dl^        dYxdn        dzx  d^\ 

'  *  \dt  di         dt   de         de  di  ) 

Multiplions  par  m  les  deux  membres  de  cette  équation 
et  ajoutons  toutes  les  équations  analogues  relatives  aux 
autres  points  du  système.  Si  Ton  observe  que 

'dF 2a      'di       "de  2d      ^       ^  2j      ^       ^' 

puisque  l'origine  G  étant  le  centre  de  gravité,  on  a 
\  mÇ  =  o , . . . ,  et  par  suite  \  m  -~  =  o , . . . ,  l'équa- 
tion résultante  se  réduit  à 


ou 


(4)  V/wi'^  — Mï'f -hV/w»», 

en  désignant  par  M  la  masse  totale  du  système. 

Ainsi  (et  cette  conséquence  s'applique  à  un  système 
quelconque  lors  même  qu'il  ne  serait  pas  entièrement 
libre  dans  Tespace),  la  somme  des  forces  vii^es  des  points 
dans  leur  mouvement  absolu  est  égale,  à  chaque  instant, 
à  la  même  somme  considérée  dans  le  moui^ement  relatif 
autour  du  centre  de  gravité,  augmentée  du  produit  de  la 
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masse  totale  du  système  multipliée  par  le  carré  de  la 
vitesse  du  centre  de  gravai  té. 

626.  Revenons  à  Tliypothèse  primitive,  en  vertu  de 
laquelle  on  suppose  le  système  entièrement  libre.  Substi- 
tuant à  \  mu*  la  valeur  précédente  dans  Téquation 

d\mt^'  z=z  2V(X^x  +  Ydjr-hZdz), 


on  a 


dMp 


;  -hd\  ww* 


(5)  <        ^^oScKdx.-i-Ydx.-hZdz,) 


iS(Xdi-hYdn-hZd^). 


Or  de 


*»^=1^'  "^=2^'  *^-5F=2^' 


on  tire 


_,  id^x^dx^  -h  ^d^YydYi  4-  9.d^Ztdz, 
M i— ^ 5 


ou 


donc  1  équation  (5)  se  réduit  à 

d\muy'  =  aV  (X^Ç  -+-  Ydn  -f-  Z«/Ç). 

Cette  équation  exprime  que,  dans  le  mouvement  relatif 
d^un  système  absolument  libre,  autour  de  son  centre  de 
gravité,  la  difTéreniielle  de  la  somme  des  forces  vives  des 
points  du  système  est  égale  au  double  de  la  somme  des 
quantités  de  travail  apparent  des  forces  motrices. 
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DU  CHOC  DES  CORPS. 

Choc  direct  de  deux  corps  sphériques.  —  Mouvement  du  centre  de  çrafité. 
Choc  de  deux  corps  dépourvus  d'élasticité.  —  Choc  de  deux  corps  par- 
faitement élastiques.  —  Vitesse  des  centres  de  graviié  après  le  choc.  — 
Examen  de  quelques  cas  particuliers.  —  Mouvement  du  centre  de  (gra- 
vité. —  Principe  de  la  moindre  action. 


DU    CHOC   DIRECT    DE    DEUX   CORPS    SFHÉRIQOES. 

627.  Considérons  deux  sphères,  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  droite  Ox^  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraires,  et  dont  tous  les  points  décrivent 
des  parallèles  à  cette  droite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  deux  corps  se 
meuvent  dans  le  même  sens.  Pendant  le  choc  ils  se  com- 
priment mutuellement  et  leur  forme  sphérique  est  un  peu 
altérée.  Pour  le  bien  concevoir,  il  faut  considérer  chacun 
de  ces  deux  corps  comme  un  système  de  points  matériels, 
de  figure  variable  a  cause  des  actions  mutuelles  que  les 
molécules  des  deux  corps  exercent  les  unes  sur  les  autres. 
La  détermination  du  mouvement  de  chaque  molécule  se- 
rait un  problème  fort  difficile,  mais  on  peut  obtenir  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  chacun  de  ces  deux 
corps  diaprés  le  principe  qui  détermine  le  uiouvement  du 
centre  de  gravité  d'un  système.  Il  résulte  de  ce  principe 
et  de  celui  de  Tégalité  entre  l'action  et  la  réaction,  qu'il 
faut,  pendant  la  durée  du  choc,  supposer  appliquées  aux 
deux  centres  de  gravité  des  forces  égales  et  contraires,  di* 
rigées  suivant  Oxet  qui  sont  les  résultantes  de  toutes  les 
actions  moléculaires.  Mais  ici  il  faut  distinguer  deux  cas. 
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628.  SI  les  deux  corps  sont  mous,  c'esl-à-dire  dépourvus 
d'élasticiië,  après  s'être  comprîmes  jusqu'à  un  certain 
degré,  ils  cessent  d'agir  l'un  sur  l'autre  à  l'instant  où  les 
vitesses  sont  devenues  égales,  et  ils  continuent  à  se  mou- 
voir en  restant  juxtaposés  avec  une  vitesse  commune  el 
conservant  la  forme  que  la  compression  leur  a  donnée. 

629.  S'ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  où 
la  compression  cesse,  à  reprendre  leur  forme  primitive 
aussitôt  que  la  vitesse  est  devenue  la  même,  et  de  là  nais- 
sent de  nouvelles  pressions  qui  tendent  à  séparer  les  deux 
corps.  Si  ces  pressions  sont  égales  en  intensité  à  celles  qui 
ont  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et  que  les  deux 
corps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  état  qu'au 
moment  où  le  choc  a  commencé,  on  dit  qu'ils  sont  par- 
faitement élastiques.  Ils  ne  sont  qu'imparfaitement  élas- 
'tiques  si  les  pressions  sont  moindres  dans  la  seconde  pé- 
riode que  dans  la  première. 

MOUVEMENT    DES    CENTHES    DE    GRAVITÉ. 

630.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  le 
nlouvement  des  deux  centres  de  gravité.  Soient  OC  =  .r  et 

Fig.  171.  OC'  =  a:',0  étant  un  point  fixe 

pris  arbitrairement  sur  Ox. 
Soit,  à  une  époque  quelconque 
du  choc,  R  la  valeur  des  deux 
pressions  égales  et  contraires 
appliquées  auxcentresdesdeux 
sphères  et  qui  résultent  des  actions  mutuelles  de  leurs 
molécules.  En  vertu  du  principe  relatif  au  mouvement 
du  centre  de  gravité  (6UU)^  m  et  m'  étant  les  masses  des 
deux  sphères,  on  aura 

Stcbsi-  —  J/ec,  II.  ï^ 
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On  en  conclut  d'abord 


m 1-  m  =  o, 

dt^  df  ' 


d'où 


/ 


dr  d.r 

m -r-  -^  in'  -—'  =z  const. 
di  dt 


Donc,  sî  l'on  appelle  f^  el  v'  les  vitesses  des  deux  corps, 
an  commencement  même  du  choc,  on  aura 

mp  -h  iwV  riz  const», 
et,  par  suite, 

/    \  dx  .  dr/ 

^    '  dt  dt 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du 
choc. 


CHOC    DE    DEUX    CORPS    DÉPOURVUS    d'ÉLASTIGITÉ. 

631 .  Supposons  maintenant  que  les  corps  soient  mous 
et  désignons  par  u-Ia  vitesse  commune  avec  laquelle  ces 
deux  corps  réunis  en  un  seul  se  mouvront  après  le  choc. 

On  aura,  d'après  la  formule  (s), 

• 

(iw -I- iw'J  «1=  wp  4- /wV; 
d'où 


u 


m  -+•  m' 


On  voit  que  si  avant  le  choc  les  deux  corps  allaient 
dans  le  même  sens,  après  le  choc  le  sens  du  mouvement 
commun  sera  le  même.  S'ils  allaient  en  sens  contraire,  la 
vitesse  commune  après  le  choc  sera  celle  de  la  sphère  qui 
avait  la  plus  grande  quantité  de  mouvement.  En  parti- 
culier si  les  deux  corps,  allant  à  la  rencontre  Tun  de 
l'autre,  avaient  des  quantités  de  mouvement  égales,  le 
choc  les  réduirait  au  repos. 
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ÉQUÀTIOJN    DES   FORGES    VIVES. 

632.  On  a,  pendant  toute  la  durée  du  choc  (630), 

s 

d'où  l'on  tire,  comme  précédemment, 

dx  dx* 

^    '  dt  dt 

Poup  déterminer  les  vitesses  des  deux  centres  de  gra- 
vité après  le  choc,  il  faut  une  autre  équation.  En  ajou- 
tant les  équation^  (i)  respectivement  multipliées  par  %dx 
et  %dx\  et  intégrant  le  résultat,  on  trouve 

/'désignant  la  distance  des  deux  centres  de  gravité. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  comptons  le  temps  à 
partir  du  commencement  du  choc  et  faisons  commencer 
l'intégrale  à  cette  valeur  initiale  du  temps;  il  en  résulte 

mp' H- /«  V»  rrz  C 

et 

(4)        "^  (x  )  -^^  \  -^  )  =  '»«''  +  'wV'4-  2  X^^dr. 

Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives 
à  une  époque  quelconque  est  égale  à  cette  somme  prise  au 
commencement  du  choc,  plus  le  double  de  Tintégrale  de 
R//r,  prise  à  partir  de  la  même  époque.  Dans  la  première 
période  du  choc  la  somme  des  forces  vives  est  toujours 
moindre  qu'avant  le  choc,  parce  que,  la  distance  des  cen- 
tres diminuant,  on  a  dr<^o^  et  les  éléments  de  l'inté- 
grale j  ^dr  sont  constamment  négatifs.  Dans  la  seconde 

i5. 
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période,  la  distance  des  centres  augmente  et  les  éléments 
de  l'intégrale  sont  toujours  positifs.  Mais  comme  R  a  des 
valeurs  moindres  que  dans  la  première  période,  l'inté- 
grale I  Kdr,  prise  pendant  toute  la  durée  du  clioc,  est 

négative.  La  somme  des  forces  vives  est  donc  toujours 
moindre  qu'avant  le  choc,  seulement  la  difTérence  va  en 
diminuant  dans  la  seconde  période. 

CHOC    DE    DEUX    CORPS    PARFAITEMENT    ÉLASTIQUES. 

633.  Quand  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques, 

.'» 
les  éléments  de  Tintégrale  /  Kdr  se  détruisent  deusâ 

deux,  parce  que  la  résultante  R  reprend  la  même  valeur 
quand  la  distance  r  redevient  la  même.  Il  en  résulte  que 
rintégrale,  prise  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est 
nulle.  Dans  ce  cas  Téquation  (4)  se  simplifie  et  devient 


m 


[dry       ,  idx*y  '  ,  , 


634.  Proposons- nous  de  déterminer  les  vitesses 
V=:  —  j  V=  —  des  deux  centres  de  gravité  après  le 
choc.  Ou  a  les  équations  (630,  633) 

(i)  /w V  -H  ///V  =  mp-h  m'v\ 

(2)  //iV'-H  /// V  =  /7iP^-h  wV-. 

On  peut  les  mettre  sous  la  forme 

m(V  — f)  — i»'(i''  — V); 
/7j  (  V— r»)  ~  m' (/2— V"), 

d'où  Ton  tire,  en  divisant, 

(3)  V4-p  =  V'-f</. 
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On  a  donc  deux  équations  du  premier  degré  (i)  el  (3) 
qui  donnent 

{m  —  /?i')p4-2"tV 

(4)  {    ~        "'^^^ 

2/W('4-(/?l'  —  /?l)p' 

V  r= • 

m  -+-  m 

635.  On  tire  de  ces  formules  diverses  conséquences. 

Soit  IX  la  vitesse  commune  aux  deux  centres  de  gravité, 
an  moment  où  la  compression  est  la  plus  grande.  On 
a  (631) 


u 


m  -h  m'    ' 


mais 


—  ^9 


don 


m  '\'  inf 
V  =:  2 1»  —  c. 

On  trouvera  de  même 

Donc  la  vitesse  de  chaque  corps  au  milieu  du  choc  est 
la  moyenne  arithmétique  entre  sa  vitesse  avant  le  choc  cl 
sa  vitesse  après  le  choc. 

L'équation 

fait  voir  encore  que  la  vitesse  relative  avec  laquelle  le 
centre  de  gravité  C  s'éloigne  de  C  après  le  choc  est  égale 
à  celle  avec  laquelle  il  s'en  approchait  à  l'instant  où  le 
choc  a  eu  lieu. 

EXAMEN    DE    QUELQUES    CAS    PARTICULlEnS. 

636.  Si  le  corps  C  est  en  repos  au  moment  où  C  vient 
le  rencontrer,  i^' =  o,  et  si  les  deux  corps  sont  mous,  la 
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vitesse  après  le  choc  est  (631  ) 

u  =z T. 

m  4-  /// 

On  ne  peut  avoir  z/  =  o  que  si  la  masse  m' est  infiniment 
grande  par  rapport  à  la  masse  m.  C'est  ce  qui  arrive  pour 
les  corps  mous  tombant  à  la  surface  de  la  terre. 

637.  Il  n'en  est  plus  de  même  si  les  corps  sont  par- 
faitement élastiques.  Dans  ce  cas,  les  formules  (4)9 
n°  634,  donnent 

_  (m  ^m')v  amp 


• 


m  -^  m  m  -h  m 

Si  m'  est  infiniment  grande  par  rapport  à  m,  on  a 

Ainsi  le  corps  choqué  demeure  en  repos,  tandis  que  Fautre 
est  réfléchi  en  sens  contraire  avec  une  vitesse  égale  à  celle 
avec  laquelle  il  est  venu  rencontrer  le  premier. 

C'est  ce  qui  arrive  lorsqu'une  sphère  élastique  pesante 
tombe  d'une  certaine  hauteur  sur  un  plan  fixe  horizon- 
tal qui  est  lui-même  élastique.  Elle  doit  remonter,  parla 
réaction  du  plan  fixe,  jusqu'à  son  point  de  départ. 

638.  Quand  les  deux  masses  m  et  m'  sont  égales,  si 
les  deux  corps  sont  mous,  leur  vitesse  commune  après  le 
choc  sera 

p  4-f' 

c'est-à-dire  la  moyenne  entre  les  vitesses  des  deux  corps 
avant  le  choc. 

Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  ils  ne 
feront  qu'échanger  leur  vitesse,  car  en  faisant  m=rri' 
les  formules  (4))  n^  634,  donnent 
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Donc,  si  l'un  des  corps  était  en  repos,  Tautre  restera 
immobile  après  le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse,  car 
si  >''=  o,  on  aura  V  =  o,  V'=  i^. 

C'est  ce  qui  arrive  quand  une  bille  C  vient  en  choquer 

une  autre  C^  La  même  chose  aurait  lieu  si  un  nombre 

Fig.  1^2.  quelconque  de   billes  égales 

C',  C,  C"^  en  repos  et  parfai- 
tement élastiques  étaient  cho- 
quées par  une  bille  élastique  C 
et  de  même  masse,  suivant  la  droite  qui  passe  par  leurs 
centres.  On  verra  facilement  que  toutes  les  billes,  excepté 
la  dernière,  resteront  en  repos  et  que  la  bille  G"  seule  se 
déplacera  avec  la  vitesse  même  qu'avait  la  première  au 
moment  du  choc.  Toutes  ces  conséquences  sont  vérifiées 
par  Texpérience. 

THÉORÈME    DE    CÀRHOT. 

639.  La  somme  des  forces  vives  ne  change  pas  par 
Tefiet  du  choc  quand  les  corps  sont  parfaitement  élas- 
tiques :  c'est  ce  que  montre  Téquation  du  n°  633.  Mais 
lorsqu'ils  sont  mous,  elle  diminue  et  la  différence  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  ac- 
quises ou  perdues  par  les  deux  corps.  En  eflîet,  cette  dif- 
férence exprimée  par  mt^'-H  m'v^*  —  (m  -f-  m!)  w'  est 
égale  à 

/»p»-f-  /nVM-  {m  -h  /»')«* —  2{iw  -4-  m')u.u 
r:=:nw^-h  m* v'^ -¥•  (iw  4-  m')u} —  2.{mv-\-  m'v')  « , 

en  remplaçant  (m  -h  m')  u  par  ni%^  -i-  m  V.  On  a  donc  en 
réduisant 

mp*-4-  /w'p'* —  (m  -^  m')  «'=:  m[v  —  «)*  +  m'[u  —  v^)\ 
équation  qui  démontre  le  principe  énoncé. 
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On  peut  encore  mettre  cette  perte  de  force  vive  sous 

la  forme ;  (u  —  t*')*,  en  remplaçant  dans  le  deuxième 

membre  de  l'expression  u  par  sa  valeur. 


MOUVEMENT   DU    CENTRE    DE    GRAVITÉ   COMMUN. 

640.  Diaprés  un  principe  général  déjà  démontré  (603), 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  commun  du  système 
des  deux  masses  m  et  m'  ne  doit  pas  être  altéré  pendant 
le  choc.  CVst  ce  qu'il  est  facile  de  vériGer  dans  le  c^s 
actuel.  En  effet,  Xi  étant  Tabscisse  du  centre  de  gra* 


vite,  on  a 


[m  -f-  m'  )  X,  =r  rnx  -+-  m'x\ 

.  ,^  r/x,  tlx  ,  daf 

^  '  di  dt  dt 


ou 


et 


( 

m  -f-  m' 

d,r^ 

^   dt  " 

=  MV  -^ 

m'»' 

m» 

-hm'v' 

m 

-h  m' 

1 

Ainsi  la  vitesse  du  centre  de  gravité  reste  constante  avant, 
pendant  et  après  le  choc. 

PRINCIPE    DE    LÀ    MOINDRE    ACTION. 

641 .  Dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps  pour 
lequel  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  si  Ton  multiplie 
la  vitesse  de  chaque  point  du  système  par  sa  masse  et  par 
rélcmcnt  de  sa  trajectoire,  et  qu'on  intègre  la  somme  de 
ces  produits  depuis  une  position  donnée  du  système  jus- 
qu'à une  autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  celle 

intégrale    /  \  msfds  est   généralement   un    minimum. 

Nous  disons  généralement,  parce  qu'il  y  a  exception  dans 
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quelques  cas  particuliers,  mais  on  démontre  que  dans  tous 
]es  cas  sa  variation  est  nulle. 

Supposons  que  Ton  ait,  en  conservant  les  notations  du 
no615, 

On  a 

^  j  /hpds=^  j  S\  nifdsz=z  j    \  mâvds-h  I    \  mvSdSy 

Or 

\  m$vds=:\  mv8pdtz=  -  dt\  dy^ 
mais 

donc 

Y  m$P  ds  =  dt\  {X$x  +  YSjr  _^  z$z). 

On  a  ensuite 

\  mvâds  z-\  m  -^['-^  dSx  H-  -^  d$r  -\-  -"  diz] 
Ld  Ad      dt\  ds  ils  fis         J 


OU  bien 


=2  -  {-  di.  +  %diy  +  ±  au) 


2  '""^'^  ^^  ""'  ^Tt^'^Tt^^^tt^') 

Donc  on  aura 
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Mais  les  deux  points  extrêmes  étant  fixes  et  donnés,  dx, 

$jr^  $z^.  . . . ,  sont  nulles  aux  deux  limites.  Donc  on  a  bien 

^  1    \  mvds  =.  o, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quand  les  points  mobiles  ne  sont  soumis  à  aucune 
force,  on  a 

et  par  suite 

Jm9^dtz=Lc[t-^t^), 

et  comme  Vintcgrale  i  mv^dl  =■  1  muds  est  un  minimum, 

il  en  résulte  que  t  —  ^o  ou  le  temps  du  trajet  est  aussi  un 
minimum. 
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CINQUANTIÈME  LECON^'l 

PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOUDE. 

APPLICATIONS. 

Mouvement  d'un  solide  considéré  géométriquement.  —  Mouvement  d'un 
solide  qui  se  déplace  parallèlement  à  un  plan.  —  Bielles  et  manivelles. 
—  Mouvement  autour  d'un  point  fixe.  —  Somme  des  forces  vives.  — 
Moments  des  quantités  de  mouvement.  —  Déplacement  d'une  figure 
sphérique,  joint  universel.  —  Composition  des  rotations  et  des  trans- 
lations. —  Mouvement  lo  plus  général  d'un  solide. 


MOUVEMENT    d'uN    SOLIDE    COJVSIDÉRÉ    GÉOMÉTRIQUEMENT. 

642.  Les  mouvements  de  translation  et  de  rotation 
autour  d'un  axe  fixe,  considérés  au  point  de  vue  géo- 
métrique,  présentent  à  Tesprit  une  image  simple  et  très 
nette.  Il  est  difficile  au  contraire  de  se  rendre  un  compte 
exact  de  la  nature  des  autres  mouvements  que  peut 
prendre  un  solide  de  forme  invariable;  mais,  grâce  aux 
travaux  d'Euler  et  de  Poinsol,  nous  verrons  que  ces 
mouvements  se  ramènent  toujours  à  des  translations  et 
à  des  rotations  ou  à  des  combinaisons  de  ces  deux  mou- 
vements simples. 

Pour  définir  un  itiouvement  de  translation,  il  suffit  de 
donner  une  droite  qui  représente  la  vitesse  avec  laquelle 
il  s'effectue;  pour  définir  une  rotation,  on  peut  donner 
sur  l'axe  autour  duquel  elle  a  lieu  une  longueur  propor- 
tionnelle à  la  vitesse  angulaire  et  prise  dans  un  sens  tel 
que  l'observateur,  ayant  ses  pieds  à  l'origine  de  cette  lon- 
gueur et  sa  tête  à  l'extrémité,  voie  la  rotation  s'effectuer 

(')  La  rédaction  de  cette  Leçon  a  été  modifiée  par  M.  A.  de  Saint- 
Germain,  professeur  à  la  Faculté  de  Caen. 
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de  gauche  à  droite;  la  ligne  ainsi  définie  est  l'axe  repré- 
sentatif de  la  rotation. 

Considérons  un  corps  solide  S  en  mouvement.  Sa 
position  à  un  instant  quelconque  peut  être  déterminée 
par  celle  de  trois  droites  rectangulaires  O^^i ,  OfjKi  yOiZt 
qui  lui  sont  liées  invariablement;  il  suffirait  de  connaître 
les  angles  que  ces  trois  droites  font  avec  trois  axes  rec- 
tangulaires fixes,  Oo:,  Oj',  OZf  et  les  coordonnées  a,  p, 
y  de  leur  point  de  concours  0|. 

MOUVEMENT  d'uN   SOLIDE   QUI   SE  DÉPLACE  PARALLELEMENT 

A    UN    PLAN. 

643.  Supposons  d'abord  que  les  trajectoires  de  tous 
les  points  du  corps  S  soient  contenues  dans  des  plans  pa- 
rallèles à  un  plan  donné  qui  sera  le  plan  des  a^y;  nous 
pourrons  prendre  pour  0|  Xi  et  0|^|  deux  droites  de  S 
qui  se  trouvent  à  un  certain  moment  dans  le  plan  des  xy 
et  qui  n'en  sortiront  pas;  la  coordonnée  y  sera  toujours 
nulle,  et  la  direction  des  droites  mobiles  sera  déter- 
minée par  Tangle  ç  de  0|  a?!  avec  Ox.  Soient,  à  l'époque 
/,  Xjj'j  zles  coordonnées  d'un  point  M  de  S,  x^yJ'^^  z^ 
ses  coordonnées  invariables  relativement  à  Oix^,  Oi^'i, 

OiZi]  on  a 

jr  =  a  H-  .rj  cosy  —  fi  siny, 

7  =  S  -+-  vCj  siny  -h  Jicosy, 

Les  projections  de  la  vitesse  du  point  M  sur  les  axes 
fixes  seront 

,    ,    .  dr        dâ        .  ,       .do        d^         ,  .  do 

[i    \  ^~-i-4-  {X4COS9— j,  sm(p)-7-=  -7-  -h  (x—  a,— 9 

a 

.  -/  =  o. 

^  dl 
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Si  Ton  pose 

dt        ^  dt        ^   dt        dt  dt  dt 

les  projections  de  la  vitesse  prendront  la  forme 

^     '       dt  ^-^        ^  '  dt         de         ^  '  dt         dt 

« 

Ces  formules  montrent  qu'à  l'époque  t  la  vitesse  du 
point  quelconque  M  est  la  même  que  si  S  tournait  avec 

dm 

la  vitesse  angulaire        autour  d'une  droite  IR  perpen- 

diculaire  au  plan  donné  et  représentée  par  les  équations 
a:  =  a',^  =  p'.  Comme  a'  et  P' varient  avec  le  temps, 
les  vitesses  à  l'époque  t  -{-dt  seront  les  mêmes  que  si  S 
tournait  autour  d'une  droite  l'K'  très  voisine  de  IK.;  le 
mouvement  de  S  revient  à  une  rotation  autour  de  IK, 
mais  seulement  pendant  un  élément  de  temps,  et  pourvu 
qu'on  n'ait  égard  qu'aux  vitesses,  non  aux  accélérations  ; 
IK,  FK'  sont  des  axes  instantanés  de  rotation. 

644.  Les  droites  de  l'espace  autour  desquelles  le  solide 
tourne  successivement  forment  un  cylindre  C;  de  même 
les  droites  de  S  qui  doivent  tour  à  tour  coïncider  avec 
les  premières  et  être  momentanément  immobiles  sont  sur 
un  cylindre  C|  qui  fait  partie  de  S.  Soitli  K|  la  droite 
qu'une  rotation  infiniment  petite  autour  de  IK  doit 
amener  en  coïncidence  avec  FK';  les  droites  l'K'  et  I|  K, 
sont  à  une  distance  infiniment  petite  du  deuxième  ordre 
et  les  bandes  IKFK',  IKI|K|  sont  superposables  ;  donc 
C|  est  toujours  tangent  à  C  et  roule  sur  lui  sans  glisser, 
et  l'on  donnerait  à  S  le  mouvement  fini  qu'il  possède 
réellement  en  le  supposant  lié  à  un  cylindre  qui  roule 
sur  un  cylindre  fixe. 

Pour  obtenir  l'équation  de  C,  il  suffit  d'exprimer  que 
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c'est  le  lieu  des  points  de  Tespace  avec  lesquels  coïn- 
cident des  points  de  S  dont  la  vitesse  est  nulle  à  un  cer- 
tain moment;  en  nous  reportant  aux  équations  (i)  (643), 
on  voit  qu'on  aura  à  éliminer  t  entre  les  équations 

• 

5i:-(r-P)-=o.     ^  +  (._a)-J=0. 

a,  p,  (f  étant  connus  en  fonction  de  t.  L'équation  de  C| 
s'obtient  en  éliminant  le  temps  entre  les  équations 

fiu       ,       .  .  df 

—  —  (xi8my-f-riCos«p)  ;^  =0, 

dS  d<p 

^-f-(xicosy-risinî-)  ^^  ^o. 

645.  Le  mouvement  d'une  figure  plane  qui  se  meut 
dans  son  plan  est  un  cas  particulier  de  celui  que  nous 
venons  d'étudier  :  à  une  époque  quelconque  t  la  figure 
peut  être  regardée  comme  tournant  pendant  un  temps 
infiniment  petit  autour  d'un  centre  instantané  de  rota- 
tion I  ;  la  vitesse  du  point  M  de  la  figure  est  proportion- 
nelle à  IM  et  perpendiculaire  sur  cette  droite,  en  sorte 
qu'il  suffit  de  connaître  les  normales  aux  trajectoires  de 
deux  points  pour  trouver  le  centre  instantané  à  leur  in- 
tersection. 

Soient  L,  L'deux  positions  infiniment  voisines  d'une 
ligne  entraînée  avec  la  figure  mobile,  E  un  de  leurs 
points  d'intersection  ;  le  point  E,  coAsidéré  comme  fai- 
sant partie  de  L,  est  amené  par  la  rotation  autour  de  1 
en  un  point  E'  de  L'  :  donc  El  est  normale  à  L',  et  comme 
à  la  limite  E  est  l'un  des  points  où  L  touche  son  enve- 
loppe, on  voit  que  ces  points  sont  les  pieds  des  normales 
abaissées  du  centre  instantané  sur  la  position  correspon- 
dante de  l'enveloppée. 

Le  mouvement  continu  de  la  figure  mobile  s'obtient 
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en  la  supposant  liée  à  une  courbe  Ci  qui  roule  sur  une 
courbe  fixe  C;  c'est  toujours  un  mouvement  épicycloïdal. 
Les  équations  de  G  et  d  se  trouvent  comme  celles  des 
cylindres  de  même  nom  (644),  ou  par  des  considérations 
particulières. 

BIELLES    ET  HANIYELLES. 

646.  Considérons  {/ig-  ly^)  nne  manivelle  OA  tour- 
nant autour  du  point  O  et  articulée  en  A  à  l'extrémité 

d'une    bielle    AB    dont 
Fîg.  173.  ,    .  , 

1  autre  extrémité  est  as- 
sujettie à  se  mouvoir  sur 
une  droite  OX,  et  cher- 
chons, dans  la  disposi- 
tion actuelle  du  méca- 
nisme,  quel  est  le  rapport 
de  la  vitesse  i^  du  point  B  à  la  vitesse  angulaire  (o  de  la 
manivelle. 

Nous  déterminerons  le  centre  instantané  de  rotation 
de  la  bielle  ;  or  le  point  A  décrit  un  cercle  dont  la  nor- 
male est  OA;  le  centre  instantané  se  trouve  donc  sur 
cette  droite  ;  il  est  aussi  sur  la  perpendiculaire  BI  à  OX, 
c'est-à-dire  sur  la  normale  à  la  trajectoire  du  point  B; 
il  est  donc  à  l'intersection  I  des  deux  normales.  Les 
vitesses  de  A  et  de  B  sont  dans  le  rapport  de  lA  à  IB  ;  la 
vitesse  du  point  A  est  co  x  OA  ;  donc 

u  IB  OA  X  IB 

— -  j       p  r=  u 


»  X  OA        lA  lA 


sî  Ton  mène  en  O  une  parallèle  à  BI  jusqu'à  sa  rencontre 
en  H  avec  AB  prolongée,  on  aura  aussi  ç^  =  w  x  OH. 

La  normale  à  la  trajectoire  du  point  M  pris  sur  AB 
est  ML 

Les  lieux  des  centres  instantanés  dans  l'espace  et  par 
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rapport  à  AB  sont  compliqués  dans  le  cas  général;  maïs 
supposons  maintenant  0A  =  AB;  on  voit  aisément  que 
AI  est  aussi  égal  à  AB;  donc  01  =  2AB,  et  le  lieu  C  des 
centres  instantanés  dans  le  plan  est  un  cercle  de  centre  0 
et  de  rayon  égal  à  2AB;  au  contraire,  le  lieu  C,  des 
points  liés  à  AB  qui  sont  tour  à  tour  immobiles  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  A  et  le  rayon  AB  ;  ce  cercle  roule 
à  rinlérieur  du  premier,  et  s'il  entraîne  AB,  il  lui  com- 
muniqueï'a  le  mouvement  que  celle  droite  possède  réel- 
lement. 

La  droite  AB  touche  son  enveloppe  au  pied  E  de  la 
perpendiculaire  menée  pari,  et  on  trouve  que  le  point  E 

est  sur  une  circonférence  du  rayon  -  AB  qui  roule  dans 
la  circonférence  C. 

647.  Cherchons  aussi  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires (i>,  €o'  de  deux 
manivelles   OA,    O'A' 

kfiS'  ^1^  ^^^)  2trticu- 
lées  à  une  bielle  rec- 
tiligne  AA'.  Le  centre 
instantané  de  rotation 
H    de  la  bielle  est  à  Tin- 
te rseclion   I   des  nor- 
males OA,  O'A'  aux  trajectoires  de  A  et  de  A',  et  les 
vitesses  de  ces  deux  points  sont  dans  le  rapport  de  Al 
à  A'  I  ;  donc 

01  X  OA    _  AI         w>  _  O^A^  X  AI 
w'xO'A'  "~Ââ'      «'""OAXA'l' 

Soit  II  le  point  d'intersection  de  AA'  prolongée  avec 
la  ligne  des  centres  ;  le  théorème  des  transversales  appli- 
qué au  triangle  100'  donne 

AI  X  OH.  X  O' A'  =:  A'I  X  O'  H  X  OA  ; 
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on  conclut  de  celte  relation  et  de  la  précédente  que  le 
rapport  de  co  à  (o'  est  le  môme  que  celui  de  O'H  à  OH, 
et  aussi  que  celui  des  distances  des  centres  (y  et  O  à  la 
bielle. 


MOUVEMENT    AUTOUR    d'uN    POINT    FIXE. 


&i8.  Nous  allons  maintenant  analyser  les  mouvements 
élémentaires  et  continus  d'un  corps  S  dont  un  point  est 
absolument  fixe;  nous  prendrons  ce  point  pour  origine 
des  axes  P  a:,  Oy,  Oz,  et  aussi  des  lignes  de  repère  Oxi , 
0^1,  Ozi.  Les  coordonnées  du  point  quelconque  M  de  S 
sont  liées  à  ses  coordonnées  relatives  aux  axes  mobiles 
par  des  relations  de  forme  connue  : 

^  =  «>,-♦-  b'xi-r-c'z^, 

les  neuf  cosinus  a,  b,  Cj  ...  sont  des  fonctions  connues 
du  temps. 

A  Tépoque  /,  la  vitesse  v  du  point  M  a  pour  projections 
sur  les  axes  fixes 

ffx  da  db  de 

Ti'=''^Tt'^^'Tt^''dt' 

dr  _      da'  dz  __      da" 

mais  on  ne  peut  voir  immédiatement  à  Taide  de  ces  ex- 
pressions comment  varie  la  vitesse  aux  divers  points  de  S. 
On  aura  des  résultats  plus  avantageux  en  cherchant  les 
projections  de  v  sur  Ox«,  Oj^o  Oz^  ;  ces  projections  ne 

sont  pas  égales  à  -^9  -^y  -^^  quantités  essentiellement 

nulles  ;  nous  les  désignerons  par  i/| ,  (/| ,  iVf .  La  projection 
de  V  sur  Ox^  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  ses 

Stikm,  Méc,  II.  t6 
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dx    dr    dz 
composantes  -;->  -f-»  -r» 

^  dt      dt      dt 

dx  dy         „dz 

dt  dt  dt 

(    da         ,da'  „dn'\ 

/    db        ^db'  „db''\ 

\    dt  dt  dt  l"^^ 

(de  de  ^dc'\ 

Mais  les  cosinus  a,  cl  y  a!',  ...  satisfont  aux  relations 
a«  H- û'«  ^.  ««'«  =  6* -h  ^'« -+- 6''«  =  c«  4- c'* -h  c^*  =  I , 
d'où 

.  .         da  ,  da'  _  da"        ,  rfô  ^c 

^  '         dt  dt  dt  dt  dt 

On  a  aussi 

Ibc-^b'e  -^b''d'  =  o, 
ca  -H  c'a'  -h  c^'a"  =  o, 
a3-ha'6'-4-fl''A''z=o. 

On  déduit  de  la  première  relation 

db        ,db'       ^db"  .de       ^,dc'       ^d<^ 

c u  c' h  (^  —  =  —  b b b'  — ; 

dt  ^      dt    ^       dt  dt  dt  dt' 

les  deux  membres  sont  égaux  à  une  fonction  connue  du 
temps,  que  je  représente  par  p  ;  je  désigne  de  même  par^/ 
et  r  les  fonctions  analogues  provenant  de  la  différentia- 
tion  des  deux  autres  équations  (2);  ainsi- 


(3) 


db      ,  db' 

dt              dt 

n  àb''             ^  de 
dt                 dt 

dt 

*    dt  ~^' 

de          ,  de! 
dt             dt 

„  de"                da 
^       dt                dt 

,da' 
-'   dt 

.«fa* 

"    dt  =''' 

da           da' 
dt             dt 

^^da"               db 

-{-b^-j-  =  —  a—- 
dt                dt 

df 
dt 

dt 
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En  vertu  de  ces  formules  et  des  relations  (i)  on  trouve 
u^=:qz^  —  ryt,  et  les  deux  autres  projections  ont  des 
valeurs  analogues  ;  donc 

649.  On  reconnaît  d^abord que  les  points  pour  lesquels 
on  a 

(5)  ^=Zl  =  'JL 

p         q         r 

• 

ont,  à  l'époque  f ,  une  vitesse  nulle  ;  ils  sont  sur  une 
droite  01  qui  joue  le  rôle  d'axe  instantané  de  rotation  ; 
le  mouvement  élémentaire  de  S  revient  toujours  à  une 
rotation  dont  nous  allons  déterminer  la  vitesse  angu- 
laire  o).  Soit  p  la  distance  du  point  M  à  la  droite  OI  ;  on 
doit  avoir  y=ip{ù\  d'autre  part, 

le  second  membre,  on  le  démontre  en  Géométrie  ana- 
lytique, n'est  autre  que  p^  multiplié  par  p'-f-y^-f-r*; 

donc  

A>  =  \Ip'^  4-  g«  4-  ^» . 

Ajoutons  que  si  l'on  prend  sur  01  une  longueur  OK 
égale  à  w,  et  dont  les  projections  sur  Oxi,  Oj^«,  Ozi 
sont  )9,  qy  r,  cette  droite  sera  l'axe  représentatif  de  la  ro- 
tation instantanée  ;  car  si,  au  lieu  de  Oxi,  Oji\  Oz|,  on 
prenait  dans  S  trois  axes  Ox',,  Oj',,  Oz\  dont  le  dernier 
coïncide  avec  01  à  l'époque  ^,  on  aurait,  au  lieu  de  ^,  9, 
r,  p'=  o,  if=Oy  r'=a),  puisque  ^,  q'j  r^  seraient  les 
nouvelles  projections  de  OK;  les  formules  (4)  devien- 
draient 

tt'i=  — w/i,     v\^tùx\,     «^1  =  0; 

ce  sont  bien  les  projections  de  la  vitesse  due  à  une  rota- 
lion  qui  s'effectue  par  rapporta  OK  de  gauche  à  droite. 

16. 
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• 

650.  On  reproduirait  le  mouvement  continu  de  S  si 
on  supposait  ce  corps  lié  invariablement  à  un  cône  Ct^ 
lieu  des  droites  du  solide  qui  deviennent  successivement 
immobiles,  et  si  ce  cône  roulait  sans  glisser  sur  le 
côneClieu  des  axes  instantanés  dans  l'espace.  L'équation 
de  C|  s'obtiendra  en  éliminant  le  temps  entre  les  équa- 
tions (5),  celle  deC  en  éliminant  la  même  variable  entre 
les  équations  correspondantes 

n T  -\-  aW  -^^  a** z        h.r  -f-  hW  -\-  h"  z        c.r  -^  c'  Y  -^  c" z 

Quand  Ts^xe  instantané  ne  change  pas  de  position 
dans  S,  il  ne  se  déplace  pas  davantage  dans  l'espace;  en 
efiet,  puisque  ce  sont  toujours  les  mêmes  points  de  S 
qui  sont  en  repos,  le  mouvement  n'est  qu'une  rotation 
autour  d'un  axe  fixe.  Ainsi  l'axe  de  rotation  de  la  Terre 
change  de  direction  dans  l'espace,  ce  qui  constitue  le 
phénomène  de  la  précession  des  équinoxes  ;  il  doit  aussi 
se  déplacer  à  l'intérieur  de  la  Terre,  et  le  pôle  n'est  pas 
absolument  fixe  à  la  surface  du  globe  ;  mais  on  démontre 
qu'il  décrit  un  cercle  de  o",  28  de  rayon  seulement 

En  général,  on  a 

,^          f'P  -h  àq  -h  cr 
cosIO.r  =  -^ , 

cosIO  r  = 9 

w 

a'p  -4-  h" fi  -4-  c*r 
cosIOx  =  — ^ : 

CCS   fractions  sont    constantes   quand   -»  ^9  -  lèsent 

a>     &>     w 

elles-mêmes. 

651.  Si,  à  l'époque  f,  Oj:«,  Oj^«,  Ozi  coïncident 
avec  Oxj  Oj',  O^,  a,  y,  {/'  sont  égaux  à  l'unité,  les  six 
autres   cosinus   à  zéro;   les   relations   (i)  et  (3),  6J8, 
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prennent  une  forme  simple  qui  sera  utilisée  plus  tard  : 

da_db'  _dc^ __ 
dt'^  di  """ST""*^' 

lir~''^  dt"^'      dt"'        dt~^*^'      lit  '^~"dt'^^' 

Les  valeurs  de  -r-t  -r)   -r  deviennent  identiques  à 

dt     dt     dt  ^ 

celles  de  Ui,  ç^i,  fVi, 

dx  djr  dz 

-=.qz-rx,     -^^rx-pz,     -=py-qx. 

En  général,  lorsque  l'axe  d'une  rotation  w  fait  avec  des 
axes  coordonnés  les  angles  X,  ji,  v,  les  composantes  sui- 
vant ces  axes  de  la  vitesse  d'un  point  (^,  j',  z)  sont 

«[zCOSfA  — ^COSv),       ei>(xCOSV  —  3C0S>),       «[^COSX  —  XCOSft). 


SOMME    DES    FORCES    VIVES. 

652.  La  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  du 
corps  est 

Si  Oxj,  Oj^t,  Ozi  sont  les  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  O,  et  A,  B,  C  les  moments  d'inertie 
autour  de  ces  axes, 

(i)  y/wp*=zA/?»4-B^*-f-C/^, 

D'un  autre  côté  (649), 

Or  \  mp^  est  le  moment  d'inertie  du  corps  par»rapport 
à  l'axe  instantané;  on  a  donc,  en  désignant  par  2 A  le 
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diamètre  correspondant  de  l'ellipsoïde  central, 

(3)  51'"''-r«' 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  forces  vives  est  égale  au 
carré  de  la  vitesse  angulaire  divisé  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  de  Tellipsoïde  central  qui  coïncide  avec  l'axe 
instantané. 

MOMENTS    DES    QUANTITÉS    DE    MOUVEMENT. 

6S3.  Prenons  les  moments  par  rapport  aux  axes  Oxi, 
Oj^4,  Ozi  de  la  quantité  de  mouvement  m»^  du  point  m, 
comme  si  c'était  une  force  (qu'on  remplacerait,  dans  la 
théorie  des  couples,  par  une  force  égale  et  parallèle  ap- 
pliquée à  l'origine  et  un  couple). 

Le  moment  de  mif  par  rapport  à  Oa:«  est 

'»(«*'iri^«'i5i)» 

ou 

La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  du  corps  par  rapport  à  O  j?i  est  donc 

Cette  somme  se  réduit  à  Ap,  en  supposant  que  les  axes 
Oxi,.  Oj*!,  0^1  soient  les  axes  d'inertie  principaux  du 
corps  pour  le  point  O.  Ainsi,  en  nommant  A,  B,  C  les 
trois  moments  d'inertie  principaux  du  corps  pour  le 
point  O,  Ap,  By,  Cr  sont  les  sommes  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  des  points  du  corps  par  rapport 
aux  axes  principaux. 

Dans  la  théorie  des  couples,  ces  moments  sont  ceux 
de  trois  couples  agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés 
^lOj^tï  ...Ilsdonnent  un  couple  résultant  dontle  moment 
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G  =  \jA?p^-^  B^  q^-^  C^  r'^  :  la  perpendiculaire  à  son  plan 
fait  avec  les  axes  0;ro  Oy^,  Oz|  des  angles  qui  ont  pour 

cosinus  "7^?  -p^9  TT-  M.  Poinsot  a  remarqué  que  ce  plan  ^ 
G      G     G 

est  le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  de  Tellipsoïde 

central 

Ax»+  B7'-i-Cz*=  I, 

qui  est  dirigé  suivant  Taxe  instantané. 

En  effet,  soient  af,  y'^  J  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  Oxi ,  Oy^ ,  0;?i  du  point  N  où  Taxe  instantané 
rencontre  Tellipsoïde  central  :  on  a 

p      q      '•'  ' 

et  aussi,  puisque  le  point  N  est  sur  Tellipsoïde, 
Le  plan  tangent  en  ce  point  N  a  pour  équation 

le  plan  diamétral  conjugué  à  ON  a  pour  équation 

kx' X  -4-  T^y'j  H-  Cz'i  =  G, 

ou 

kpx  -^  B^j  -f-  Crz  =  o. 

La  perpendiculaire  à  ce  plan   diamétral  fait  avec  les 
axes  0^1,  0^1,  Oz^  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

'FT'i  TT^  TT  '  Donc  cc  plan  est  celui  du  couple  résultant. 
G       G      G 

654.  Si  Ton  prend  des  axes  fixes  quelconques,  on  aura 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  l'axe  Ox  d'après  les  lois  connues  de  la  compo- 
sition des  moments  ou  des  couples,  en  multipliant  les 
moments  A.p,  By,  Cr  relatifs  aux  axes  Ox^,  O^i,  Oz^ 
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par  les  cosinus  a,  6,  c  des  augles  que  Ox  fait  avec  ces 
axes  et  ajoutant,  c'est-à-dire  que 

(i)        iZj^vZ^  —  X— j=:A/?<i'4-Bg6'-f-Crc', 


MOTJVEMBHÎT    d'uWE    FIGURE  SPHÊKIQUE.   JOINT  UNIVERSEL. 

655.  Une  figure  sphérique  qui  se  meut  sur  sa  sphère 
peut  être  regardée  comme  liée  au  centre,  c'est-à-dire  à 
un  point  fixe;  tout  mouvement  élémentaire  de  la  figure 
est  une  rotation  autour  d'un  diamètre  de  la  sphère,  ou 
autour  d'une  de  ses  extrémités  I  qu'on  appelle  pôle  in- 
stantané; les  vitesses  des  divers  points  M  sont  normales 
aux  arcs  de  grand  cercle  MI,  et  proportionnelles  aux 
sinus  de  ces  arcs.  Tout  mouvement  continu  est  un  mou- 
vement épicycloïdal  sphérique. 

Pour  transmettre  le  mouvement  de  rotation  d'un  arbre 
à  un  autre  arbre  qui  coupe  le  premier  sous  un  angle 
obtus,  on  emploie  souvent  le  joint  universel  ou  joint  de 
Cardan.  Au  lieu  de  prolonger  les  arbres  jusqu'à  leur 
point  de  rencontre  O,  on  les  termine  par  des  fourchettes 
demi-circulaires  et  égales,  APA',  BQB',  dont  les  dia- 
mètres AA',  BB'  se  coupent  en  O  ;  un  croisillon  A  A'BB', 
à  bras  égaux,  est  articulé  à  la  fourchette  P  en  A  et  A',  à 
la  fourchette  Q  en  B  et  B';  le  mouvement  de  P  entraîne 
celui  du  croisillon  dont  le  centre  est  fixe,  et  le  croisillon 
entraîne  l'arbre  Q.  Cherchons  le  rapport  des  vitesses 
angulaires  (o,  tJ  des  deux  arbres. 

Si  du  point  O  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
dont  le  rayon  soit  égal  à  un  des  bras  du  croisillon  ^  que  je 
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prends  pour  unité,   les  points  A  et  B  (^fig*  174)  se 

meuvent  sur  des  arcs  de  grand 
cercle  CAC,  CBC'.dont  les 
pôles  sont  P  et  Q;  menons 
Tare  de  grand  cercle  AB,  qui 
est  égal  à  un  quadrant.  Le 
pôle  instantané  autour  du- 
quel tourne  AB  est  à  Tinter- 
.  section  I  des  arcs  PA,  QB 
normaux  aux  trajectoires  de 
A  et  de  B.  Les  vitesses  de  A 

et  B  mesurent  les  vitesses  angulaires  co,   co',   et  nous 

avons 

sinlA        sinIBA 


G) 


CJ 


sinlB        sinlAB 


Dans  le  triangle  sphérique  ABC,  on  a 


A  = 


lAB  — -,     B  =  IBA 
sinB  =  sin^sinC, 


—  ? 

2 


—  cosC 


cosB  =  —  v^  I  —  sin'  B ,     cos  A  = -— 


cosB    ' 


donc 


&> 


<k> 


—  cosB        I  —  sin*B  sin'C 


cos  A 


cosC 


Ce  rapport  reste   compris   entre   cosC   et  -- — ;  et 

s'éloigne  très  peu  de  l'unité  si  Tangle  des  axes  est  voi- 
sin de  180  degrés. 


COMPOSITION    DES   TRANSLATIONS    ET    DES    ROTATIONS. 

606.  Lorsqu'un  solide  est  animé  de  plusieurs  mouve- 
ments simultanés,  suivant  une  expression  adoptée  en 
Géométrie,  la  vitesse  d'un  de  ses  points  est  la  résultante 
des  vitesses  dues  à  chacun  des  mouvements  donnés,  et 
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sa  projection  sur  un  axe  est  la  somme  des  projections 
des  vitesses  composantes.  Nous  allons  chercher  à  rem- 
placer les  mouvements  simultanés  par  un  mouvement 
résultant. 

Il  est  évident  que  le  mouvement  résultant  de  plusieurs 
translations  est  une  translation  dont  la  vitesse  est  la  ré- 
sultante des  vitesses  des  translations  données. 

Supposons  le  solide  animé  de  deux  rotations  ;  Taxe  re- 
présentatif de  Tune  étant  égal  à  ^  et  dirigé  suivant  Taxe 
des  Zj  Taxe  de  la  seconde  égal  à  ^  et  dirigé  suivant  la 
droite  j;  =  a,  /  =  o  parallèle  à  Oz.  Reportons-nous 
aux  formules  (2),  643,  et  ajoutons  Jes  projections  des 
vitesses  dues  aux  rotations  composantes,  nous  trouvons 
pour  la  vitesse  résultante 


pj^'hq[x-^CL)^{p'\-q)  r-x— ^^-j 


di 


o. 


Le  mouvement  résultant  est  une  rotation  dont  Taxe 
représentatif  se  déduit  des  axes  des  rotations  compo- 
santes comme  la  résultante  se  déduit  de  deux  forces  pa- 
rallèles; si  p  et  q  ne  sont  pas  de  même  signe,  c^estque 
les  rotations  ne  se  font  pas  dans  le  même  sens,  mais 
ridentilé  avec  la  composition  djes  forces  parallèles  et 
de  sens  contraire  subsiste.  Le  cas  correspondant  aux 
couples  est  celui  de  g  =^ — p]  alors  les  projections  de 
la  vitesse  deviennent 

dx  dy  dz 

dt  dt       '^         dt 

un  couple,  de  rotation  est  équivalent  à  une  translation 
dont  la  vitesse,  égale  au  moment  du  couple,  est  perpen- 
diculaire à  son  plan. 
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Soît  un  corps  animé  de  plusieurs  rotations  dont  les 
axes  concourent  à  l'origine  et  ont  respectivement  pour 
projections  sur  les  axes  coordonnés  /?,  q,  r,  p\  e/',  ...  ; 
la  vitesse  du  point  (^,^,  ^)  a  pour  projections  (651) 

Le  mouvement  résultant  est  donc  une  rotation  dont 
Taxe  représentatif  a  pour  projection  la  somme  des  pro- 
jections des  axes  des  rotations  données  ;  c'est  dire  qu'il 
se  déduit  des  axes  donnés  comme  la  résultante  se  déduit 
de  forces  concourantes.  En  particulier,  trois  rotations 
dont  les  axes  concourent  ont  pour  résultante  une  rota- 
tion dont  l'axe  est  la  diagonale  du  parallélipipède  con- 
struit sur  les  axes  proposés  :  inversement,  une  rotation 
peut  toujours  être  remplacée  par  trois  rotations  simul- 
tanées. 

657.  La  position  des  droites  Oj:i,  O^i,  Ozi  (648)  est 
définie  par  neuf  cosinus  entre  lesquels  existent  six  rela- 
tions; ces  cosinus  peuvent  donc  s'exprimer  en  fonction 
de  trois  variables  iddépendantes.  Soient  OL  l'intersec- 
tion du  plan  Xi  O^i  avec  xOj,  ^  l'angle  ;rOL,  y  l'angle 
LOj7|,  8  l'angle  des  plans  Oœy^  Ox^^t  ;  a,  è,  c  ne  sont 
autres  que  les  projections  suivant  O^i,  Oj^i,  Oz«  d'une 
droite  égale  à  l'unité  et  comptée  sur  Ox;  or  la  projec- 
tion de  cette  droite  sur  un  axe  est  égale  à  la  somme  des 
projections  de  deux  droites,  l'une  égale  à  cos^j^  sui- 
vant OL,  l'autre  égale  à  — sin^  suivant  une  droite  du 

plan  xOy  faisant  avec  Ox  Tangle  ij^H — ;  on  trouve 
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aisément  les  formules  très  générales 

a^zi  cos>{/cos9) — sin;{/cos9sinfy 
b  =z  —  cosip  siny  —  sini{*  cosô  cosç). 
r  =  sin\f»  sinO. 

Si  on  remplace  Ox  par  Oy,  ou  ^  par  ^ -^  on 

trouve 

û'  =r       sîn^  cosf  -h  cosip  cos6  siny, 

^'  — -  —  sin^p  sinç>  -f-  cos^J/  cos0  cos^, 

c'  —  —  costJ*  sinO; 

enfin,  en  projetant  une  longueur  égale  à  Tunîté  prise 
sur  Or, 

658.  On  pourrait  calculer/?,  y,  r  en  substituant  dans 
les  formules  (3)  du  n®  648  les  cosinus  et  leurs  dérivées; 
mais  la  rotation  u)  peut  être  regardée  comme  résultant  de 

trois  autres  dont  les  axes  seraient  -f  suivant  U^,  -7-  sui- 

vantOL,  —  suivant  Oz^;  p,  q,  r  sont  les  projections 

de  (o  sur  Oxi,  Oj'o  Ozi,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  sommes  des  projections  des  axes  composants,  et  Ton 
a  immédiatement 

.   ^d'i,  dO 

w  =  sin ©  sin S  -7-  4-  ces»  —  1 

'  ^  dt  ^  dt 

(!]  (  <7-^cosy smÔ —-  — siny  — -5 

V  /  ^   /  ^  di  ^  di 

dv  ^  d'it 

r  =  -^  -h  cosO  -/-. 
di  dt 

De  ces  équations  on  peut  tirer 

-  -  =/?  coso  —  q  siTïf,.    smS  -~-  =/7  smy  -4-  qcosfy 

-~  =  r —  (/>sin^-}-  q  coso)  cotô. 
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MOUVEMENT    LE    PLUS    GÉNÉRAL   d'uN    SOLIDE. 

659.  Considérons  enfin  un  solide  S  animé  d'un  mou- 
vement quelconque.  Par  un  point  0|,  pris  à  volonté 
dans  Sy  je  mène  trois  droites  qui  restent  parallèles  aux 
axes  fixes  ;  le  mouvement  relatif  de  S  par  rapport  à  ces 
parallèles  est  celui  d^un  solide  qui  aurait  un  point  im- 
mobile en  0|,  c'est-à-dire  que,  pendant  un  temps  infi- 
niment petit,  il  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'une 
droite  Oi  I  ;  donc  le  mouvement  élémentaire  de  S  résulte 
d^une  translation  dont  la  vitesse  est  celle  de  0|  et  d^une 
rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  L'axe  re- 
présentatif de  la  rotation  a  toujours  la  même  grandeur 
et  la  même  direction  ;  mais  sa  position,  ainsi  que  la  vitesse 
de  la  translation,  change  avec  le  point  0|. 

Mozzi  trouva  une  représentation  plus  précise  du  mou- 
vement considéré.  Supposons  qu'à  l'époque  t  l'origine  , 
des  axes  fixes  coïncide  avec  0| ,  et  l'axe  des  z  avec  0|  I  ; 
soient  /,  /w,  n  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  0|  ; 
la  vitesse  d'un  point  {x,  y^  z)  résulte  de  la  translation 
correspondante  et  d'une  rotation  a>  autour  de  Oz;  ses 
composantes  sont  donc 


/—  M7=:  —  wf^ |,       w(.rH j 


/f. 


Le  solide  se  meut  comme  s'il  tournait  avec  une  vitesse 
angulaire  co  autour  d'une  parallèle  à  0>s,  en  même  temps 
qu'il  glisserait  avec  la  vitesse  n  le  long  de  cette  droite; 
ce  double  mouvement  est  celui  d'une  vis  dans  son  écrou, 
ou  un  mouvement  hélicoïdal. 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  D'UN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  D'UN  POINT  FKB 
(suite).  —  MOUVEMENT  D*UN  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

Équations  du  raouTement.  —  Cas  où  il  n*y  a  pas  de  forces  motrices.  — 
Plan  invariable.  —  Mouvement  de  FeUipsoIde  central.  —  Lieu  des  axes 
instantanés  dans  le  corps.  —  Lieu  des  axes  des  couples  résultants.  — 
Mouvement  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 


ÉQUATIONS    DU    MOUVEMENT. 

C60.  Supposons  maintenant  que  des  forces  motrices 
données  agissent  sur  le  corps  solide.  Désignons  par  X,  Y,Z 
les  composantes  parallèles  à  des  axes  Gxes  de  la  force  ap- 
pliquée a  la  molécule  m  qui  a  pour  coordonnées  x,  y^  z. 
D'après  le  principe  de  d'Âlembert,  les  forces  perdues 

X  —  m—^y   •••  doivent   se   faire  équilibre   autour  du 

point  fixe  O  :  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  la  somme 
de  leurs  moments,  par  rapport  à  chacun  des  axes  fixes, 
soit  égale  à  zéro,  ce  qui  donne  les  trois  équations 

Y     (   d^z        d\r\     - 

en  désignant  par  L,  M,  N  les  sommes  de  moments  des 
forces  motrices  par  rapport  aux  axes  fixes.  La  première 
des  équations  peut  s'écrire  ainsi  : 


d\^     I    dz        dr\      r 
dil'"V'd-'-èl}==^' 
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Mais  on  a  trouvé  plus  haut  (654) 

Donc  on  a 

d 

ou 

.    ^    ^     dp       ^t  dq       r^    dr        ^     dn       ^    db       ^   de 
'    '  dt  dt  dt  ^  dt  ^  di  dt 

Faisons  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  principaux 
du  corps  Oxi,  Oj^i,  0^1,  pris  dans  la  position  qu'ils  oc- 
cupent au  bout  du  temps  t.  Nous  aurons  alors 

da  dh  de 

en  même  temps  il  faut  remplacer  L  ou  7  m  (Zj  —  Yz) 

par  la  somme  des  moments  des  forces  données  par  rapport 
à  l'axe  OjTi,  que  nous  désignerons  par  Lj. 
L'équation  (a)  devient 

(3)  A^-{-(C-B)îr  =  L„ 

et  les  deux  autres  équations  (i)  donnent  de  même 

(4)  B^  +  (A-C)/,r  =  M,, 

(5)  Cj^+{B-A)pq.-.V,. 

Ce  sont  les  formules  d'Eulcr  :  Lj,  Mi,  Ni,  désignent  les 
moments  des  forces  motrices  par  rapport  aux  axes  prin- 
cipaux du  corps  à  F  époque  t, 

661 .  On  les  obtient  encore  de  la  manière  suivante. 
D'après  la  composition  des  moments  ou  des  couples 
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analogue  à  celle  des  forces^  la  somme  Kp  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Taxe  OjTi  est 
égale  à  la  somme  des  moments  par  rapport  aux  axes  fixes 
multipliés  par  les  cosinus  a,  a\  a^  des  angles  que  Oxi 
fait  avec  ces  axes  fixes.  Ainsi  Ton  a 

et,  en  difTérentiant, 

dt  Zu      \     dt^  dO  I  Zd      \    df*  ^  I 

flfi"^      f     dx  dz\       da"^      (    dr  djr\ 

ou  d'après  les  équations  (i) 

dir'V      /   de  dz\       rfrt''V      /   dr         dx\ 

^^Z'"yTi-'di)-^-drZ"'['ii-^Tir 

Si  Ton  fait  coïncider  les  axes  fixes  avec  les  axes  OjTi, 
Ojij  Ozi,  au  bout  du  temps  t,  cette  équation  deviendra 


ou 

car,  dans  cette  coïncidence,  on  a 

,  -  da  da!  da' 

«=,,     «=0,     a'=o,     -  =  o,     — =r,     -^  =  -1- 
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L  devient  Li  et  les  sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement 


I»(^S-4) 


deviennent  celles  qui  se  rapportent  aux  axes  Ox^Oj^i, 
0^1,  c'est-à-dire  Ap^  Bq,  Cr  (653). 

V 

CAS    OU    IL   »'t   a   pas   de   FOfiCES   MOTRICES. 

662.  On  intègre  facilement  les  équations  d*Euler  quand 
il  n'y  a  pas  de  forces  motrices  ou  qu'elles  se  font  équi- 
libre autour  du  point  fixe.  On  a 

A^-l-(C-B)^r  =  o, 

(1)  {B^^(A-C)pr=o, 

Multipliant  par  p^  q^  r  et  ajoutant 

kpdp  -t-  Bqdcj  -I-  Crdr  —  o , 

d'où 

(2)  A/>»  -+-  B7'  +  Cr»  z=z  h, 

h  désignant  une  quantité  positive,  puisque  A,  B,  C  sont 
positives.  Celte  équation  s^obtiendrait  encore  en  expri- 
mant que  la  force  vive  est  constante,  d'après  le  principe 
général  sur  le  mouvement  des  systèmes  où  il  n'y  a  pas  de 
forces  motrices. 

663.  Multiplions  les  équations  (i)  par  Kp^  67,  Cr, 
ajoutons  et  intégrons.  On  aura 

(3)  A>'  -f-  B»y»  4-  CV»  =  G». 

G  étant  le  moment  du  couple  résultant,  on  en  conclut  que 
ce  moment  est  constant. 

Sturm  .  -  -  Mèc  .II.  '7 
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Ces  deux  équations  donnent 

G»  — B^-4-(B— C)Cr' 

p*= !^ f 

(4)  {  ^^^-^' 

^  B(B~-A) 

En  substituant  les  valeurs  de  p  et  de  ^  dans  Téquation 

C^4-(B-A)/79=o, 

on  en  tire 

C  \/ÂBfir 


(5)  ^r  =  -— ^^.-^r— -^  _       _ 

V^[G^  — B>i-h(B— C)Cr][A/i  — G=-+-(C~A)Cr^J 

équation  dont  Tintégrale  dépend  des  fonctions  elliptiques, 
mais  qu^on  peut  obtenir  sous  forme  finie  si  deux  des  mo- 
ments dMnertie  A,  B,  C  sont  égaux  ou  si  G*  est  égal  i 
l'une  des  quantités  AA,  B/t,  Ch, 

664.  Calculons  la  vitesse  angulaire  o).  On  a 

w*  =  /?*  -4-  9'  -h  r', 

d'où 

^          ^         ^       /B  — C     C— A      A— B\ 
tidtù  =  pdp  -h  qdg  +  rar=:  (  — 1 1 —  J  pqrdt, 

OU  bien 

//•>  ^         (A-B)(A— C){B  — C) 

Les  trois  équations 

/?*  -h  ^'  4-  r'z=û>', 

A/>*4-B7'4-Cr»i=:/i, 

A>«  -4-  B»<7»  4-  C»r>  =  G', 

/     _      /G'  — (BH-C)//-t-ECM 
l^'~V        (A-Bj(A-C) 

)//  -4- ACw- 


donnent 


(n\  J  /G»--ÇA4-C 


(B-C) 


/G'— (A-t-B)/i-4- ABw' 
"- V  "(C^'aTTC  -  B) 
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Substituant  dans  Téquatî on  (6),  il  vient 

-  ABC  îodrù 

^  ~"  \^;B-hCJ/i  — G^— B(V v^(A-f-C)^— G^— ACw' )/{À^hB)'/i — G'—  A B^' ' 

équation  compliquée,  dont  l'intégrale  donnerait  o)  eu  fonc- 
tion de  t. 

PLAN    INVARIABLE. 

665.  L'équation  (3)  exprime  que  le  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  a  un  moment  constant^  le 
plan  de  ce  couple  doit  être  invariable,  et  par  conséquent 
les  couples  situés  dans  les  plans  fixes  sont  constants.  C^est 
ce  qu'on  peut  vérifier.  En  effet,  on  doit  avoir 

et  deux  équations  semblables,  ou  (654) 

Apa    hBqb   -f-C/r     - /',  . 
Apa  -hBf/b    4-Cn?    ^ /. 

Ces  trois  équations  peuvent  se  déduire  des  équations  (i)) 
n^  662,  en  les  multipliant  par  a,  &,  c,  a\  b\  c\. . .  et 
intégrant.  Elles  ne  sont  pas  distinctes,  car  eu  ajoutant 
leurs  carrés  on  trouve 

AV*H-B»7'-+-CV»     ou     G' == /*  4- /'' -4- /''^ 

666.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement  est  fixe  dans  Tespace,  car 
elle  fait  avec  les  axes  fixes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

— >  —  »  TT*  Elle  fait  avec  les  axes  des  Xi,  ri,  z^  des  angles 
G     G     G 

11  •  A/î    Bfl'    Cr  I,  ^       , 

dont  les  cosinus  sont  -77- >  ->  '  "tt »  et  1  on  connaît  alors 

G       G      G 

la  position  de  ces  axes  par  les  valeurs  de  p,  q^  r. 

667.  L'axe  instantané  01  fait  avec  les  axes  Oxj,  Oji, 

«7- 
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Ozi  des  angles  dont  les  cosinus  sont  -^  -9  -•  Donc 

W      6>      ^ 

cos  10,  G=-/^-4--^iH-— -       . 
OU 

6icos(10,  G)  =  -L ^ =  -, 

quantité  constante  qui  représente  la  composante  de  la  vi- 
tesse angulaire  autour  de  Taxe  fixe  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement. 

668.  Le  plan  du  couple  résultant  G  étant  invariable, 
prenons-le  pour  plan  des  xy.  On  aura 

Ap 

cos  (G,  Ox,)  =  COSzOx,  z=z  a'r=  --f- , 

r% 
COS(G,  O/,)  —  C0Sz0j^.=:i:  ^"==  -^» 

Cr 
cos(G>  0«,)  =  coszOzi  =:c"  =  —5 

d'où  [formules  (  1  )  du  n^  657] 

sinôsin©  1= -rf-j     smôcos©  =  -7~5     cos9=---- 
G  G  G 

Ces  formules  s'accordent  entre  elles,  car  en  ajoutant 

leurs  carrés  on  a 

_  AV»-f-B»7^-f-CV 
I-  ^  > 

la  troisième  donne  la  valeur  de  9.  Des  deux  premières 

on  tire 

kp 

Si  Ton  élimine  dB  entre  les  équations  (i)  du  n^  658, 
on  aura 

sin'0€/>{i  =  sxn^ûïï^pdt  +  sinGcoSf  9<2r» 


d'où 
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♦ 


OU 


puis  on  remplace  dt  par  sa  valeur  en  fonction  de  r. 
Comme  A  —  Cr*  et  G*  —  C*r*  sont  positives,  ~-  sera  tou- 
jours négative,  c'est-à-dire  que  OL  tourne  toujours  dans 
le  même  sens. 

Le  choix  du  plan  invariable  réduit  les  constantes  arbi- 
traires à  quatre,  savoir  A,  C  et  les  deux  constantes  intro- 
duites par  Fintégration  de  dt  et  de  d^,  I\  y  aurait  bien 
six  constantes,  puisqu^il  y  a  six  variables  p,  q^  r,  ip,  f ,  0. 
Mais  deux  sont  nulles,  /  =  o,  /'  =  o. 

669.  L'axe  instantané  de  rotation  est  le  diamètre  con- 
jugué au  plan  du  couple  résultant  des  quantités  de  mou- 
vement dans  Fellipsoïde  central  (653). 

La   somme  des  forces  vives   est   Ap*  -h  B^*  -4-  Cr' 

ou  h.  D'un  autre  côté,  elle  est  égale  à  w"  \mp*  =  ~> 

£i  étant  le  demi- diamètre  ON  de  Tellipsoïde  central  qui 
coïncide  avec  l'axe  instantané.  Donc 

--  =  /', 
ou 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  angulaire  est  proportîonnello 
au  demi-diamètre  qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de 
rotation. 
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MOUVEMENT    DE    L^ELLIPSOÏDB   CENTAÀL. 


670.  Le  plan  tangent  à  Tellipsoïde  central  au  pôle 
instantané  a  pour  équation,  par  rapport  aux  axes  Oxi, 

ou 

\px  H-  B^J  "i-  Crz  -      - • 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine 
O  sur  ce  plan  tangent  est 


X^ 


quantité  constante.  Donc  le  plan  tangent  à  rellîpsoïde 
central  au  pôle  de  rotation  est  fixe  dans  l'espace.  C'est  un 
plan  parallèle  à  celui  des  quantités  de  mouvement. 

L'ellipsoïde,  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser 
sur  ce  plan  fixe,  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est 
proportionnelle  au  rayon  qui  va  du  centre  au  pôle  in- 
stantané sur  la  surface  de  Tellipsoïde. 

Il  ne  fait  que  rouler  sans  glisser;  car,  comme  son  mou- 
vement consiste  à  tourner  pendant  un  instant  sur  ledia* 
mètre,  l'ellipsoïde  amène  au  bout  de  cet  instant  un  nou- 
veau point  de  sa  surface  en  contact  avec  ce  plan,  et  ce 
nouveau  point,  qui  devient  le  pôle  de  la  rotation  pour 
l'instant  suivant,  reste  à  son  tour  immobile  pendant  cet 
instant,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu^aucun  de  ces  points 
par  lesquels  l'ellipsoïde  vient  se  mettre  en  contact  avec 
le  plan,  ne  peut  jamais  glisser  sur  ce  même  plan. 
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La  courbe  décrite  sur  la  surface  de  Tellipsoïde  par  le 
pôle  instantané  de  rotation  [x\y\  z')  est  appelée  po- 

loYffe. 

LIEU    DES    AXES    INSTANTANÉS    DANS    LE    CORPS. 


07 

i.  On 

7 

-à -dire 

a 

r 

— 

P 

s/A/;' 

+  Bj'^ 

-4-B7» 

VAV^ 

T-' 

c'est- 

'-f-C^r» 

y/Ax'^ 

-f- 

^^. 

''  -f-  Cz'^ 

\/XKt'^ 

-hB^r 

'^  -h  C?  : 

—  ^ 

d'où 

A  (G'  —  Xh)  y»  4-  B  (G»  —  B A)/''  -h  C  (G'  —  C/i)^'^  =  o, 

cône  du  deuxième  degré,  qui  est  le  lieu  des  axes  instan- 
tanés dans  le  corps. 

Ce  cône  se  réduit  à  un  plan  ou  devient  imaginaire 
quand  G'  est  égal  à  Tun  des  produits  AA,  BA,  CA.  Il  de- 
vient un  cône  droit  à  base  circulaire  quand  deux  des  coef- 
ficients du  cône  sont  égaux. 

LIEC    DES    AXES  DU    COUPLE    RÉSULTANT. 

■ 

672.  L'axe  du  couple  résultant  G  des  quantités  de 
mouvement  étant  immobile,  traverse  le  corps  en  mou- 
vement suivant  une  suite  de  droites  qui  forment  un  autre 
cône. 

On  a,  pour  un  point  quelconque  pris  sur  cet  axe  OG, 
à  une  distance  d, 

^a^^P^i        ^/r_B7*        ,v__^''^ 
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Substituant  les  valeurs  de  A/?,  B^,  Cr,  dans  les  équa- 
tions (a)  et  (3)  (662, 663),  il  vient 


A 

4- 

B 

-H 

C 

— 

G'' 

x*"^ 

-+- 

y"' 

1 

«"' 

*'. 

d'où 

G»  — AA    „,    ,   G»— B/.    ,,       G»  — CA   „. 
— A— '     -^— B— ^     -*-— C— '*  =  °  = 

c'est  Tcquation  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  Taxe  fixe 
OG. 

673.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient  pas 
imaginaires^ il  faut  que  les  quantités  G*  — AA,  G*  —  B/i, 
G*  —  C  A  ne  soient  pas  toutes  trois  de  même  signe.  Donc, 
en  supposant  A  ^  B  >  C,  il  faut  que  Ion  ait 

G^  —  A/i  <o.     G'  —  C/i  >  o. 

Selon  que  la  quantité  G*  — B/i  sera  négative  ou  positive, 
CCS  deux  cônes  seront  coupés  suivant  des  ellipses  par 
tout  plan  perpendiculaire  à  Taxe  dti  plus  petit  moment 
d^inertie  ou  du  plus  grand.  Donc,  pendant  toute  la  dur^e 
du  mouvement,  Taxe  instantané  ne  s^écartera  de  Fun  de 
ces  deux  axes  principaux  que  de  quantités  limitées,  et  le 
même  axe  principal  ne  s'écartera  que  de  quantités  limi- 
tées de  Taxe  fixe  OG  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment. Si  Ton  a  A  =  B  ==  C,  les  deux  équations  donnent 
p^  <7,  r  constants.  Alors  le  mouvement  de  rotation  est 
uniforme  autour  de  Taxe  OG  fixe. 

674.  Les  axes  principaux  relatifs  au  point  O  sont  les 
seuls  qui  puissent  rester  immobiles  avec  un  mouvement 
de  rotation  uniforme.  Car  pour  que  l'axe  instantané  con- 
serve toujours  la  même  position,  il  faut  que /?,  f,  r  soient 
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constants.  On  a  donc 

dp  =  0,     dq-=z  o,     dr  z=i  o, 
ce  qui  donne 

{^-^  K)pq^O,       (C—  B)7rr:rO,       (  A  —  C) /7r  :rr  O, 

d'où 


MOUVEMENT    D^UN    CORPS    SOLIDE   ENTIÈREMENT    LIEHE. 


675.  Le  mouvement  d^un  corps  solide  libre,  sollicité 
par  des  forces  données,  sera  connu  quand  on  pourra  dé- 
terminer le  mouvement  absolu  d'un  de  ses  points  et  le 
mouvement  relatif  de  tout  autre  point  du  corps  autour 
de  celui-là.  Si  G  est  le  point  particulier  du  corps  dont  on 
considère  le  mouvement  absolu,  il  faudra  concevoir  qu^il 
emporte  avec  lui,  dans  son  mouvement,  trois  axes  Gx, 
Gy^  (jz^  constamment  parallèles  à  eux-mêmes,  par  rap- 
port auxquels  ou  chcrcliera  le  mouvement  de  chaque 
point  M  du  corps.  Si  Ton  a  seulement  pour  but  de  décom- 
poser le  mouvement  du  point  M  en  d'autres  plus  simples 
et  plus  faciles  à  concevoir,  on  pourra,  comme  cela  a  été 
dit,  choisir  à  volonté  le  point  dont  on  considère  le  mou- 
vement de  translation.  Mais,  dans  Tapplication,  il  est 
avantageux  de  prendre  le  centre  de  gravité.  En  effet,  d'a- 
près le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité,  il  suffit  de  connaître  les  forces  motrices 
du  système  et  sa  masse,  pour  déterminer  le  mouvement 
de  ce  point,  et  de  plus^  quand  ce  corps  est  mis  en  mouve- 
ment par  des  percussions,  il  suffit,  pour  déterminer  la 
vitesse  initiale  du  centre  de  gravité,  d'y  transporter  les 
quantités  de  mouvement  qui  mesurent  les  percussions  et 
de  les  composer  comme  des  forces  :  la  résultante  est  la 
quantité  de  mouvement  initiale  du  centre  de  gravité. 


y» 
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Eufîn,  un  autre  avantage  consiste  eu  ce  que,  sous  l'action 
fies  forces  motrices  le  mouvement  de  rotation  autour  du 
centre  de  grav^ité  est  le  même  que  si  ce  point  était  fixe. 
C'est  ce  que  nous  allons  prouver. 

67G.  Soient  |,  rj,  ^  les  coordonnées  du  point  M  par 
rapport  aux  axes  mobiles  Gx,  Gr?  Gz  et  désignons  par 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  motrice  applicpiée  en 
ce  point.  On  a,  d'après  le  principe  des  aires. 

Or  on  aurait  précisément  les  mêmes  équations  si  le  centre 
de  gravité  était  fixe.  Par  conséquent,  si  ces  équations  suf- 
fisent pour  déterminer  le  mouvement,  il  doit  être  le  même 
pour  le  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  fixe  et  pour 
le  même  corps  dont  le  centre  de  gravité  serait  mobile. 

Soient  en  effet  GA,  GI3,  GC  trois  axes  rectangulaires 
fixes  dans  le  corps  qui  tourne  autour  du  poiut  G,  et  mo- 
biles avec  lui.  Quand  les  trois  angles  f,  6,  ip,  définis  au 
u°657,  seront  connus  pour  une  époque  quelconque,  on 
connaîtra  évidemment  la  position  des  trois  axes  GA,  GB, 
GC  et  par  suite  celle  d'un  point  quelconque  du  solide.  Or 
on  peut  exprimer  les  coordonnées  $,  yj,  Ç  du  point  M  en 
fonction  de  celles  du  même  point  par  rapport  à  GA,  GB, 
GC,  lesquelles  restent  constantes  dans  le  mouvement,  et 
des  angles  (p, 6,  vp.  Donc,  en  substi  tuant  les  valeurs  dtf  |, ri,  (^ 
en  fonction  de  cp,  6,  <p  dans  les  équations  (i),  celles-ci  dé- 
terminent les  valeurs  deç,  if^,©,  en  fonction  du  temps. 
Ainsi  le  système  (i)  suffit  pour  déterminer  le  mouvement 
relatif,  et  Ton  voit  qu'il  est  le  même,  par  rapport  au  centre 
de  gravité,  que  si  ce  point  était  fixe. 
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677.  Nous  allons  donner  une  démonstration  synthé- 
tique de  celte  proposition.  Désignons  par  (p  la  force  ac- 

'*"•  '"^*  célératrice du  centre  de  gravîté 

•G,  force  qui  a  pour  compo- 
santes parallèles  aux  axes  fixes 
d^x,      d^x,      d^z, 

liF'  IP''    HF'   '"  •^"  *' 

étant  les  coordonnées  du  point 
G  par  rapport  à  trois  axes  fixes 
OX,  OY,  OZ.  La  résultante  de 
toutes  les  forces  motrices  des  points  du  corps  transportées 
au  centre  de  gravité  G,  parallèlement  à  elles-mêmes,  est 
M^,  M  étant  la  masse  du  corps  (600).  Or,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  du  point  M  par  rapport  au  point  G, 
il  suffit  de  considérer  ce  dernier  point  comme  fixe  et  de 
soumettre  à  chaque  instant  le  point  M  à  Taclion  simulta- 
née de  sa  force  effective  Q  et  d'une  autre  force  égale  à 
mcp,  parallèle  à  la  force  accélératrice  cp  du  point  G,  mais 
agissant  en  sens  contraire.  Or  les  forces  telles  que  mcp 
étant  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
des  molécules,  se  composent  en  une  seule  Mop  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  et  se  trouve  détruite  continuel- 
lement, puisque  c'est  autour  du  point  G  rendu  fixe  que 
le  corps  tourne  actuellement.  Il  reste  alors,  comme  forces 
propres  à  faire  mouvoir  le  solide,  les  forces  effectives, 
qui,  d'après  le  principe  de  d'Alcmbert,  peuvent  être 
remplacées  par  les  forces  motrices  données  P,  P',  P",.--^ 
puis(]ue  les  unes  comme  les  antres  font  à  chaque  instant 
équilibre  aux  forces  effectives  prises  en  sens  contraire. 
Il  suit  de  là  que  le  corps  tourne  autour  du  centre  de  gra- 
vité comme  si  ce  point  était  fixe,  en  supposant  le  corps 
soumis  dans  les  deux  cas  aux  mêmes  forces  motrices, 
sans  en  ajouter  de  nouvelles. 

678.  On  n'arriverait  pas   à    la   même  conclusion   si 
l'on  considérait  le  mouvement  relatif  autour  d'un  point 
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quelconque  C,  autre  que  le  centre  de  gravité,  (f  étant 
alors  la  force  accélératrice  du  point  C,  toutes  les  forces 
parallèles  et  de  sens  contraire,  telles  que  m(^,  qu^il 
faudrait  appliquer  aux  autres  points,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  autour  du  point  C  supposé  fisc,  se 
composeront  en  une  seule  Mc^  appliquée  au  point  G,  en 
sorte  qu'il  faudrait  joindre  cette  résultante  aux  forces 
motrices  données  pour  avoir  le  mouvement  relatif  autour 
du  point  C.  En  général  les  forces  X,  Y,  Z  dépendent  des 
coordonnées  x,  y^  z  ou  de  la  position  des  points  maté- 
riels, en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et 
celui  des  parties  du  corps  autour  de  ce  centre  dépendent 
Tun  de  l'autre.  Mais  quand  les  forces  X,  Y,  Z,  comme  la 
pesanteur,  ne  dépendent  pas  de  la  position  du  mobile, 
on  peut  déterminer  séparément  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  celui  du  système. 

MOUVEMENT    D^ON    ELLIPSOÎ'DE. 

679.  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  pesant.  Sup- 
posons que  ce  corps  reçoive  une  impulsion  dirigée  dans  le 
plan  d^une  de  ses  sections  principales  AGB.  Après  cette 
percussion  initiale  il  n'y  a  de  forces  motrices  que  les 
poids  des  molécules  qu'il  faut  transporter  parallèlement 
au  centre  de  gravite  pour  avoir  le  mouvement  de  ce  point. 
11  se  meut  donc  comme  un  point  pesant  dans  le  vide  et 
décrit  dans  l'espace  une  parabole. 

La  vitesse  initiale  \^x  du  centre  de  gravité  a  une  direc- 
tion parallèle  à  celle  de  la  percussion,  et  quant  à  sa  gran- 
deur, eu  appelant  \xv  la  quantité  de  mouvement  qui  me- 
sure la  percussion  et  M  la  masse  de  l'ellipsoïde,  ou  a 

Mr»,  ■=.  iiVy     d'où     p,  zzz  Ç-  • 

M 

680.  Déterminons  maintenant  le  mouvement  de  ro- 
tation autour  du  centre  de  gravité.  Les  poids  des  moIé- 
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culcs  du  corps,  se  réduisant  à  une  force  unique  appli- 
quée au  centre  de  gravité,  n'auront  aucune  influence  sur 
le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point,  qui  sera 
dû  uniquement  à  la  percussion  initiale  et  sera  le  même 
que  si.  le  centre  de  gravité  était  fixe.  Or  la  percussion 
agissant  dans  le  plan  AGB  perpendiculaire  à  Taxe  GC, 
qui  est  un  des  trois  axes  d^inertie  principaux  relatifs  au 
point  G,  le  corps  devra  tourner  indéfiniment  autour  de 
l*axe  GC  comme  s'il  était  fixe,  et  son  mouvement  sera 
uniforme.  Si  Ton  appelle  a>  la  vitesse  de  rotation  autour 
de  GC  elf  la  distance  de  la  percussion  à  cet  axe,  ou  aura 


^  mr^ 


\  mr*  étant  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport 

à  GA.  En  appelant  2  a,  2^,  2  c  les  axes  de  rellipsoïde, 
on  a 


mr 
ainsi 


1 


Ou  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  i^v  par  Mi'i, 

5>. 


6> 


d' 


formule  qui  fait  connaître  le  rapport  de  la  vitesse  angu- 
laire à  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité. 


'■'■:'' 
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MOUVEMENT  D'UNE  CORDE  VIBRANTE. 

Équations  (générales  du  rooQTement.  —  Cas  des  petites  Tibrations. 
Vibrations  transTersales.  —  Vibrations  longitudinales. 


l'ig.  17(3. 


a      js 


^ 


681.  Soit  une  corde  homogène  parfaîlement  flexible, 
élastique  el  un  peu  extensible,  d'une  épaisseur  constante 

el  très-petite,  ten- 
due suivant  sa  lon- 
gueur par  une  force 
équivalente  à  un 
poids  donné  u  et 
attachée  par  ses  ex- 
trémités aux  points 
fixes  A  et  B.  On  néglige  son  poids  par  rapport  à  u,  el 
par  conséquent  elle  fornie  une  ligne  droite  AKB  dans 
son  état  d'équilibre.  Supposons  qu'on  Técartc  un  peu 
de  la  position  d'équilibre  ANB  et  qu'en  même  temps  ou 
imprime  à  tous  ces  points  de  petites  vitesses.  Alors  elle 
vibrera  autour  de  la  droite  A  B,  et  il  s'agit  de  déterminer 
la  position  et  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points  à  un 
instant  quelconque. 

Soit  AMB  la  courbe  plane  ou  à  double  courbure  que 
forme  la  corde  à  une  époque  quelconque.  Prenons  trois 
axes  rectangulaires  Ax,  A/,  A^  :  un  point  quelconque 
qui  se  trouve  d'abord  en  N  sur  la  droite  AB  viendra,  au 
bout  du  temps  f,  occuper  une  autre  position  M  voisine 
de  la  première.  Posons 

AN  -  -  .7,     AP    -  J  4-  //,     PQ  ^^j\     MQ    -  2. 
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Les  coordonnées  du  point  qui  est  en  N  dans  la  position 
d^équilibre  sont  .r,  o,  o  et  dans  le  mouvement,  a*  +  i/, 
X,  z.  Ces  déplacements  des  points  de  la  corde  élanl  très- 
petits,  w,  j",  z  ont  toujours  des  valeurs  très-petites  qui 
sont  fonctions  du  temps  t  et  de  x,  et  la  question  con- 
siste à  trouver  leurs  expressions  en  fonction  de  ces  deux 
variables  indépendantes. 

Désignons  par  ds  la  longueur  de  la  portion  de  corde  in- 
finiment petite  MM'  qui  correspond  à  Télément  NN'  =  dx 
dans  l'état  de  lopos.  On  établit  une  relation  très-simple 
entre  ds  et  dx^  en  exprimant  que  NN'  et  MM'  ont  la 
même  masse.  Soit  £  le  produit  de  la  section  normale  de 
la  corde  par  sa  densité  au  point  M,  dans  la  position  AMB. 

tds  est  la  masse  de  MM'  et  celle  de  NN'  est  ~  dx.  en  dé- 

signant  par  p  le  poids  de  la  corde  et  par  /  sa  longueur  pri- 
mitive ÂB.  On  a  donc 

(i)  sels  =  —,(U» 

Appliquons  maintenant  le  principe  de  d'Alembert. 
Les  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point  M  sont 

d^(j'-{-H)        d^x        d^z  d^tt        d^y        d^z 

dt^        '      Â^'      ^r^'      ^"      'dr-'      'dï^'      dT^' 

puisque  x  est  indépendante  du  temps  t.  Si  nous  appelons 
X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice  du  point 
M,  ou  de  la  force  motrice  rapportée  à  Tunité  de  masse, 
celle  de  la  force  perdue  pour  Télémeut  e  ds  sont 

(x-^^)..„  {.--^y..  [z-gy. 

Ces  forces  devant  à  chaque  inslant  se  faire  équilibre, 
on  a,  diaprés  les  formules  qui  expriment  les  conditions 
d'équilibre  d'un  fil  soumis  a  l'action  de  forces  quel- 
conques (405)  et  en  appelant  T  la  tension  au  point  M 
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(c'est-à-dire  TacUon  des  deux  parties  AM  cl  MB), 

4.it±iii].(x--)...„.. 

Si  l'on  néglige  les  forces  X,  Y,  Z,  ainsi  que  la  pe- 
santeur, ces  équations  deviennent,  en  remplaçant  s ^/f 

par  —,  rfx, 

L  ds       J        gl  iW 

\     ds  J        gl  dt* 
CAS    DES    PETITES    VIBRATIONS. 

682.  Les  équations  (2)  sont  réductibles  à  la  forme  li- 
néaire et  intégrables  quand  on  suppose  les  vibrations  très- 
petites.  La  longueur  de  NN'  étant  dx  dans  la  position 
d'équilibre,  elle  est  devenue  ds  quand  cet  élément  occupe 
la  position  MM'  :  sa  tension  est  n  dans  le  premier  cas  et 
T  dans  le  second.  Or  l'expérience  montre  que  l'allonge- 
ment d'un  ûl  homogène  et  d'une  épaisseur  constante  est 
proportionnel  à  l'accroissement  de  tension,  quand  cet  ac- 
croissement est  faible,  et  sa  longueur  primitive.  Donc 
q  étant  un  coefficient  constant  pour  la  même  corde,  on  a 

.                                                                     #/ff  —  de 
(l)  T^Vjr^g—^ 

Comme  la  corde  n'exécute  que  des  vibrations  très- 
petites  et  que  les  tangentes  à  la  courbe  AMB  font  des 


CIlVQUAirTE-DEUlUEME    LEÇON.  '2^3 

d'Y    tt% 

angles  irès-peiîls  avec  la  droite  AB,  les  quantités  — i  — 
sont  à  peu  près  nulles,  et  Téquation 

(dx-^duy      (dy-y      fdzY 

donne  alors 

ds=^  dx  -^  du, 

La  formule  (i)  devient  donc 

(a)  T-o  =  ,-. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  rallongement  e/5  —  dx 
ou  du  qu'a  éprouvé  la  partie  dx  du  fil  est  une  petite 

fraction  de  dxj  de  sorte  que  le  rapport  —  est  toujours 

très-petit.  Donc  —  comme        "    — -  diffère  très-peu  de 

Tunité  et,  dans  la  première  des  équations  (2)  du  n^  681, 

dT         •  peut  être  remplace  par  a  i ,  puis  par  a.y — * 

h  cause  de  Téquation  (a). 

Cette  équation  devient  donc,  en  posant,  pour  abréger, 

la  quantité  constante  ^-^  =  a', 

P 


(3) 


d^  a  r/»  u 


a' 


dt^  dx 


683.  Pour  le  mieux  voir,  on  peut  écrire  la  première 
équation  (2)  du  n"  681  ainsi  : 


dl  idx  -i-dllX 
dx  \       cis       ) 


dx  -f-  du 

d , 

^  ds  p  «  '  H 

T =  -1 

dx  gl  (U^ 


dx  -h  du 


,.     d.t  -4-  du  -i./ri  «  11»».*  '^^•^ 

(h- z dillère  tres-pcii  de  1  unile  et est 

ds  '^  dx 

STinM.  — il/r-r.  II.  18 
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négligeable,  car  en  difierentiant  Téquation 


on  a 


(dx-^duy     [dry     fdzY 


dx -h  du  dy  dz 

d  - —  d"— 

dr       ds        dz      ds 

-f.  ~ { rr=  o 

as     dv         ds    dr  ' 


dx  -f-  du 

*        ds 

ds 

dx 

d 
1  nnntiR 

dx  -+-  du 

ce 

qu 

ds 

A    UUU  lAC 

ds 

dr 
ds 

et 

dz 

d1 

du  même  ordre  de  petitesse  que 


BSi-.  On  transformera  d^me  manière  analogue  les  deux 
autres  équations  (2).  On  a 

dy       dy  dx        dy 
ds        dx  ds        (Ix 

dx 

car  -j-  est  sensiblement  égal  à  Punité.  Ainsi  on  peut  pren- 
dre T-— au  lieu  de  T -7-  ou  (tj-l-^  -7- |-r-5  01^  enfin  u-p 
dx  ds         \  '  dx  J  dx  dx 

,  y,  du  dy  .  .  du 

en  négligeant  "-r  ~r^  ^^  qui  est  permis,  parce  que  ~  et 
-^  sont  petits.  On  a  donc 


H)^ 


,ày 

dx 


ot  la  seconde  équation  du  système  (2)  devient,  en  faîsaDt, 

1     ,  sirs  , 

pour  abréger,  - —  =  a", 

d^  y  a^  Il 

— ^  m  a' • 

dl'  r/x' 

La  troisième  éq^ualion  se  réduit  de  même,  en  sorte 


* 
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qu'on  a  les  trois  équations 

,,^       d^u  d^u        d^r  d^Y        d^z  d^z 

pour  déterminer  h,  ^  et  -2  en  fonction  de  x  et  de  t.  Les 
variables  zi,  ^,  z  étant  séparées  dans  ces  équations,  on 
en  conclut  que  les  mouvements  des  points  de  la  corde  pa- 
rallèlement aux  axes  seront  indépendants  et  coexisteront 
sans  s'influencer  mutuellement.  Pour  une  valeur  arbi- 
traire  de  x  la  première  équation,  par  exemple,  donnant 
une  valeur  de  u  en  fonction  du  temps,  les  deux  autres 
sont  satisfaites  en  supposant^  et  z  nulles;  alors  chaque 
point  de  la  corde  a  un  mouvement  vibratoire  sur  Taxe 
AB  dont  il  ne  s'écarte  pas. 

685.  Les  vibrations  qui  se  font  suivant  ÂB  sont  dites 
longitudinales  et  celles  qui  sont  parallèles  à  Aj'et  Az  sont 
appelées  transversales.  Ces  dernières  seraient  les  mêmes 
parallèlement  à  Ay  et  A  z  si  les  valeurs  initiales  de  z  et 

de  —  étaient  les  mêmes  que  celles  àey  et  de  -^  •  D'ailleurs 

les  équations  (4)  étant  de  même  forme,  il  suffit  d^intégrer 
une  d'elles. 

VIBRATIONS    TIIAIISVEKSAI.ES. 

686.  L'équation 

a  ponr  intégrale  générale 

,2)  y^rf[x'^  at)  4-  ^J,  (jî  —  at), 

Q  et  <j>  étant  deux  fonctions  arbitraires  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. Pour  cela  il  faut  connaître  à  l'origine  du  temps 
la  courbe  formée  par  la  corde  et  la  composante  de  la  vi- 
tesse de  chaque  point  parallèle  à  l'axe  des  j*. 
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Soit  donc  pour  t  =  o, 
(3)  J=/{^),     £=/.(')• 

Introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équalîon  prcccJeiue 
et  dans  sa  dérivée  par  rapport  à  t^  on  aura 

(4)  /(•')- --?W  +  4- W, 

(5)  /.(x)  =  a[ç'(4:)-4<'(x)]. 

De  celte  dernière  on  tire 


ï'(-)  -  ^'(*) = 


a 


Intégrant  cette  équation  par  rapport  à  x  et  posant,  pour 
abréger, 

(6)  iy/.(x)r/x_-F(x), 

il  vient 

(7)  ^[x)--if[x)  =  Y(x)  +  C. 
Des  équations  (4)  et  (7)  on  déduit 


(8) 


l?W-î[/W-t-F(x)^C], 
hW-^[/W-F(x)H-C]. 


Substituant.a:  +  a£à  x  danscp  (x)gix  —  atdans  i{/ (x), 
puis  faisant  la  somme  des  deux  fonctions,  on  aura  la  va- 
leur dej^,  où  C  n'entrera  pas, 

687.  Mais  il  faut  remarquer  que  par  les  deux  dernières 
équations  les  fonctions  <^  et  ^  ne  sont  connues,  comme 
f[x)  et  F(a:),  que  pour  des  valeurs  de  la  variable  x 
comprises  entre  zéro  et  /^  or  on  a  besoin  de  les  con- 
naître au  delà  de  ces  limites,  car  x  devant  être  remplacée 
par  X  -{-  at  el  X  —  at^  ces  nouvelles  variables  pourroni 
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dépasser  les  valeurs  zéro  et  /,  puisque  le  temps  t  peut 
croître  indéfiniment.  Pour  déterminer  les  fonctions  ^  et  ^ 
au  delà  de  ces  limites,  nous  allons  exprimer  que  les  points 
A  et  B  sont  immobiles. 

Pour  le  point  A  on  aura,  quel  que  soit.f , 

f{«/)-+->K— ar)  =  o. 
Posant  at  =  Ç,  cette  condition  devient 

(9)  ?(Ç)-i-  +  (-«)  =  o. 

« 

Pour  le  point  B  on  aura  aussi,  à  un  instant  quelconque, 

(10)  ?{/-f-;)+^K/-ç)=o- 

<f  (^)  et  (p  (^)  sont  connues  pour  les  valeurs  de  ^  comprises 
entre  zéro  et  /. 

La  dernière  condition  donne 

ç(/-4-<)  =  -  +  (/-î;). 

^(l —  ^)  est  connue  pour  les  valeurs  de  ^  comprises  entre 
zéro  et  /,  puisque  /  —  ^  se  trouve  alors  comprise  entre  les 
mêmes  limites.  Donc  9(^+^)  sera  aussi  connue  pour 
les  mêmes  valeurs  de  ^.  Par  conséquent,  si  Ton  pose 

T(C0  ^^^^  connue  pour  les  valeurs  de  Ç'  comprises  entre 
/et  a/.  Mais  cette  fonction  étant  déjà  connue  pour  les 
valeurs  de  ^^  entre  zéro  et  /,  le  sera  donc  pour  toutes  celles 
comprises  entre  zéro  et  2/. 

688.  Si  dans  la  condition  (9)  on  remplace  1^  par  /+  ?^, 
elle  devient 

Mais 
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donc 

Donc  la  fonction  ç(^)  est  périodique  et  a  pour  période  2/, 
.  et  comme  on  connaît  cette  fonction  pour  toutes  les  va- 
leurs de  la  variable  comprises  entre  zéro  et  2/,  elle  sera 
donc  connue  pour  toutes  les  valeurs  de  Ç  positives  ou 
négatives. 

689.  L'autre  fonction  t^  est  donnée  par  Téquation 

elle  est  périodique,  comme  la  première,  et  sa  période  est 
aussi  2Z.  En  effet,  Téquaiion  précédente  donne 

d*où,  puîsque(p(2/-f-(;)  =9(Ç)~  —^(^y 
En  posant  —  2  /  —  ^  =  Ç',  on  a  donc 

690.  Il  résulte  de  cette  discussion  que,  lorsque  at  croit 

il 
de  2/  ou  £  de  — #  l'ordonnée  j^  reprend  la  même  valeur, 

de  même  que  la  vitesse -^^  Il  en  est  de  même  de  z  et 

•de  -,-•  Donc  la  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes 
dt 

égales  et  isochrones  dont  la  durée  est  — • 

691.  Dans  le  vide  et  en  supposant  les  points  A  et  B 
absolument  fixes,  la  corde  ferait  une  suite  indéfinie  d'os- 
cillations de  cette  espèce.  Mais  la  résistance  de  Pair  ei  la 
communication  d'une  partie  du  mouvement  de  la  corde  à 
ses  deux  points  extrêmes  A  et  B  <iiminnent  graduellemeul 
Tamplitude  des  vibrations  et  finissent  par  les  anéantir, 
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sans  toutefois  altérer  sensiblement  leur  isochronîsme.  Ce 
dernier  fait,  analogue  à  ce  qui  a  lieu  dans  le  pendule 
simple,  peut  être  démontré  par  un  nouveau  calcul,  et 
Texpérience  vient  le  confirmer. 

692.  Si  l'on  clésigue  par  T  la  durée  d'une  vibration 
de  la  corde  et  par  n  le  nombre  des  vibrations  dans  Tuniic 
de  temps,  on  a 


Mais 


^'—-zri 


dou 


''=W 


pi 


La  corde,  dans  son  mouvement,  communique  ses  vi- 
brations à  l'air,  qui  en  fait  alors  le  même  nombre  dans 
le  même  temps.  Le  son  produit  a  pour  mesure  n  :  il  est 
d'autant  plus  élevé  que  la  corde  fait  un  plus  grand  nom- 
bre de  vibrations  dans  un  temps  donné.  Ce  nombre  est 
indépendant  de  l'amplitude  des  vibrations  et  de  la  figure 
initiale  de  la  corde  ou  de  son  mode  d'ébranlement. 

Pour  une  même  corde,  ce  nombre  est  proportionnel  a 
la  racine  carrée  de  la  tension  ts\  pour  des  cordes  d'une 
même  matière  et  d'une  même  épaisseur,  p  étant  propor- 
tionnel à  /,  les  nombres  de  vibrations  sont  en  raison 
inverse  des  longueurs.  Enfin  pour  des  cordes  de  même 
longueur  et  également  tendues,  n  est  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  de  leurs  poids.  L'expérience  a  con- 
firmé ces  lois. 

IVCœUDS    DE    VIBIlÀTIOr^. 

693.  Il  y  a  des  cas  où  la  corde,  en  raison  de  son  état 
initial,  se  partage,  pour  ainsi  dire,  spontanément  en 
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un  certain  nombre  de  parues  égales  vibrant  à  Tunisson 
et  dont  les  points  de  séparation,  appelés  nœuds,  restent 
immobiles  pendant  la  durée  du  mouvement.  Alors  le  son 
s*élève  proportionnellement  au  nombre  de  ces  parties. 
Nous  allous  en  donner  un  exemple.  Reprenons  Téquation 

Les  dimensions  et  la  tension  de  la  corde  étant  données, 
on  peut  disposer  de  sa  figure  et  de  la  vitesse  initiale  de 
chacun  de  ses  points,  de  telle  sorte  que  son  mouvement 
soit  représenté  par  une  équation  de  la  formey  =  0Xf 
d  étant  une  fonction  de  t  el  X  une  fonction  de  x  seule- 
ment. En  effet,  pour  que  Téquation  (i)  soit  vérifiée,  il 
faut  que  Ton  ait 

^^'  X  ^^  ~"  <i*  0  "^ 

Comme  le  premier  membre  est  fonction  de  x  seulement 
et  le  second  de  r,  Tégalité  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant 
que  les  deux  membres  se  réduisent  à  une  même  constante 
—  À*.  On  aura  donc 

(3)  -r^-4-X->X=o. 

Comme  on   ne   veut  qu'une   intégrale  particulière, 
prenons 

(4)  X  =  sin/-x. 

La  fonction  9  se  déterminera  ensuite  par  Téquation 

(5)  ^4-«a^.,e=:0, 

d'où  Ton  tire 

6  =  C  cosûXy  4-  C  sina*/, 
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et 9  par  suite, 

En  faisant  /  =  o,  nous  aurons  pour  la  figure  initiale  de 
la  corde 

(6)  ^  =  C  sin  Xx 

et  nous  pouvons  faire  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  en 
supposant  nulle  la  constante  C^  Le  mouvement  de  la 
corde  est  alors  représenté  par  Téqualion 

{  7  )  jr  =iCsinkx  cos  al;t. 

Il  faut  encore  exprimer  que  les  points  A  et  B  restent  tou- 
jours fixes.  Or  pour  x  =  o,  on  a  bien  j-  =  o,  quel  que 
soit  t\  mais  si  Ton  veut  quej^  =  o,  quel  que  soit  ;,  pour 
jc  =  /,  il  faut  faire  W=  /wtt,  m  étant  un  nombre  entier 

quelconque;  on  en  déduit  k  =  —-y  et  le  mouvement  de 

la  corde  est  représenté  par  Téquaiion 

-,  ^   .    niTX        mnnt 

(o)  j'  =  C  sm  — —  cos  — - —  • 

Ainsi  la  corde  ayant,  sans  vitesse  initiale,  la  forme 
de  la  courbe^  =  Csin — t-^î  si  on  l'abandonne  à  elle- 
même,  elle  effectuera  une  suite  indéfinie  de  vibrations 
isochrones  dont  la  loi  est  donnée  par  Téquation  (8). 

694.  On  sait  que^  doit  être  une  fonction  périodique 
du  temps.  En  effet,  ici,  j^  reprend  la  même  valeur  quand  t 

croît  de Ainsi  dans  cet  exemple  y  et  -r-  sont  les 

ma  ^     "^        dx 

1   il 
mêmes  quand  le  temps  augmente  de  la  période )  et 

le  nombre  de  vibrations  effectuées  dans  Tunité  de  temps 

sera  m—?  c'est-à-dire  m  fois  celui  qui  correspond  au 
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son  le  plus  grave  de  la  corde,  déterminé  par  la  théorie 
générale. 

693.  Nous  allons  démontrer  que  dans  ce  cas  la  corde 
se  partage  spontanément  en  m  parties  égales  qui  vibrent 
comme  si  elles  étaient  séparées/ de  sorte  qu*il  y  aura 
m  —  I  nœuds  de  vibrations.  En  efîet,  on  obtiendra  tous 
les  points  qui  resteront  immobiles  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  en  posant 

Sin  =  O       ou       X  rr:  —  /, 

/  m 

I  étant  un  nombre  entier  quelconque  plus  petit  que  m. 
On  en  conclut  que^  est  nulle  pour  les  valeurs  de  x 

O,  >  -  —  ■)''••) —    (y  i, 

m        m  m 

quel  que  soit  t. 

On  pourrait)  sans  considérer  un  exemple  particulier, 

choisir  les  fonctions /(x)  ei  fi(x)  telles,  que  ç(Ç)  et 

d;(^)  redeviennent  les  mêmes,  non-seulement  lorsque  ^ 

croit  de  a/,  mais  encore  lorsque  cette  variable  croit  d*iui 

7.1 
sous-multiple  quelconque  —  de  aL  On  en  conclurait 

comme  ci-dessus  l'existence  de  m  —  i  nœuds  de  vibra- 
tion. 

VIBRATIONS    LONGITUDINALES. 

696.  Le  mouvement  longitudinal  est  donné  par  Té- 
quation 


(0 


d'u  d^u 


OL 


S 


dt  dx^ 

tout  à  fait  semblable  à  Téquation 


(^) 


d^Y  d^r 


a 


2 


dt^  dx 
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Il  en  résulte  que  si  l'on  désigne  par  n!  le  nombre  des 
vibrations  longitudinales  effectuées  dans  l'unité  de  temps, 
on  a 

(3)  «'=iL     (698), 

et  comme  a  =  t  /C^«  il  vient 


=  t/iS,  il  vi( 


(4)    • 

on  aura  donc 

(5) 


17 


Or  -  est  une  quantité  très-petite.  En  effet,  d'après  l'é- 
quation 
(6)  T.-cr  =  ,_^, 

q  est  l'accroissement  de  tension  qu'il  faudrait  donner  à 
la  corde  pour  doubler  sa  longueur  ou  la  longueur  de 
chaque  élément,  puisqu'en  faisant  ds  =  ndx  ou  aurait 
T  :^  C7  -h  ^.  La  constante  q  est  donc  beaucoup  plus  grande 

que  17,  d'où  il  suit  que  le  rapport  -;  est  très-petit  :  par 

conséquent  des  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une 
même  corde,  celui  qui  correspond  aux  vibrations  longi- 
tudinales est  de  beaucoup  le  plus  aigu. 

697.  On  a  encore  la  formule 


i--\/-i 


/étant  la  longueur  de  la  corde  dont  la  tension  est  n  et  X 
rallongruicnt  ou  l'augmentation  de  la  longueur  que  pro- 
duit un  accroissement  de  tension  égal  à  n.  C'est  ce  que 
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l'on  déduit  de  Téquatlon  (6)  en  faisant  T=  acr  ei  en 
observant  que  les  allongements  X  et  ds  —  dx  des  lon- 
gueurs l  et  dx  sont  proportionnels  à  ces  longueurs.  On 

a  donc 

cr       \ 

et  coihme  X  est  très-petit  par  rapport  à  /,  on  Toit  encore 
que  le  rapport  —  est  aussi  très-petit. 


Fl£<    DE    LA    DYrfAMIQUB. 
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HYDROSTATIQUE 


CraOUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

ÈQUIUBRE  D'UNE  MASSE  FLUIDE. 

Notions  préliminaires.  —  Pression  d^un  liquide  sur  une  paroi.  —  Égalité 
de  pression  en  tous  sens.  —  Équilibre  d'un  Guide  incompressible.  — 
Équations  générales  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide. 


nOTlONS    PRÉLIMINAIRES. 

698.  L'hydrostatique  a  pour  objet  les  lois  de  Téquî- 
libre  des  fluides.  Un  fluide  doit  être  considéré  comme 
un  assemblage,  en  apparence  continu,  de  molécules  ma- 
térielles qui  cèdent  au  moindre  eflbrt  tendant  à  les  sépa- 
rer les  unes  des  autres. 

Les  fluides  que  la  nature  nous  présente  approchent 
plus  ou  moins  de  cet  état  de  fluidité  parfaite.  Il  existe 
ordinairement  entre  les  molécules  de  ces  substances  une 
i  ertaine  adhérence  qu'on  appelle  viscosité.  L'hypothèse 
d*une  mobilité  parfaite  pourrait  conduire  à  des  ré^ltats 
peu  conformes  à  Texpérience  dans  le  cas  d'un  fluide  eu 
mouvement  :  mais  si  l'on  excepte  quelques  liquides  où  la 
uscosité  est  considérable,  les  lois  de  Téquilibre  auxquelles 
nous  parviendrons  en  supposant  les  molécules  parfaite- 
ment mobiles  et  sans  aucune  cohésion,  s'appliqueront 
sans  erreur  sensible  aux  fluides  naturels. 

699.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides 
et  les  gaz  ou  fluides  acriformcs.  Les  liquides  ne  secom- 
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priment  que  sous  des  pressions  irès-considérables  et  sont 
appelés  souvent  pour  celte  r&ison  Jluûies  incompressi- 
bles, hcs Jluides  aérif ormes ^  qui  se  divisent  en  gaz  per- 
manents et  en  vapeurs,  sont  compressibles  et  doués,  dans 
certaines  limites,  d'une  grande  élasticité  :  c*est  poux  quoi 
on  les  nomme  aussi  Jluides^  élastiques, 

PRESSION    d'un    liquide   SUR    UNE    PAROI. 

700.  Quand  un  fluide  contenu  dans  un  vase  ouvert 
ou  fermé  de  toutes  parts  est  en  équilibre  sons  Taction  de 
forces  quelconques,  il  exerce  une  pression  sur  chaque 
jportion  des  parois  du  vase  qui  le  renferme.  Cette  pres- 
sion peut  varier  d'un  point  à  un  autre.  Pour  la  définir  et 
la  mesurer  avec  précision,  on  considère  un  point  M  de  la 
surface  du  vase  et  une  portion  infiniment  petite  u  de 
cette  surface  comprenant  ce  point.  Le  fluide  exerce  sur 
cette  petite  surface  co  certaines  actions  dont  la  résultante 
peut  être  représentée  par  /7a>,  si  l'on  imagine  une  aire 
plane  égale  à  l'unité  de  surface  et  dont  tous  les  éléments 
égaux  à  0)  supportent  la  même  pression  que  &>.  La  quan- 
tité p  est  ce  qu'on  nomme  la  pression  au  point  M.  En 
d'autres  termes,  la  pression  au  point  M  sera  la  limite 
du  rapport  de  la  pression  exercée  sur  l'élément  a>  qui 
comprend  le  point  M  à  l'aire  co,  quand  celte  aire  a>  ten- 
dra vers  zéro  en  comprenant  toujours  le  point  M. 

ÉGALITÉ    DE   PRESSION    EN    TOUS    SENS. 

701 .  On  admet  comme  un  résultat  de  l'expérience  ou 
Fig.  177.  comme  une  conséquence  de  la 

distribution  uniforme  des  molé- 
cules des  fluides,  que  la  dîrec- 
.  lion  de  la  pression  est  toujours 
perpendiculaire  à  l'élémenl  de 
surface  (ù  sur  lequel  elle  s'exerce.  Ce  fait  se  rattache  a 
cet  autre  plus  général  :  quedes  corps  en  contact  n'exercent 
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Tua  sur  Fautre  que  des  actions   normales  quand  leurs 
surfaces  n'ont  aucune  adhérence  ni  frottement.  ' 

Celle  notion  s'applique  à  une  portion  inténeure  d'un 
fluide,  car  l'c5quilibre  ne  serait  pas  troublé  si  l'on  suppo- 
sait une  portion  quelconque  du  fluide  solidifiée.  On  peut 
donc,  en  un  point  quelconque  de  l'intérieur,  supposer 
une  paroi  plane  solide,  et  il  y  aura  sur  chaque  élément  de 
cette  surface  une  pression  toujours  perpendiculaire  à  son 
plan.  Il  y  a  égalité  de  pression  en  tous  sens  pour  un 
même  point,  c'est-à-dire  que  si  Ton  considère  une  surface 
infiniment  petite  ct>  passant  par  un  point  M  pris  à  volonté 
dans  le  fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
face  de  l'élément  o)  sera  toujours  la  même,  quelle  que* 
soit  la  position  que  Ton  donne  à  l'élément  o),  en  le  fai- 
sant tourner  autour  du  point  M. 

Pour  démontrer  ce  principe,  faisons  passer  par  le 
point  M  deux  plans  quelcouqui^s;  prenons  sur  leur  inter- 
section une  longueur  MN  très- 
petite,  et  menons  dans  ces  plans 
perpendiculairement  à  leur  in- 
tersection les  quatre  droites  MI, 
KK,  Mi',  NK'  égales  à  la  lon- 
gueur MN,  Il  s'agit  de  démon- 
trer Tégalité  des  pressions  p  et 
p'  rapportées  à  l'unité  de  surface  que  le  fluide  exerce  sur 
les  surfaces  planes  égales  MIKN,  MI'K'N. 

La  masse  fluide  contenue  dans  le  prisme  droit  MII'NKK' 
sera  encore  en  équilibre  si  on  la  suppose  solidifiée.  Les 
pressions  que  le  fluide  extérieur  exerce  contre  les  cinq 
faces  de  ce  prisme,  perpendiculairement  à  ces  faces,  font 
équilibre  aux  forces  (analogues  à  la  pesanteur)  qui  solli- 
citent toutes  les  molécules  intérieures.  Donc  la  somme 
de  leurs  composantes  parallèles  à  un  axe  quelconque  est 
nulle. 

Menons  par  le  point  M  un  axe  ML  parallèle  à  la  droite 
II'.  Le  fluide  exerce  sur  les  deux  surfaces  planes  MIKN 
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elMrK'N,  que  nous  désignerons  para)  et  co'et  qui  sont 
égales,  des  pressions  ^^ &>  et  ^'o)'  dont  les  composâmes  suî* 
vaut  Taxe  ML  sont  ptù  cosa  et  p^(ù^  cosa';  a  et  a'  dé- 
signant les  angles  que  les  normales  à  ces  deux  plans  ou 
aux  droites  MI,  MV,  font  avec  ML.  Ces  angles  sont  sup- 
plémeuts  l'un  de  l'autre.  Les  pressions  normales  aux 
autres  faces  Mil',  NKR'  et  IKKT  ont  leurs  directions 
perpendiculaires  à  ML  et  par  conséquent  ne  donnent  pas 
de  composantes  suivant  «cette  droite.  Quant  aux  forces 
qui  agissent  sur  les  molécules  intérieures,  nous  désigne- 
rons par  X  la  somme  de  leurs  composantes  parallèles  k 
ML. 

La  somme  de  toutes  .ces  composantes  devant  être  nulle, 

on  a 

p  6)  cosa  4-  p'  w'  cosa'  -h  X  =  o 

ou 

(l)  (y?  ~/?')cosaH :^o, 

Cl) 


à  cause  de 


û)  hj:  w',     cosa— -—cosa' 


Si  la  longueur  MN  diminue  indéfiniment,  tù  décroît 
comme  le  carré  de  MN  et  X  décroît  à  très-peu  près 
comme  le  volume  du  prisme  ou  proportionnellement  au 

X 

cube  deMN.  Donc—  tend  vers  zéro;  d'ailleurs  cosa  est 

constant.  Donc  p  eip*  tendent  vers  l'égalité  quand  les 
surfaces  égales  co  et  co'  tendent  vers  zéro.  D'ailleurs  cosa 
est  constant^  les  valeurs  de  p  et  dep'  tendent  vers  des 
limites  déterminées  qui,  d'après  Téquation,  doivent  être 
égales^  de  sorte  qu'on  &  p  =p'^  quand  les  surfaces  égales 
ot),  ot)'  deviennent  infiniment  petites. 

ÉQUILIBRE    n*UN    FLUIDE    IMGOMPRESSIBLE. 

702.  Supposons  un  liquide  incompressible  contenu 
dans  un  vase  polyédrique  ABCDE.  Plusieurs  paroi& sont 
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percées  d'ouvertures  a,  a\  a^\. . .,  sur  lesquelles  sont 

ajoutés  de  petits  cylindres  ayant  leurs  arêtes  perpendi- 

Fig.  179*  culaires  à  ces  parois.  Si  Ton 

imagine  des  pistons  qui 
peuvent  se  mouvoir  dans 
Tintérieur  de  ces  cylindres, 
les  forces  P,  P',  P'',... 
nécessaires  pour  les  main- 
tenir, quand  il  y  a  équi' 
libre,  sont  égales  aux  pressions  exercées  par  le  liquide 
contre  leurs  bases.  Nous  nous  proposons  de.  vériGer, 
dans  cet  état  d*équilibre,  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

Concevons  que  Ton  fasse  mouvoir  simultanément  tous 
les  pistons-,  soient  A,  h\  A'^. . . ,  les  espaces  qu'ils  par- 
courent, ces  espaces  étan^  regardés  comme  positifs  ou 
négatifs,  selon  que  les  pistons  entrent  dans  le  vase  ou  en 
sortent.  Le  liquide  étant  supposé  incompressible,  'tous  ces 
déplacements  virtuels  sont  liés  entre  eux  par  Féquation 

ah  -+-  a' II!  -+-  a"  h''  -i-  .  .  .  --  o. 

Multiplions  cette  équation  par  la  pression  p  exercée 
contre  les  parois  et  rapportée  à  l'unité  de  surface;  en 
observant  qu'on  a 

il  viendra 

P//  4-  F  h'  -r  P^  A"  -h  . . .  =  o, 

ce  qui  est  Féquation  des  vitesses  virtuelles  dans  cet 
exemple  particulier. 

On  pourrait  étendre  ce  principe  au  cas  où  il  y  aurait 
des  forces  motrices  agissant  sur  les  molécules  du  liquide, 
mais  la  démonstration  est  compliquée  et  il  vaut  mieux 
chercher  directement  les  équations  générales  de  Téqui- 
libre  des  fluides^  comme  nous  allons  le  faire. 

Stirm. — Méc.W,  19 
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ÉQUILIBRE   d'une    MASSE  '  FLUIDE. 

703.  Soient  Ojt,  O/,  Oz  trois  axes  rectangulaires,  ce 
Fifif.  i8o.  dernier    étant    vertical    et 

dirigé  dans  le  sens  de  la  pe» 
santeur.  Nous  faisons  cette 
hypothèse,  parce  que  nous 
appliquerons  nos  formules 
principalement  aux  fluides 
pesants.  En  deux  points  infiniment  voisins  m  (x,  j^,  z) 
et  e  (x  -i-  dx^  y  -H  dy^  z  -f-  dz)  construisons  un  parai- 
lélipipède  en  menant  par  ces  deux  points  six  plans  paral- 
lèles deux  à  deux  aux  trois  plans  coordonnés.  Soient  p 
la  densité  du  fluide  au  point  m  et  P  la  force  motiice  rap- 
portée à  Tunité  de  masse,  qui  sollicite  chaque  molécule 
de  ce  parallélipipède  infiniment  petit.  Si  dm  est  la 
masse  de  celui»ci  et  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  P, 
Hdmy  Y  dm,  Ztdm  seront  les  composantes  de  la  force 
motrice.  Enfin  désignons  parp  la  pression  rapportée  à 
ruiiité  de  surface  qui  s'exerce  au  point  m  et  qui  est  la 
même  tout  autour  de  ce  point. 

Si  Ton  suppose  solidifié  le  fluide  contenu  dans  le  petit 
parallélipipède,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé.  Il  faudra 
donc  que  les  composantes  des  forces  parallèles  aux  trois 
axes  se  détruisent  entre  elles.  Ces  forces  se  composent  des 
forces  motrices  X^m,  Y  dm,  Ztdm  et  des  pressions  exer- 
cées par  le  fluide  environnant  sur  les  six  faces  du  paral- 
lélipipède. Considérons  d^abord  les  pressions  qui  s'exer- 
cent verlicalemeut  sur  les  faces  mabg  et  cdef\  elles  agis- 
sent en  sens  contraire.  La  première  est  égale  a  pdxdy^  1& 

seconde  k{p'^-j-dz\  dxdj\  leur  résultante  parallèle  à 

O^  est  écale  à dxdydz  ou  à Ç-  dm.  On  a  donc 

°  dz  ^  ù  dz 


1  ffp 

— r-  dm 

p  ilz 


Zdm  =  o 
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OU 

On  aurait  deux  autres  équations  analogues  à  celle-là;  on 
a  donc 

(.)  £  =  pX.      |  =  pY.      ^=pZ. 

Ainsi  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  p  sont  égales 
à  pX,  pY,  pZ.  La  différentielle  totale  de  la  pression  est 
donc 

(2)  dp  z:^  p  [Xdjc-^'Y dj  -hZdz). 

Telle  est  la  formule  qui  donne  raccroissement  de  pression 
lorsqu'on  passe  du  point  (x,  7,  z)  au  point  infiniment 
YOJsin  (x-h  dx^jr-\-d)'i  z-hdz).  Comme  p  doit  être 
une  fonction  de  x,jr^  js,  le  second  menibre  de  Téquation 
précédente  doit  être  une  différentielle  exacte  et,  par  con- 
séquent, s'il  y  a  équilibre,  on  a  nécessairement 

(3)  ^(pX)^i/(pY)^    d{pX)^d(pZ)^    d(pY)_d{pZ)^ 

djr  dx  dz  dx  dz  dy 

L'expression  p  (X<£x  -i-  Ydy  -+-  Tjdz)  étant  alors  la  dif- 
férentielle exacte  d'une  certaine  fonction^*  (ar,  J^,  -z),  on  a 

(4)  /'^/{^^r,  ^)H-C, 

C  étant  une  constante  qui  sera  déterminée  quand  on  con- 
naîtra la  pression  p^  en  un  point  particulier  (j^o^j^q,  Xo). 
Il  faudra  en  outre  que,  si  Ton  imagine  une  courbe  fermée 
passant  par  un  point  m  (j^,j^,  z)  la  fonction  /{Xyy^  z) 
reprenne  la  même  valeur  lorsqu^on  reviendra  au  point  m, 
puisqu'on  doit  retrouver  la  même  pression. 

70i.  S'il  n'y  a  pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules 
intérirures,  la  pression  sera  conslaiitc  dans  toute  la  masse 
du  lluidc»,  de  sorte  qu'une  pression  exlérieuix  exercée  sur 
une  parlie  du  fluide  adjacente  à  une  paroi  du  vase  doit  se 
transmettre  avec  la  même  intensité  sur  des  éléments  de 

'9- 


29^  COURS    DE    MÉCàNlQUE. 

surface  équivaleuts  dans  toute  la  masse  et  sur  toutes  les 
parois. 

705.  On  appelle 5{ir/ace  de  /i/Veaii  une  surface  dont  tous 
les  points  éprouvent  la  môme  pression.  La  formule  (4) 
montre  qu'elles  sont  toutes  comprises  dans  l'équation 

a  étant  une  constante.  Si  l'on  fait  varier  cette  quantité 
d'une  manière  continue,  on  obtient  une  inCnilé  de 
surfaces.  Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide 
comprise  entre  deux  surfaces  de  niveau.  L'équation 
f[x^y^  ^)  =a  montre  que  deux  surfaces  de  niveau  ne 
peuvent  pas  se  couper. 

706.  La  force  motrice  est  normale  a  la  surface  de  nivean 
en  chacun  de  ses  points.  En  effet,  soit  P  cette  force,  on 
a,  en  tout  point  de  cette  surface, 

X  ^jr  -^  Y  r/y  -h  Z  rfz  =  o , 

d'où,  en  divisant  par  Vds^  ds  étant  un  petit  arc  tracé 
sur  la  surface, 

X  ^      Y  ri[r       Z  r^  __ 

équation  qui  montre  bien  que  la  force  P  est  perpendicu* 
laire  à  tout  élément  de  courbe  tracé  sur  la  surface  et  pas- 
sant par  le  point  m. 

707.  Si  la  pression  est  nulle  ou  constante  en  tous  les 
points  de  la  surface  libre  d'uu  fliiide,  celle-ci  est  une  sur- 
face de  niveau.  Dans  un  liquide  il  peut  se  faire  qu'il  n*j 
ait  pas  dépressions  extérieures'.  Il  n'en  est  plus  de  même 
dans  les  fluides  élastiques.  Ils  ne  peuvent  avoir  de  sur* 
face  libre,  ou  sur  laquelle  la  pression  soit  nulle,  parce 
que  la  pression  est  liée  à  la  densité  par  Téqualion  /^=A~p<, 
k  étant  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de  la  tem- 
pérature, en  sorte  que  pour  qu'il  n'y  eût  pas  de  pression 
dans  une  partie  de  la  masse,  il  faudrait  qu'il  n^y  eut  pas 
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de  matière  en  cet  endroit  :  c'est  ce  qui  explique  la  néces- 
sité de  maintenir  les  gaz  dans  des  vases  fermés  de  toutes 
parts. 

708.  Reprenons  Téquation 

dp  =  p{Xdx  -+-  Ydj  4-  Zdz). 

m 

Supposons  que  Xdx  H-  Ydj  -|-  Zdz  soit  la  différen- 
tielle exacte  d'une  fonction  9(x,  jr,  z),  ce  qui  arriverait} 
par  exemple,  si  les  forces  motrices  provenaient  d'actions 
mutuelles  entre  les  différents  points  de  la  masse  fluide  ou 
si  ces  forces  étaient  constamment  dirigées  vers  des  centres 
Cxes.  On  a  dans  ce  cas 

(5)  dpTTzpd^. 

Il  résulte  de  là  que  p  est  une  fonction  de  9  comme  on  Ta 
vu  dans  le  calcul  intégral^  il  en  est  de  même  de  p  et  par 
conséquent  p  est  fonction  de  p.  Donc  en  tous  les  points 
d'une  surface  de  niveau  la  densité  est  constante,  puisque 
la  pression  est  constante. 

709.  Dans  les  fluides  élastiques  on  peut  déterminer 
d'une  manière  générale  p  et  /d  en  fonction  de  f .  On  a, 
dans  ce  cas,  p=zhp\\e  coefficient  h  dépend  de  la  tem- 
pérature :  si  celle-ci  est  constante  dans  toute  l'étendue 
de  la  masse,  k  est  une  quantité  constante.  Alors,  à  cause 
de  dp  =  pc?(y,  on  a 

(6)  ^-7''?. 


/'     -f 


d'où,  en  intégrant, 


et  ensuite 


p  =  C^S 


C  7 


Si  la  température  n'est  pas  la  même  dans  toute  la  masse 
fluide,  l'équation  (6)  fait  voir  que  k  est  une  fonction  de  y 
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ainsi  que  p^  et  par  conséquent  la  densité  et  la  tempéra- 
ture doivent  être  constantes  pour  tous  les  points  d'une 
surface  de  niveau,  mais  variable  d'une  surface  à  T autre. 
On  aura 

Vf 


:^CeA\       p.3.?  =  5jT 


k 

Considérons,  par  exemple,  Tatmosphère  qui  enveloppe 
la  terre  et  faisons  abstraction  du  mouvement  de  rotation 
de  celle-ci.  La  force  motrice  d'une  molécule  m  de  Fat- 
mosphère  est  une  force  toujours  dirigée  vers  le  centre  de 
la  terre  et  la  même  à  égale  distance  du  centre.  On  conclut 
de  la  qu'il  ne  peut  y  avoir  équilibre,  si  la  température 
n'est  pas  la  même  à  la  même  distance  du  centre,  et  que  les 
surfaces  de  niveau  doivent  être  des  sphères  ayant  leur 
centre  au  centre  de  la  terre,  puisqu'elles  doivent  être  nor- 
males en  chaque  point  à  la  direction  de  la  force  motrice. 
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ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES  ET  DES  CORPS   PLONGES 

DANS  LES  FLUIDES. 

Fi^re  permanente  d*on  fluide  tournant  autour  d*un  axe.—  Pression  d*nn 
liquide  sur  le  fond  d'un  Tase  qui  le  renferme.  —  Équilibre  de  plusieurs 
liquides  contenus  dans  le  même  vase.  —  Vases  communiquants.  — 
Principe  d'Ârchimède. 


FIGURE   PERMANENTE  d'uN    FLUIDE   TOURNANT    AUTOUll 

d'un    AXE. 

710.  Supposons  un  fluide  pesant,  contenu  dans  un 
vase  de  forme  quelconque,  tournant  d'un  mouvement 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  Oz,  Au  bout  d'un 
certain  temps  la  masse  fluide  prend  une  figure  perma- 
nente d'équilibre  qu'il  s'agit  de  diîtermincr.  Soient  X, 
Y,  Z  les  composantes  de  la  force  accélératrice  P  d'un 
point  quelconque  m,  La  molécule  m  décrit  une  circon- 
férence de  cercle  autour  de  l'axe  Oz,  et  sa  force  effective 
est  la  force  centripète  /Tirot)',  tù  étant  la  vitesse  angulaire 
et  r  le  rayon  du  cercle.  D'après  le  principe  de  d'Alemberl, 
il  y  aura  constamment  équilibre  entre  les  forces  motrices 
et  les  forces  centrifuges  de  toutes  les  molécules  du  fluide, 
c'est-à-dire  que  ces  forces  ne  troubleront  pas  le  mouve^ 
ment  commun  de  rotation  uniforme  en  déplaçant  les 
moléiules  l<3s  unes  par  rapport  aux  autres.  Donc  en  ap- 
pliquant à  l'élat  d'équilibre  actuel  l'équation  (a)  du 
n**  703  et  observant  que  les  composantes  de  la  force  cen- 
trifuge sont  mxci)",  mjrtù*  et  o,  on  a 

Or,  si  les  forces  motrices  se  réduisent  à  la  pesanteur,  on  a 
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X  =  o,  Y  :=  o,  Z  =r  —  gj  eiïl  vient 

dp=z  —  pgdz  -h  p(ù^{xfix'hydjr) , 

d'où,  en  intégrant  et  représentant  la  constante  par  gpC, 

En  donnant  à  p  des  valeurs  constantes,  on  aura  diffé- 
rentes surfaces  de  niveau.  Leur  équation  peut  s  écrire 

(2)  z-C-^-h—lx'-hr). 

SP       ^ë 

Elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  dont  la  pa- 
rabole méridienne  a  pour  équation  dans  le  plan  des  zx 

2  —  C  —  —  H x".. 

g?       ^S 

Cette  parabole  ne  change  pas  de  grandeur  avec  p^  mais  la 
position  de  son  sommet  sur  Taxe  de  rotation  est  variable  avec 

p,  car  il  est  à  un  distance  de  Torigine  égale  à  C  —  — • 

71 1 .  Les  surfaceà  de  niveau  sont  donc  toujours  des  para- 
boloïdes,  quelle  que  soit  la  formedu  vase,  et  celle  de  la  sur- 
face supérieure  qui  termine  le  fluide.  Dans  tous  les  cas 
on  déterminera  la  constante  C  en  exprimant  que  le  vo- 
lume du  liquide  est  donné.  Supposons,  par  exemple,  que 
le  liquide  soit  contenu  dans  un  vase  cylindrique  ayant 
pour  base  sur  le  plan  xOy  le  cercle  dont  le  rayon  est  a 
et  que  &  soit  la  hauteur  de  la  partie  du  cylindre  occupée  par 
le  liquide  avant  le  mouvement.  Son  volume  est  7:0}  b.  Sup- 
posons en  outre  que  la  surface  libre  supporte  simplement 
la  pression  atmosphérique  constante  représentée  par  c 
Elle  sera  alors  une  surface  de  niveau.  Il  est  facile  d  éva- 
luer le  volume  correspondant  du  liquide  terminé  par  cette 
surface  de  niveau  en  le  décomposant  en  tranches  cylin- 
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driques  ayant  Taxe  des  z  pour  axe.  On  aura  doue 


va^h  :t=2ir  I     zrdr\ 


en  remplaçant  z  par  sa  valeur  déduite  de  (2), 


h  =  t——^ 


o         «'a' 


on  aura  une  équation  qui  fera  connaitre  C.  On  trouve 
ainsi 

CI  6)'rt* 


CZTIÔ-*-—   — 


« 

PRESSION    D^UN    LIQUIOE    SUR   LE    FOND    DU    VASB 

QUI    LE    RENFERME. 

712.  Considérons  maintenant  un  liquide  pesant  et 
incompressible,  soumis  seulement  à  Taciion  de  la  pe- 
santeur. En  prenant  les  mêmes  axes  que  dans  le  cas  gé- 
néra], on  a 

d'où 

xz  élant  une  constante.  On  voit  que  la  pression  varie  seu- 
lement avec  z  et  qu^elle  croit  proportionnellement  à  la 
profondeur.  Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans 
horizontaux.  Si  l'on  fait  z  =  o,  on  a  p  =  cr  :  donc  celte 
constante  représente  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  sur- 
face libre»  c'est-à-dire  ordinairement  la  pression  atmo- 
sphérique. En  joignant  à  celle-ci  gpz,^  on  a  la  valeur  de  la 
pression  à  la  profondeur  z\  mais,  pour  simplifier,  nous 
omettrons  la  pression  atmosphérique,  quMl  faudra  réta- 
blir à  la  (in  du  calcul  pour  donner  aux  résultats  toute 
leur  exactitude.  Ainsi  nous  poserons  siiftplement 

/'  =  ^P2- 
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On  conclut  de  cette  formule  que  si  b  est  l'aire  de  la 
base  supposée  horizontale  et  h  la  hauteur  du  liquide,  la 
pression  totale  P  que  supporte  cette  base  est 

On  voit  qu'elle  est  égale,  quelle  que  soit  la  forme  du  vase, 
au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  dont  la  base  est  b  et  la 
hauteur  A,  en  sorte  qu'elle  peut  être  plus  grande  ou  plus 
petite  que  le  poids  total  du  liquide. 

713.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  deux  liquides 
contenus  dans  le  même  vase  et  qu'ils  ne  se  mélangent 
pas. 

Leur  surface  de  séparation  sera  niécessairementun  plan 
horizontal.  En  eiïet,  on  sait  que  les  surfaces  de  niveau 
doivent  être  des  plans  horizontaux  et  que  dans  toute  leur 
étendue  la  densité  doit  être  la  même,  ce  qui  n'aurait  pas 
lieu  si  un  même  plan  horizontal  pouvait  rencontrer  les 
deux  liquides*.  Soient  b  la  base,  h  la  hauteur  et  p  la 
densité  de  la  première  couche  reposant  sur  le  fond  du 
vase;  b\  A',  p'  les  quantités  analogues  relatives  à  la  se- 
conde couche.  La  pression  sur  Tunité  de  surface  de  b^esl 
gp'li^  Celte  pression  se  transmet  à  travers  la  seconde 
couche  de  liquide  et  s'ajoute  à  la  pression  gph  que  celte 
couche  exerce  sur  chaque  unité  de  surface  de  sa  base. 
Donc  la  pression  exercée  sur  le  fond  du  vase  sera 
g(p'h''\-  ph)b^  c'est-à-dire  égale  au  poids  d'une  colonne 
cylindrique,  dont  la  base  serait  &,  qui  contiendrait  une 
hauteur  h  du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du 
liquide  supérieur. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  un  nombre  quel- 
conque de  liquides  contenus  dans  un  même  vase  et  même 
pour  un  liquide  dont  la  densité  varierait  d'une  manière 
continue  avec  la  hauteur  z\  cela  résulte  d'ailleurs  de  la 
formule  fip  =zgpdz^  intégrée  entre  des  limites  conve- 
nables. 
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VASES    COMMUNIQtJAlîTS. 

714.  Considérons  d'abord  un  seul  liquide  contenu  dans 

deux  vases  communiquants.  Menons  à  la  surface  du  tuyau 

de  communication  T  deux  plans  tangents  horizontaux; 

Fig.  i8i.  au-dessous  du  plan  inférieur 

rr'  le  liquide  de  chaque  vase 
sera  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  si  ce  vase  existait 
seul.  La  pression  sera  la 
même  sur  chaque  plan  hori- 
zontal compris  entre  le  plan  rr'  et  le  plan  tangent  supé- 
rieur 55',  mais  elle  variera  d'un  plan  à  Tautre.  Au-dessus 
du  plan  sst'^  le  liquide  devra  sV^lever  au  même  niveau  ÂB, 
CD  dans  les  deux  vases  :  car  sMl  s'élevait  dans  Tun  d'eux 
à  une  hauteur  différente  en  aS,  l'équilibre  devrait  subsis- 
ter en  appliquant  sur  CD  une  paroi  fixe  qui  n'éprouverait 
aucune  piession  (abstraction  faite  de  la  pression  atmo- 
sphérique). Mais  le  liquide  contenu  dans  la  colonne 
ABao  exercerait  sur  AB,  à  cause  de  sa  pesanteur,  une 
c^taine  ]  ress'on,  qui  se  transmettrait  jusqu'à  CD,  de 
sorte  que  cette  paroi  (i.idépendaniment  de  la  pression 
atmosphéiiqup)  éprouverait  une  certaine  pression,  ce  qui 
est  contraire  à  T  hypothèse. 

Concevons  maintenant  que  Ton  verse  sur  AB  et  CD, 
qui  sont  dans  un  même  plan  horizontal,  deux  liquides 
différents  qui  s'élèvent  jusqu^à  A'B'  et  CD'.  Il  faudra 
pour  l'équilibre  qu'ils  exercent  des  pressions  égales  sur 
Tunité  de  surface  de  AB  et  de  CD,  de  sorte  que  si  0|  et  p' 
sont  les  densités  de  ces  deux  liquides  et  Ai  et  h'  leurs  hau- 
teurs, on  aura 


^Pi^'i 


.'/./ 


ou 


c'est-à-dire  que  les  hauteurs  auxquelles  ces  deux  liquides 
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s^élèvent  dans  los  deux  vases  sont  en  raison  inverse  de 
leurs  densités. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  si  Ton  ajoutait  un 
nombre  quelconque  de  liquides  dans  les  deux  yases,  il 
faudrait  que  la  somme  des  produits  de  leurs  densités  par 
les  hauteurs  de  leurs  tranches  fût  la  même  de  pari  et 
d*autre. 

PRESSION   d'un    liquide    SUR    UNE    PAROI    PLANE. 

715.  Soient  AB  une  paroi  plane,  placée  comme  on  vou- 
dra dans  le  liquide ,  o)  Taire  d*un  élément  de  la  surface  AB 
r..      o  et  z  la  distance  de  w  au  nî- 

Fig.  182. 

veau  supérieur  NN'»  La  pres- 
sion que  supporte  w  est 
gpzwy  en  faisant  abstraction 
de  la  pression  atmosphérique. 
*  Les  pressions  exercées  par 
le  fluide  sur  lous  les  éléments  co  étant  normales  au 
même  plan  AB,  ont  une  résultante  égale  à  leur  somme 

gpSzri^  et  normale  au  plan  AB.  En  désignant  par  ^ 

Taire  de  la  paroi  AB  et  par  Zi  la  dislance  de  son  centre  de 

gravité  au  planNN',  on  a\  zîù=  bz^.  Donc  la  pression 

totale  sur  la  paroi  A2  est  égale  à  gphz^,  c'est-à-dire  égale 
au  poids  d'un  cylindre  de  liqjuîde  qui  aurait  une  base 
égale  à  la  surface  de  la  paroi  et  une  hauteur  égale  à  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  celle  paroi  au  niveau 
supérieur  du  liquide. 

Le  point  d'application  de  la  résultante  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression. 
Il  coïncide  avec  le  centre  de  graviié  si  le  plan  AB  est 
horizonialj  il  est  au-dessous  du  centre  de  gravîlé  quand 
le  plan  est  incliné,  parce  que  les  pressions  exercées  sur 
lesélémeiMs  w  augnienlent  en  iniensilé  avec  la  profondeur 
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de  <;es  éléments.  Un  exemple  va  montrer  comment  on 
peut  déterminer  le  centre  de  pression. 

716.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la  forme 

d'un  trapèze  dont  les  côtés  parallèles  AB,  CD  soient  ho- 

Fig.  i83.  rizontaux.  Le  centre  de  pression 

doit  évidemment  se  trouver  sur 
la  droite  GH  qui  joint  les  mi- 
lieux de  ces  deux  côtés.  Décom- 
posons ce  trapèze  en  une  infinité 
d'éléments  tels  que  EFE'F'  par 
des  droites  parallèles  à  AB.  Dési- 
gnons EF  par  m  et  par  u  la  perpendiculaire  MN  abaissée 
du  point  M  sur  AB.  On  a  EFF'E'  =  vc?«  et  la  pression 
supportée  par  cet  élément  est  g  pz^^du.  En  nommant  Ui 
la  distance  du  centre  de  pression  I  à  AB  et  h  la  hauteur 
du  trapèze,  on  déterminera  Ui  par  Téquation 


Ux    j      gpZçdu  :-    I       gpZVUc/u 

t/o  ■  J o 


ou 


zvdu  :z^  I     zvudu. 

0  t/o 

Il  faut  maintenant  exprimer  z  et  (^  en  fonction  de  u. 
Or  si  l'on  désigne  par  a  Tangle  que  le  plan  du  trapèze 
fait  avec  un  plan  horizontal  et  par  c  la  distance  du  côté 
AB  à  la  surface  du  liquide,  prise  pour  plan  des  xjr^  on  a, 
en  projetant  MN  sur  la  verticale  élevée  par  le  point  M, 

(2)  sr:z  c-f-  usina. 

D^ailleurs,  menons  BK  parallèle  à  AC  et  prolongeons 
EF  et  CDjusqu'en  L  et  en  K-,  les  triangles  semblables 
BDK,  BFL  donnent,  en  posant  AB  =  a,  CD  =  b, 

a-^b      h 


a  —  V       u 
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d'où  • 

(3)  p^a-^—^u. 

Substituant  les  valeurs  précédentes  de  «  et  de  i'  dans 
réquation  (t)  et  intégrant,  on  en  tire 

,  2Ar(a-h  2^) -f- A*(tf -+- 3ûi)sina 

^  6c(«f-+-^) -i- 2A(<7 -h  2^)siûa 

717.  Si  le  côté  AB  est  à  fleur  d*eau,  on  a  c  =  o  et 

«.  =: -•    • 

2(fl  -h  2^) 

Quand  le  trapèze  est  horizontal,  on  a 

Sma    -O,        If,  =  -7r7 7T-» 

3  (a  -i-  b) 

et  le  centre  de  pression  coïncide  avec  le  centre  de  gravité. 

718.  Quand  la  surface  plongée  dans  le  liquide  est 
courbe,  la  pression  totale  qu'elle  supporte  n'est  pas  la 
somme  des  pressions  exercées  sur  ses  éléments,  parce  que 
celles-ci  ne  sont  pas  parallèles.  En  général  ces  pressions 
n'ont  pas  de  résultante  unique  et  se  réduisent  à  deux  forces 
non  situées  dans  le  même  plan  ou  à  une  force  et  un  couple. 


PRINCIPE   n^ARCniMÈDE. 


719.  Quand  un  corps  pesant  est  plongé  dans  un  //- 
guide  y  les  pressions  exercées  sur  sa  surface  ont  une  ré^ 
sultante  unique^  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et 
appliquée  au  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  fluide, 
supposée  solidifiée. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  soit  enlièremeni  plongé 
dans  le  fluide  et  considérons  un  clément  quelconque  co 
de  sa  surface.  Soit  p  la  pression,  rapportée  à  Tuiiité  de 
suL'lace,  exercée  en  ce  point  :/;ci)  est  la  pression  supportée 
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par  rélémenl  ct>.  Désignons  par  1,  fiy  v  les  angles  que  la 
Fig.  184.  Bormale  fait  avec  trois  axes 

rectangulaires.  Les  compo- 
santes de  poi  suivant  ces  ases 
sont  ptù  eosX,  ptA  cosft, 
p(È>  cosv,  ou  pa,  pb^  pc,  en 
appelant  a«  i^  c  les  projec- 
tions de  Télément  co  sur  les 
trois  plans  coordonnes. 

Or  toutes  les  composantes  telles  que  pa  se  détruisent 
deux  à  deux.  En  eflet,  le  petit  cylindre  coa  prolongé  dé- 
coupe sur  le  côté  opposé  de  la  surface  un  petit  élément 
Cl)'  dont  la  projection  sur  le  plao^Oz  est  égale  à  a.  La 
pression  sur  <ù\  rapportée  à  Tunité  de  surface,  est/?,  parce 
que  Cl)  et  ù>'  sont  à  la  même  profondeur.  Donc  la  compo- 
sante de  la  pression  totale  ptù'  exercée  sur  co'  et  parallèle 
à  Oj:  est  égale  à  pa^  et  comme  elle  agit  en  sens  con- 
traire de  celle  qui  s'exerce  sur  ci),  elle  la  détruit.  On 
verrait  de  même  que  toutes  les  composantes  parallèles  a 
Oj'  de  toutes  les  pressions  se  détruisent  deux  à  deux.  Il 
ne  reste  donc  plus  à  considérer  que  les  composantes  ver- 
ticales. 

Le  petit  cylindre  vertical  dont  la  base  est  gû  découpe 
sur  la  partie  supérieure  de  la  surface  un  autre  élément  Wi^ 
dont  la  projection  sur  le  plan  xOjr  est  e.  Donc  si  pi  e&t 
la  pression  en  ci)|,  rapportée  à  Tunité  de  surface,  le  petit 
cylindre  &>  cOi  est  soumis  à  une  pression  verticale  s'exer- 
çant  de  bas  en  liaut  et  égale  à  [p  —  /'i)  ^9  ^^  comme 
p  =  g pz  -hts,  X3  étant  une  constante,  ou  aura 

en  appelant  p  la  densité  du  fluide  supposée  constante,  ^, 
le  z  do  Tclément  Wj,  /la  longueur  du  pclii  lilcl  cylin- 
dri(|uc  compris  entre  co  et  Wj.  Cette  pression  é([uivaut 
donc  au  poids  du  fluide  dont  ce  petit  filet  tient  la  place. 
£11  décomposant  le  corps  en  iliets  verticaux  infinimeut 
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minces,  chaque  filet  est  presse  de  bas  en  haut  par  une 
semblable  force,  et  Tou  conclut  de  là  que  toutes  les  pres- 
sions exercées  sur  le  corps  se  composenten  uneseule  force 
verticale  agissant  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  égale 
au  poids  du  fluide  dont  le  corps  tient  la  place  et  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  cette  masse  fluide.  La  ré- 
sultante de  toutes  ces  pressions  se  nomme  la  poussée  du 
fluide. 

720.  Le  principe  d'Archimède  subsiste  quand  le  corps 
n'est  plongé  qu'en  partie  dans  le  fluide.  On  verrait  d'abord, 

comme  précédemment,  que  les 
pressions  horizontales  se  dé- 
truisent; puis  9  si  le  cylindre 
vertical  co'o)',  a  une  partie  en 
dehors  du  fluide,  les  compo- 
santes verticales  des  pressions 
exercées  en  w'  et  tù\  seront 
/>'=  (g^pz-ho)cetcTc,  de  sorte  qu'en  prenant  leur  difle- 
rence,  la  partie  commune  disparaîtra  et  la  pression  sera 
égale  au  poids  d'un  volume  de  liquide  égal  à  la  partie  du 
cylindre  plongée  dans  le  liquide. 

721 .  Le  théorème  d' A rchimède  a  encore  lieu  quand  la 
densité  p  n'est  pas  la  même  à  toutes  les  profondeurs,  car 
les  pressions  horizontales  se  détruisant,  la  pression  verti- 
cale supportée  par  le  cylindre  co  coi  serait 


{p 


^p,)c=zej      gpdz^ 


ciz 


en  observant  qu'on  a  toujours 

a  étant  la  valeur  de  z  pour  laquelle  on  a  ^  =  ex.  Or 
/     g  pcdz  est  le  poids  du  fluide  déplacé. 
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722.  Le  principe  d'Archimède  peut  encore  se  démontrer 
de  la  manière  suivante  :  Séparons  par  la  pensée,  dans  un 
fluide  en  équilibre,  une  partie  quelconque  de  sa  masse. 
Elle  est  en  équilibre  et  le  sera  encore  si  nous  la  suppo- 
sons solidifiée.  Mais  alors  toutes  les  pressions  exercées 
contre  sa  surface  par  le  fluide  environnant  doivent.se 
réduire  à  une  ^ule  égale,  et  directement  contraire  à  son 
poids.  Il  est  clair  que  ces  pressions  auront  encore  la 
même  résultante,  si  Ton  substitue  à  cette  masse  de  fluide 
solidifiée  un  corps  solide  quelconque  de  même  forme  :  ce 
qui  démontre  le  principe  énoncé. 

723.  Quand  le  poids  d'un  corps  est  égal  au  poids  d'un 
égal  volume  du  fluide  dans  lequel  il  plonge,  ce  corps 
reste  en  équilibre  à  toutes  les  profondeurs,  pourvu  que  son 
centre  de  gravité  et  celui  du  volume  du  fluide  déplacé 
soient  sur  la  même  verticale.  Le  corps  descend  au  fond  du 
vase  ou  remonte  à  la  surface  selon  que  son  poids  est  su- 
périeur ou  inférieur  à  celui  du  fluide  déplacé.  Dans  ce 
dernier  cas,  le  corps  doit  être  en  partie  au-dessus  du  ni- 
veau supérieur,  et  Téquilibre  ne  s^établit  que  lorsque  le 
poids  du  liquide  déplacé  est  égal  au  poids  du  corps. 

724.  Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  on  n'ob- 
tient pas  son  véritable  poids,  mais  seulement  Texcèsde  ce 
poids  sur  celui  du  fluide  déplacé.  Si  P  est  le  poids  du 
corps  et  P'  celui  d'un  égal  volume  de  liquide,  D  la  den- 
sité vraie,  p  la  densité  apparente,  on  a 

P  D 


P  — P'        p 

d'où 

DP' 


—  ï 


P  = 


D-f^ 


72o  Le  principe  d'Arcbimèdc  subsiste  et  sa  démons - 
iraliiin  est  la  même  dans  le  cas  où  Ton  considère  un  Uuide 
contenu  dans  un  vase  :  on  en  conclut  que  la  résultante 
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des  pressions  d'un  fluide  sur  les  parois  du  vase  qui  le  con- 
tient est  égale  au  poids  du  fluide.  Il  faut  bien  distinguer 
celte  pression  de  celle  que  supporte  la  paroi  horizontale 
inférieure,  qui  peut  être  plus  grande  ou  plus  petite  que 
le  poids  du  fluide.  Si  l'on  fait  une  ouverture  à  Tune  des 
parois  latérales,  la  pression  n'ayant  plus  lieu  sur  la  por- 
tion de  la  paroi  qu'on  a  enlevée,  celle  qui  s'exerce  sur  la 
paroi  opposée  ne  sera  plus  détruite,  et  le  vase  sera  mis 
en  mouvement  en  sens  contraire  de  l'écoulement  du  li- 
quide. C'est  là  le  principe  des  différentes  machines  dites 
à  réaction. 
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*  ÉQUILIBRE   DES    CORPS    FLOTTÀIiTS. 

726.  Déterminer  la  position  d^équilibre  d*un  corps  so- 
lide  plongé  en  partie  dans  un  liquide,  revient  à  couper 
ce  corps  par  un  plan  eu  deux  segments,  dans  un  rapport 
déterminé,  de  telle  sorte  que  le  centre  de  gravité  du  corps 
et  celui  d'un  des  deux  segments  soient  sur  une  même 
perpendiculaire  au  plan  sécant.  Nous  allons  résoudre  ce 
problème  pour  un  prisme  triangulaire  droit  dont  nous 
supposerons  les  arêtes  horizontales. 

Une  section  ABC   perpendiculaire   aux   arêtes  étant 

faite  dans  le  prisme,  le  niveau 
du  liquide  devra  partager  le 
triangle  par  une  droite  DE  eu 
deux  segments  CDE,  ADEB  tels, 
que  Ton  ait 

CDE  _ 

r  érant  le  rapport  de  la  densité 
da  prisme  à  celle  du  liquide.  Il  faudra  en  outre  que  les 
centres  de  gravité  G  et  H  de  ces  deux  triangles  soient 
sur  une  même  perpendiculaire  à  DE.  Soient 

CA=/»,  CB=r^  AB  =  r,  CK  =  A,  CD=:x,  CEmrr, 

90. 
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X  et  y  sont  les  deux  inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Or  on  a 

surfCAB  =  -  rt6  sînC,     surfCDE  =  -xy  sinC, 

2  2 

d'où 

(i)  xyzrzrah, 

D*  un  au  Ire  côté,  GH  est  perpendiculaire  à  DE  ainsi  que 
FK  qui  lui  est  parallèle,  et  comme  DF  =  FE,  il  sVnsuit 
qu'on  a  KD  =  KE.  Ré<iproquement,  si  KD=  KE,  la 
droite  KF  et  par  suite  GH  sera  perpendiculaire  à  DE. 
Or  si  Ton  nomme  a  et  £  les  angles  ACK  et  BCK,  on  a 

KD  =x'-+-/^'— 2/i-rcosa,  KE  i=^*4- /j*  —  2^/^cos6i 

.  donc,  puisque  KD  =  KE, 

(  2  )  x^  ~  1  lix  ces  a  ---  /  '  —  2  hy  cos6. 

En  éliminant  y  entre  les  équations  (i)  et  {2),  on  trouve 

(3)       x^  —  2/i  cosa..T*  -t-  7.rhah  co5S..r  —  r^à*^  li^  ^.  o. 

Cette  équation,  dont  le  dernier  terme  est  négatif, 
a  au  moins  deux  racines  réelles,  Tune  positive,  lautre 
nf'galive.  Cette  dernière  doit  être  rejetée,  puisque  la  ligne 
DE  doit  <^lre  comprise  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC. 
D'après  la  règle  de  Descartes,  si  les  angles  a  et  S  sont  ai- 
gus et  si  Téquation  (3)  a  touies  ses  racines  réelles,  elle 
aura  trois  racines  positives  et  une  racine  négative.  Celle- 
ci  est  inadmissible^  et  Ton  rejettera  de  même  comme 
cirangcre  à  la  question  une  racine  qui  surpasserait  a  ou 
qui  donnerait  pour  y  une  valeur  plus  grande  que  i.  Il  y 
a  donc  au  plus  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles 
le  sommet  scid  est  plongé  dans  le  liquide. 

727.  Le  problème  précédent  revient  à  mener  par  un 
'  point  donné  K  une  normale  à  une  hyperbole  ayant  pour 
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asymptotes  CA  et  CB.  Eu  efl'ei,  si  l'on  mène  dans  Tangle 
ACB  différentes  droites,  telles  que  DE,  formant  des 
triangles  DCE  équivalents  entre  eux,  le  milieu  de  chaque 
droite  DE  se  trouve  sur  une  hyperbole  ayant  G  A  et  CB 
pour  asymptotes,  et  celte  courbe  est  tangente  à  DE.  La 
droite  KF  étant  perpendiculaire  à  DE,  la  question  re- 
vient à  mener  par  le  point  K  une  normale  à  cette  hyper* 
bole.  On  sait  qu^on  peut  en  général  en  mener  quatre, 
dont  Tune  aboutit  à  la  branche  située  dans  Tangle  opposé 
à  Tangle  ACB. 

728.  Quand  le  triangle  ABC  est  Isocèle,  on  a 

az=by     az=:S,      Acosa  =  — »     h*z=za* y» 

a  4 

d*où 

à  cosa  z=  - — 7 • 

Les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

xy  —  ra\     x^^jr^=z — — —  [x-^jr). 
On  y  satisfait  d*abord  en  faisant 

valeur  admissible  à  cause  de  /*<^  i.  On  obtient  une  autre 
solution  en  résolvant  les  équations 

XY  :==:  rà*  ,        X  -{-  Y  '=■  > 

la 
qui  donnent,  si  l'on  suppose  x^jr^ 


4^3  _c^  4-  ^/(4,/»^c»)»— iGr^i* 


X  = 


^a 


r- 1, 
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Comme  x  doit  être  moindre  que  a,  on  doit  avoir 


4^,5 ^c»-f.  ^(4û»— c*)—  i6ni«<4ii» 
ou 

d*où  l'on  tire 

Il  faut  en  outre  que  x  et  ^  soient  réelles  et  par  consé- 
quent que  Ton  ait 

4fl»  — c^>4/4»^r 

ou 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  la  solution  pré- 
cédente sera  admissible. 

729.  Le  cas  où  deux  sommets  A  et  B  du  triangle  sont 
immergés,  se  ramène  au  cas  où  un  seul  plonge  dans  le 
liquide.  En  effet,  si  Ton  a  [Jig*  iS6,  p.  3o3) 


ABDE 


/'. 


ABC   ~    ' 

on  aura 

GDE 

ri  —  r 


ABC 


» 


et  si  les  centres  de  gravité  du  quadrilatère  ABDE  et  du 
triangle  ABC  sont  sur  une  même  verticale,  il  en  sera  de 
même  de  ceux  de  ABC  et  de  CDE.  II  suffit  donc,  en  con- 
servant les  mêmes  notalions,  de  changer  ren  i  —  r.  Lc^ 
deux  inconnues  CD  =  x^  CE  ^=jr  se  déterminent  au 
moyen  des  équations 

ar)r  =  [i—r)ab, 
JT*  —  2hx  cosa  =:jr*  —  2A^cos€. 
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STABILITÉ   D*UN    CORPS    FLOTTAIIT. 

730.  Un  corps  solide  étant  plongé  dans  un  liquide,  le 

centre  de  gravité  G  de  ce  corps  et  celui  H  de  la  partie 

FîG.  187.  immergée  doivent  être  sur  une 

môme  verticale  perpendiculaire 
au  plan  de  flottaison  ABCD. 
Supposons  que  Ton  écarte  un 
peu  le  corps  de  sa  position  d^é- 
quilibre  et  que  tous  ses  points 
reçoivent  de  petites  vitesses.  Soit 
A'  B'  CD'  la  section  faite  dans 
le  corps  par  le  nouveau  plan  de  flottaison,  le  premier 
étant  venu  en  ABCD. 

Par  le  centre  de  grhviié  1  de  la  section  ABCD  menons 
un  plan  AB''CD",  parallèle  au  plan  horizontal  A'B'C'D' 
et  qui  coupe  ABCD  suivant  la  droite  AIC.  Désignons  par 
e  l'angle  des  deux  plans  ABCD,  AB''  CD',  et  par  f  la  dis- 
tance  du  point  I  au  plan  A'  B' CD',  cette  distance  étant 
positive  ou  négative  suivant  que  le  point  I  est  situé  au- 
dessous  ou  au-dessus  du  niveau  du  liquide. 

Pour  résoudre  la  question  de  stabilité,  nous  ferons 
usage  du  principe  des  forces  vives.  Un  élément  de  masse 
dm  du  corps  flottant  est  sollicité  par  son  poids  gdniy  force 
verticale.  La  partie  du  corps  plongée  dans  le  liquide  est 
soumise,  en  outre,  à  la  poussée,  qui  équivaut  au  poids 
du  liquide  déplacé,  et  qui  agit  verticalement  au  centre 
de  gravité  du  liquide  dont  le  corps  occupe  la  place,  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur.  La  poussée  du  liquide  peut 
donc  être  remplacée  par  de  petites  forces  verticales,  en 
appliquant  à  chaque  élément  de  masse  dm  situé  au-des- 
sous du  niveau  une  force  égale  et  contraire  au  poids  du 
volume  d^cau  dont  cet  élément  de  masse  tient  la  place. 
Cette  dernière  force  est  gpdvf^  en  appelant  dv  le  volume 
occupé  par  l'élément  dm  et  p  la  densité  du  fluide.  La  lé- 


ccoulé  r, 
ou 

(0 

?  = 

9      '^S 
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sultan  te  de  toutes  ces  petites  forces  est  la  même  que  celle 
des  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  la  surface  im- 
mergée du  corps  flottant.  Ainsi,  pour  chaque  point  maté- 
riel dm  de.  ce  corps,  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force 
motrice  sont 

X  -  -  o,     Y  —  o,      Z  --g  dm      ou     gdm  —  gpdv^ 

selon  que  la  molécule  Jm  est  au-dessus  ou  au-dessous  du 
niveau  du  fluide.  Donc  on  a  )  -  q  étant  la  sonmie  des 

2    * 
quantités  de  travail  des  forces  motrices  dans  le  temps 

gdm  —  2  /  ffz\gpdv, 

\  zd/n  —  "^SP/  zdvj 

la  première  somme  \  zdm  comprenant  toute  la  masse 

du  corps  et  la  seconde  seulement  la  partie  plongée.  On  a 
donc,  d'après  le  principe  des  forces  vives  et  u  désignant 
la  vitesse  de  la  molécule  dm^ 

(2)  \  u''dm  =:C-\- !ilg\  zdm  —  gp\  zdvy 

Or  \  zdm  =  Mzi,  M  étant  la  masse  du  corps  et  Zi  le  z 

de  son  centre  de  gravité  G.  D'ailleurs  M  =  Vp,  V  étant 
le  volume  de  la  partie  immergée,  quand  le  corps  est  en 
équilibre.  On  a  donc 

(3)  \  «rf/w  z=  Mz,  =  V/)Z|. 

Il  faut  maintenant  calculer \  zd^.   Partageons  cette 
somme  en  deux  parties.  Tune  relative  à  la  partie  ÂBCDLi 
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du  volume  V  limiiée  à  la  section  ABCD  et  l'autre  à  la 
partie  comprise  enire  ABCD  et  A'B'C'D'.  La  première 
est  égale  à  V«',  z^  étant  le  z  du  centre  de  gravi  lé  H  de 
la  masse  totale  du  fluide.  En  désignant  par  h  la  se* 
conde,  on  a 

(4)  N  u^dm  —  C  -f-  2grVp  (3|  —  z')  —  2g'pX-. 

Or  soit  GH  =  a.  Si  l'on  projette  cette  droite  sur  la  ver- 
ticale du  point  G,  on  voit  que  z^  —  is'  =  zp  a  cos0,  sui- 
vant que  H  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  G.  Il  faut 
maintenant  calculer  h. 

Considérons,  à  cet  effet,  un  élément  de  surface  d\^  en 
un  point  m,  sur  la  section  ABCD,  et  projetons-le,  par  un 
petit  cylindre  vertical  ïnni\  sur  le  plan  de  flottaison 
A'B'C'D'.  Sa  projection  est  d\  cosô.  Pour  calculer  dk  ou 

la  partie  ^'à\  zdv  relative  à  ce  petit  cylindre,  décompo- 
sons-le en  une  infinité  d'éléments  par  des  plans  horizon- 
taux. On  aura  pour  Tun  d^ entre  eux 

dç:i^  dzd\  cosO  y     zdff  =:  zdzd'kcosB. 
Donc,  eu  posant  mm'  =^, 

dk  ---z  I     zdz dyiCOsQ  =:  "^  dXcosB, 


f 


On  peut  exprimer  j"  ert  fonction  de  p  et  de  6.  En  effet, 
abaissons  mn  ==  /  perpendiculaire  sur  Ac.  Si  Ton  projette 
mn  sur  mm\  on  a  mm'  ovLjr  =  Ç  -f-  /sin9,  /  étant  posi- 
tive ou  négative  suivant  que  mn  est  au-dessous  ou  au- 
dessus  de  AC.  Donc 


dA=-  (Ç-f./sinOV</XcosO 

2  ^ 


ou 


dA  =  -Ç'cosO  J)i-+-  Çsinô  cosQ, td\  H —  sin'GcosO./'^X. 
2  a 
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On  aura  donc 

Â  -r-z  -  Ç>cos0 V rf).  -h Çsin  GcosoV  /rf).-f-  i sm"0  cosO V  /*  dï , 

expressions  où  toutes  les  sommes  s'étendent  à  tous  les 
éléments  de  la  section  ABCD.  Soient  b  Taire  A6CD  et  p 
le  moment  dMnertie  de  cette  section  par  rapport  à  AIC. 
On  a 

Donc 

/  :^  -  ^Ç«  cosO  H —  liistn'O  cosO. 

Substituant  dans  Téquation  (4)i  on  a 

V  --grpwsin'OcosG    ;-i. 

Nous  ajoutons  £,  parce  que  dans  le  calcul  de  k  nous 
avons  pris,  au  lieu  du  volume  ABCD  A'  B'  C  D',  celui  d'un 
cylindre  vertical  ayant  pour  base  ABCD  et  limité  au 
plan  A'B'  C  D'  :  de  sorte  que  e  est  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre  au  moins. 

Maintenant  9  et  ^  étant  des  quantités  très-petites,  on 

peut  négliger  6'  et  (^',  et  remplacer  cosS  par  i »  sin6 

par0.  En  désignant  par  c  la  constante  C^pa^Vpa, 
Téquation  (5)  devient 

(6)  Su^cini     ^c  —  gpbV-^p  (f*  =F  Va)  ô»  -+-  t. 

On  détermine  c  d'après  Télat  du  corps  flottant  à  Torigine 
du  mouvement.  On  suppose  connues  les  valeurs  ini- 
tiales dc^et  de  0,  ainsi  que  les  vitesses  initiales  de  tous 
les  points  du  corps.  Comme  toutes  ces  quantités  peuvent 
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être  prises  aussi  petiies  que  Ton  veut,  il  en  résulte  que 
la  constante  c  peut  être  supposée  aussi  petite  qu^on 
voudra. 

731 .  Ponr  déduire  de  Téquation  (a)  les  conditions  de 
stabilité  de  l'équilibre  du  corps  flottant,  il  faut  distinguer 
deux  cas. 

En  premier  lieu,  si  le  centre  de  gravité  G  du  corps  est 
au-dessoiis  de  celui  du  fluide  déplacé  H,  Téquilibie  est 
toujours  stable.  En  effet,  l'équation  (2)  est  alors 

La  valeur  de  c  qu*on  détermine  d'après  les  valeurs 
initiales  de  jx,  ^,  9,  qu'on  suppose  très-petites,  est  positive 
et  très-petite.  Les  quantités^  et  6  ne  peuvent  pas  croître 
assez  pour  que  la  somme  gpb^*  -f-  gp  (jjl  -+-V  a)  6*.  devienne 
plus  grande  que  2c;  car  si  cette  somme  devenait  égale  à 
ac,  la  quantité  £  étant  au  moins  du  troisième  ordre,  le 
second  membre  de  Téqualion  précédente  serait  négatif  et 

on  aurait \  u*rfm<[o,  ce  qui  est  absurde.  Il  en  résulte 

que  dans  le  mouvement  du  système  on  a  toujours 


s/lfi'  '<\/'j 


.  -     ...     .. 


pif -+-Va) 
On  pourrait  démontrer  de  la  tnèçic  manière  qu'on  a 


^<M^'  '<V 


IC 


è'f.(fx-f- Va; 


l'étant  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  Tunilé. 

Donc,  comme  c  est  une  .quantité  positive  très-petite  et 
aussi  petite  que  Ton  veut,  les  valeurs  des  variables  ^  et  0 
resteront  toujours  très-petiles  et  par  conséquLMit  le  corps 
s'éloignera  fort  peu  de  sa  position  d'équilibre. 


3l6  COURS    DE    HéCAlflQVE. 

732.  Quand  le  point  G  est  au-dessous  du  point  H,  1  e- 

quatioii  (2)  est 


1 


tû dm  =zc  —  gp^^'  —  S?  {f-  —  Va)ô*-he 


La  valeur  de  c  reste  positive  si  l'on  a  /!x>  Va^  h  Tori- 
gine  du  temps.  Si  (i  ou  le  moment  d'inertie  de  rairc  A  BCD 
par  rapport  à  la  droite  A[C  reste  plus  grand  que  Va  à 
toute  époque,  on  verra  comme  précédemment  que  ô  et  Ç 
resteront  toujours  extrêmement  petites  et  l'équilibre  sera 
stable.  Il  faudra  dans  ce  cas  que  le  moment  d'inertie  de 
la  section  ABCD,  par  rapport  à  une  droite  quelconque 
passant  par  son  centre  de  gravi  tel,  soit  plus  grand  que  Va, 
parce  que  dans  le  déplacement  infiniment  petit  du  corps 
l'intersection  des  plans  ABCD  et  AB^'CD^''  peut  prendre 
toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  I.  Donc  il 
faut  et  il  suffit  que  Va  soit  moindre  que  le  plus  petit  mo- 
ment d'inertie  de  la  section  ABCD,  par  rapport  à  toutes 
les  droites  qu'on  peut  y  mener  par  le  point  I.  La  ligne 
qui  correspond  à  ce  moment  d*inertie  minimum  est  ordi- 
nairement connue.  Par  exemple,  dans  un  vaisseau,  c'est 
la  droite  qui  va  de  la  proue  à  la  poupe.  C'est  par  rapport 
à  cette  ligne  qu'il  faut  calculer  le  moment  d'inertie  de  la 
section,  et  s'il  est  plus  grand  que  Va,  l'équilibre  sera 
stable.  Si  fx  devenait  moindre  que  Va,  Téquation  (2) 
ne  ferait  rien  connaître  relativement  à  la  stabilité  de  l'é* 
quilibre,  parce  que  le  second  membre  n'étant  pas  néces- 
sairement négatif  à  une  époque  ({uelconque,  on  ne  tombe 
pas  sur  la  conséquence  absurde  que  la  somme  des  forces 
vives  devienne  négative,  en  supposant  que  p  et  9  croissent 
indéfiniment. 

DU    MÉTACENTIÎE. 

É 

733.  Soit  S  un  corps  solide  flottant.  Lorsqu'il  est  en 
équilibre,  on  sait  que  son  centre  de  gravité  G  et  celui  H 
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du  volume  de  liquide  déplacé  sont  sur  une  même  perpen- 
diculaire au  plan  de  flottaison  ABCD.  Supposons  que  ce 
Fin.  «88.  corps  soit  symélriqucpar rap- 

port à  un  plan  vertical  BLD, 
lequel  contient  alors  la  droite 
KG  H.  Imagipons  qu'on  dé- 
range un  peu  ce  solide  de  sa 
position  d'équilibre,  tout  en 
maintenant  vertical  le  plan 
BDG.  Ce  plan  contiendra 
donc  toujours  le  centre  de  gravité  de  la  masse  fluide  dé- 
placée. Soit  à  un  instant  quelconque  A'B'C'D'  la  section 
de  niveau.  Le  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé 
A'B'C'D'L  est  un  certain  point  H'  et  le  corps  peut  être 
regardé  comme  se  mouvant  par  l'action  de  deux  forces  : 
son  poids  P  appliqué  à  son  centre  de  gravité  G  et  la 
poussée  du  fluide  qui  s'exerce  en  sens  inverse  suivant  H'  M. 
Le  point  M  ou  la  verticale  H'M  rencontre  la  droite  KGH 
est  ce  qu'on  appelle  le  métacentre.  Pour  avoir  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité,  il  faut  (600)  supposer  toute 
la  masse  du  corps  réunie  en  ce  point  et  y  supposer  appli- 
quées les  deux  forces  verticales  dont  nous  venons  de 
parler.  Elles  se  réduiront  à  une  seule  égale  à  leur  difie- 
rence.  Si  le  volume  de  liquide  déplacé  est  toujours  égal  à 
celui  que  le  corps  déplace  dans  sa  position  d'équilibre, 
ces  deux  forces  sont  égales  et  contraires,  et  alors  le  point 
G  devra  rester  immobile,  pourvu  que  le  corps  n'ait  pas 
reçu  de  vitesse  initiale.  On  aura  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  centre  de  gravité  en  le  supposant 
Gxé,  ce  qui  détruira  le  poids  du  corps,  et  la  poussée  du 
fluide  appliquée  en  M  le  fera  tourner  autour  d'un  axe 
horizontal  passant  par  G  cl  perpendiculaire  au  plan  de 
symétrie  BLD.  Mais  ici  il  faut  distinguer  plusieurs  cas. 

Si  dans  ce  mouvement  le  mélacentie  reste  toujour5 
an-dcssus  du  point  G,  sur  la  dioile  IIGK,  la  poussée  du 
fluide  tendra  constauinicnl  à   ramener  cette  droite  dans 
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la  position  verticale  qui  répond  à  l'éqoilibre  du  corps. 
Donc  cet  équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  roétacentre  est  constamment  aa- 
dessousdu  centre  de  gravité,  la  poussée  du  fluide  tendra 
à  éloigner  la  droite  KGH  de  la  verticale,  et  Féquilibre 
du  corps  sera  ir\|stable. 

Eniin,  si  le  métacentre  peut  être,  tantôt  au-dessus, 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  la  considération 
seule  du  métacentre  ne  fait  plus  rien  connaître  relative- 
ment à  la  stabilité  de  l'équilibre  du  corps  flottant. 

DE    LA   MESURE   DBS    HAUTEURS    PAR    LE   BAROMÈTRE. 

734.  La  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  dans  le  ba- 
romètre indique  la  pression  exercée  par  l'air  atmosphé- 
rique dans  le  lieu  où  Ton  observe.  Cette  pression  dimi- 
nue quand  on  s'élève  verticalement.  Il  faut  chercher  la 
loi  de  sa  variation  en  fonction  de  la  hauteur  verticale  i 
laquelle  on  s'élève. 

La  pression  ou  force  élastique  de  l'air  dépend  de  sa 
densité  et  de  sa  température,  en  vertu  de  la  loi  de  Ma- 
riotte  et  de  celle  de  Gay-Lussac.  Si  l'air  et  différents  gaz, 
soumis  à  une  pression  constante  et  la  même  pour  tous, 
sont  placés  dans  une  enceinte  dont  la  température  varie, 
l'observation  prouve  que  tous  ces  fluides  se  dilatent  égale- 
ment pour  des  augmentations  égales  de  température,  in- 
diquées par  les  degrés  du  thermomètre  à  mercure.  La 
dilatation  de  l'air  qui  correspond  à  chaque  degré  du 
thermomètre  centigrade  est  de  o,oo366.  Elle  est  h  peu 
près  la  même  pour  tous  les  gaz,  ainsi  que  pour  les  va- 
peurs. 

Soient  t;  la  force  élastique  de  l'air  et  D  sa  densité  à  la 
température  zéro  :  la  pression  restant  la  même,  soit  DMa 
densitédeTairàla  température  de  6  degrés.  La  masse  d'air 
à  la  température  zéro  contenue  dans  l'unité  de  volume, 
étant  portée  à  la  température  9,  occupera  un  volume  égal 
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à  i  +  ffOy  en  désignant  par  a  le  coefficient  de  dilatation 
o,ooi566  pour  chaque  degré  d'accroissement  de  la  if'nipé- 
ratnre.  Les  densités  étant  en  raison  inverse  des  volumes 
qii^occupe  la  même  masse,  on  aura 

(0 


dO 


Supposons  ensuite  qu*on  fasse  varier  la  pression  sans 
changer  la  température  0.  En  désignant  par  p  la  nouvelle 
pression  et  par  p  la  densité  correspondante,  on  aura,  d'a- 
près la  loi  de  Mariotte, 


En  remplaçant  D'  par  sa  valeur  et  faisant  -  =  /c,  on 
aura  la  formule 

(3)  /?=  ^p  (i  -f-  aO). 

On  pourrait  déterminer  k  en  substituant  dans  cette  for- 
mule les  valeurs  de  /?,  p  et  6  obtenues  par  l'expérience 
directe;  mais  il  vaut  mieux  laisser  k  indéterminé  dans 
les  calculs  qui  suivent. 

r^ous  avons  dit  que  le  coefficient  de  a,  dans  la  valeur  de 
pj  est  0  peu  près  o,oo366;  mais  comme  la  quantité  de 
vapeur  contenue  dans  Tair  augmente  avec  la  température 
et  que  la  vapeur  a  une  densité  moindre  que  Tair  sous  une 
même  pression,  la  densité  de  Tair  mélangé  de  vapeur, 
quand  la  température  s'élève,  la  pression  cj  restant  la 
même,  doit  diminuer  un  peu  plus  que  ne  Tindiqucrait  la 
formule  précédente.  Pour  avoir  égard  à  cette  circonstance, 
on  augmente  le  coefficient  a,  et  Ton  prend  a  =  0,004. 

735.  Cela  posé,  nous  pouvons  établir  Téquation  d'équi- 
libre de  la  niasse  atmosphérique  qui  s'étend  au-dessus  de  la 
surface  de  la  terre.  Eu  désignant  par  z  la  hauteur  d'un 
point  quelconque  de  l'atmosphère  au-dessus  de  la  surface 
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terrestre,  parp  la  pression,  par  p  la  densité  de  Taîr  cl 
par  g'  rintensité  de  la  pesanteur  en  ce  point^  on  aura 
l 'équation 

(4)  àp—^^^dz, 

déduite  de  l'équalion 

dpz=z^  (Xdx  -f-  Ydy  -h-  Zdz)     (703). 

On  a  égard  dans  celte  formule  à  la  variation  de  la  pe- 
santeur; mais  on  néglige  comme  insensibles  l'action  de 
la  force  centrifuge  qu'il  faudrait  combiner  avec  Tattrac' 
tion  de  la  terre,  ainsi  que  l'attraction  de  la  masse  d*air 
ou  de  terre  comprise  entre  la  portion  plane  et  horizon- 
tale de  la  terre  qu'on  prend  pour  plan  des  xy  et  la  sur- 
face de  niveau  passant  par  le  point  que  Ton  considère  à 
la  hauteur  z.  On  a  alors 


^'•* 


g  étant  rintensité  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre 
où  z  =  o,  et  r  le  rayon  terrestre. 

En  mettant  les  valeurs  de  y?'  et  de  p  = dans 

Féquation  (4),  elle  devient 

dp  gr^  dz 


(6) 


P  /:(!  -f-aÔ)   (r-^z)' 


Comme  on  ne  connaît  pas  0  en  fonction  de  js,  on  est  obligé 
de  donner  k6  une  valeur  constante  égale  à  la  moyenne 
ou  demi-somme  des  températures  de  l'air  aux  deux  sta- 
tions extrêmes  où  l'on  se  place  à  des  hauteurs  différentes. 
On  trouve  alors,  en  intégrant, 

Pour  déterminer  la  constante  C,  soit  o  la  pression  a  h 
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Station  iufcrieure  où  Ton  a  2  =  0.  On  aura 


/ 


gr^  1 


d'où 


1  d  ::::^  ■    —  -4-  C« 

X(H-aO)    r  ^    ' 


j  CT  _  ffr  z ^ 


p        /•  (i  -h  aô)   r-f-2        it  (i -+- aO)  z 

r 

Le  logarithme  indique  est  pris  dans  le  système  népérien. 
Pour  passer  aux  logarithmes  ordinaires,  on  multiplie  par 
le  module  M  =  0,434^946,  et  Ton  a 

(8)  log?=       "^"  ' 


P        /•  (  I  -f-  a0  )  z 

IH — 

r 

736.  Le  rapport  -  peut  s'exdrimer  au  moyen  des  hau- 

leurs  du  mercure  dans  le  baromètre,  correspondant  aux 
pressions  u  et  p.  Soit  h  la  hauteur  de  la  colonne  baromé- 
trique pour  la  station  dont  la  hauteur  verticale  est  2,  et 
soit  T  la  température  du  mercure,  qui  peut  être  diflerente 
de  celle  de  Tair  ambiant.  Soient  /iq  et  Tq  la  hauteur  et 
la  température  du  mercure  à  la  station  inférieure.  En 
désignant  par  m  et  mola  densité  du  mercure  aux  tempéra- 
tures T  et  To,  on  a 


pz=g'mhy     m  =  gm.h9y 


d'où 


^ 


or  on  a 


m^  fia 

p^  g'  m    A  ' 

Le  mercure  se  dilatant  de  ^ft-  ^®  ®°^  volume  à  o  degré 

pour  chaque  degré  d'accroissement  de  sa  température, 

T  T 

devient  i  -h  ^r^  à  la  températjirc  T  et  1 4-  ^tf-  à   la 

Stubm.  —  JJcc.  II.  il 
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tcinpcrature  To*  Les  densités  correspoudautes  étant  en 
raison  inverse  de  ces  volumes,  on  aura 


T  T 

i-^-mn^  14- 


/w« 555o ô55o 

H 1-^ j 1 

ôô5o  555o        555o 

ou,  à  très-peu  près,    . 

m»  I 


m        ,       T,— T 
'"^  555o 
On  aura  donc 


ou 


en  posant,  pour  abréger, 

H  est  dite  la  hauteur  cortigée^  c'est  celle  qu^aurait  la 
colonne  barométrique  si  la  température  du  mercure  à  la 
station  supérieure  était  la  même  qu'à  la  station  infé- 
rieure. 

737.  Eu  remplaçant  -  par  cette  valeur  dans  la  for- 
mule  (8),  elle  devient 


M^ 


r 


-i-=l0g^-h2l0g^,+  p) 


Cl  Ton  en  tire 


M    ---s^('  +  «e)('+;)  [>ogè-^-iog(,  +  !)] 
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L^îtitensité  g  de  la  pesanteur  à  la  station  inférieure  varie 
avec  la  latitude.  Si  Ton  désigne  par  /  la  latitude  de  la 
station,  et  par  G  la  pesanteur  à  Paris,  dont  la  latitude  est 
de48°5o'i4",  ona 

G  ==9,80896 

et 

G  (  1  —  o ,  oo?.588  ces  i\  ) 


^       I  — o,oo2588cos2(48'^5o'  i4"; 
La  formule  (lo)  devient 

a(i  -\-  0,0049) 


z  — 


1  —  o,oo2588cos2X 

(«0 


en  posant 


/i^  ^[1  —  o,oo2588cos2(48"58'  i^")]. 

On  pourrait  calculer  le  nombre  a  d'après  les  valeurs 
connues  de  Ar,  m  et  G*,  mais  il  vaut  mieux  le  regarder 
comme  inconnu  et  le  déterminer  par  Téquation  même  où 
Ton  substituerait  à  la  place  de  z  une  ou  plusieurs  hau- 
teurs mesurées  par  les  procédés  irigonométriques.  On  a 

trouvé  ainsi 

a  ^  i8336. 

738.  On  peut  calculer  z  par  la  formule  qui  précède,  en 

négligeant  d'abord  dans  le  second  membre  la  quantité-» 

qui  est  très-petite.  On  a  ainsi  une  première  valeur  appro- 
chée de  2  : 


fl(i -f- 0,0040)  /i„ 

I  —  0,002J00C0SÎÀ      '^  Il 


0 


Oiï  aura  une  seconde  valeur  plus  rapprochée  Zj,  en  sub- 
stitiiaut  cette  première  valeur  z^  à  la  place  de  z  dans  le 


ai 
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second  membre.  On  pourrait  continuer  ainsi  ces  approxi- 
mations successives  ;  mais  on  s'arrête  ordinairement  a  la 
seconde  valeur. 

Lorsque  z  n'est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement 

-dans  la  formule:  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nom- 

r  '  ^ 

bre  a.  M.  Ramond  a  conclu  d'un  grand  nombre  d^obser- 
'    vations  faites  dans  le  midi  de  la  France,  a  =  iSSpS,  et  il 
a  adopté  pour  les  latitudes  peu  dilTérentes  de  4^"  1^  for- 
mule tiès- simple 

Z^=.  18393(1-+-  0,0040)  logTJ' 
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CINQUANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT  DES  FLUIDES. 

Équations  générales  du  mouyenient  des  fluides.  —  Mouvement  dans  une 
hypothèse  particulière.  —  Mouvement  permanent  d*nn  fluide. 


ÉQUATIOnS    GÊWÉKALES    DU    MOUVEMENT. 

739.  Les  équations  d'équilibre  des  fluides  sont  fondées 
sur  la  propriété  qu'ils  ont  de  transmettre  également  en 
tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface,  et  sur 
celle  d'exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour  d*un 
point  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions 
moléculaires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale 
à  Félémcnt  de  surface  qui  le  supporte.  Certains  faits 
semblent  indiquer  que  cette  dernière  propriété  n'a  pas 
toujours  lieu  quand  le  fluide  est  en  mouvement,  c'est- 
à-dire  que  la  pression  peut  n'être  pas  normale  à  Télé- 
ment  sur  lequel  elle  s'exerce,  ni  être  la  même  dans  toutes 
les  directions  autour  d'un  même  point.  Cependant  on 
peut  admettre  que  cette  propriété  des  fluides  a  encore 
lieu,  quand  le  mouvement  n'est  pas  très-rapide,  les  expé- 
riences s' accordant  assez  bien  avec  les  résultais  qu'on  dé- 
duit de  cette  hypothèse. 

Quand  on  veut  déterminer  le  mouvement  d'un  système 
de  points  dans  l'espace,  on  se  propose  ordinairement  de 
trouver  des  équations  qui  servent  à  exprimer  les  coor- 
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données  de  chaque  point  en  fonction  da  temps.  Maïs,  au 
lieu  de  suivre  dans  son  mouvement  une  seule  et  même 
molécule,  il  est  plus  avantageux  de  déterminer  la  vitesse 
de  la  molécule  fluide  qui,  au  bout  d'un  temps  quelconque, 
passe  par  un  point  pris  à  volonté  dans  Tespace  occupé 
par  le  fluide,  ainsi  que  la  pression  et  la  densité  du  fluide 
en  ce  même  point,  qui  reste  fixe.  Soient  t,j',  z  les  coor- 
données d'un  point  m;  fx  la  masse  de  la  molécule  fluide 
qui  se  trouve  au  point  m  après  le  temps  t.  Désignons  par 
X,  Y,  Z  les  composantes,  rapportées  à  Tunité  de  masse, 
de  la  force  qui  agit  sur  la  molécule fi.  Les  composantes  de 
la  force  motrice  seront  Xfx,  Yfi,  ZfX.  Il  faudra  cinq  équa* 
tions  pour  déterminer  les  composantes  i/,  v^  w  de  la  vi- 
tesse du  point,  sa  pression  p  et  sa  densité  p. 

740.  Le  principe  de  d'Alcmbert  fournit  d'aboi^  trois 
équations.  Soient  u^dt^  v'dt^  w'dt  les  accroissements  de 
II,  v^  IV,  lorsque  le  temps  t  augmente  de  dl.  Les  compo- 
santes de  la  force  perdue  sont  (X  —  w')(x,  (Y  —  ^')y^% 

(Z  —  iv')  a,  et  celles  de  la  force  eflective  -^-?  -~-5  -7--- 
^  '  ^  €us  p    djr  p    as  p 

Donc,  d'après  les  équations  d'équilibre  des  fluides,  on  aura 

Pour  obtenir  u',  v\  w',  on  doit  différentîer  u,  i',  w, 
en  regardant  Xj  y^  z  comme  des  fonctions  de  f,  dont 
les  accroissements  sont  udt^  vdt^  %vdt,  en  sorte  que 
dx  =  udty  etc.  On  aura  donc 

/in  (in  du  du 

cU  dx  df  dz 

,    ,  ,    ,  dtf  dv  dv  dv 

^    '  ^  dl  dx  df  dz  . 

.        dw  dw  dw  div 

dt  dx  djr  €iz 
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et,  par  conséquent, 

i  dp       ^        fia  du  du  da 

^C— X U- tf- IV  -—y 

p  a.v  dt  dx    .       dy  dz 

,*.  f  ^  dp        ^        dv  dv  do  dv 

(3)  J^JL^Y—- u- (^- (v~, 

^    '  ^  0  djr  dt  dx  djr  dz 

l   dp        _         d(v  dw  dw  dcv 

--7-=Z u- P- ti^-p. 

fi   dz  dt  dx  djr  dz 

741 .  Il  reste  encore  à  trouver  deux  équations  d'équî- 
lîbre  ou  une  seule  si  p  est  constante.  Nous  trouverons 
cette  équation  en  exprimant  que  le  fluide  est  continu. 

Concevons  dans  l'espace  occupé  par  le  fluide  un  petit 
parallélipipède  me  (Jig*  180,  p.  286).  A  chaque  instant 
une  partie  du  fluide  sort  de  ce  volume,  et  une  autre  y 
entre.  La  masse  du  fluide  contenue  dans  ce  parallélipi- 
pède, p  dx  dy  dz^  au  temps  f,  devient  {p-\-'Y\dxdydz 
au  temps  t-k-dt.  L'accroissement  de  masse  est  donc 
-j  dt  dx  dy  dz.  En  vertu  du  mouvement  il  passe  par  la 
face  djdz  une  tranche  fluide  pudtdydz.  Il  passe  par 
la  face  opposée  une  masse  (pwH ^j  dtdjdz.  L'ex- 
cès de  la  quantité  qui  entre  sur  celle  qui  sort  est  donc 
y-  dxdy  dz  dt^  en  supposant  p  u  constant  dans  toute 

l'étendue  de  la  face  mabg  et  de  sa  parallèle.  Or  cette  sup- 
position est  permise,  car  si  Ton  considère  deux  points  h 
et  k  pris  sur  les  faces  md  et  <ze,  la  différence  des  valeurs 
à^pu  en  ces  deux  points  surpasse  la  différence  des  valeurs 
de  pu  aux  points  m  et  a  d'une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  elle-même.  On  obtiendrait  des  expressions 
analogues  pour  les  quantités  de  fluide  acquises  par  les 
autres  faces.  En  exprimant  que  Taccroissement  total  de  la 

masse  est  égal  à  -j-dxdjdz  et  divisant  par  dx  dj  dz  dt, 
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on  aura  donc 

, ,.  dp        dùu        dùP        flùw 

(4  -f  -+--Î-- H- -f--+- -^=0. 

^^'  lit  dx  dy  dz 

Cette  équation  est  connue  sous  le  nom  adéquation   de 
continuité. 

742.  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  ce  qui  arrive 
pour  les  liquides  homogènes  et  incompressibles,  Téqua- 
tion  précédente  devient 

du       do        dw 

dx       dy        ilz 

Elle  suffit  avec  les  équations  (3)  pour  déterminer  toutes 
les  inconnues  en  fonction  de  j:,y,  z,  t, 

743.  Si  le  fluide  est  incompressible,  mais  non  homo- 
gène, la  densité  de  chaque  molécule  est  variable  dans  le 
cours  de  son  mouvement;  mais  elle  varie  à  chaque  instant 
avec  le  temps  dans  un  point  déterminé  et  fixe  m.  La  den- 
sité p  au  point  m  sera  donc  une  fonction  des  coordonnées 
de  ce  point  et  du  temps;  mais  on  peut  considérer  momen- 
tanément x,  j^,  z  comme  reprt^sentant  les  coordonnées 
d^une  même  molécule  dans  son  mouvement.  Ces  coor- 
données deviennent  fonction  de  f,  et  leurs  dérivées  par 
rapport  à  cette  dernière  variable  sont  respectivement  i/, 
p',  \v.  En  difTérentiant  la  valeur  de  p  sous  ce  point  de  vue, 
on  aura  donc 

(5)  î/  -t-  -£  «  -4-  -/  P  +  -^  rt»  z=  o. 

^    '  dt        dx  dy  dz 

En  vertu  de  cette  relation,  Téquation  (4)  revient  aux 
deux  suivantes  : 

dp  dp  du  dp 

.    ,  du        dp        tUv 

^"  dx       dy        dz 
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qui,  jointes  aux  équations  (3),  serviront  à  déterminer  les 
cinq  inconnues  u,  f^,  w,  p^  p  en  fonction  de  x,  y,  2,  t. 

744.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  et  compressible, 
comme  l'air,  on  aura  encore  cinq  équations  en  joignant 
aux  équations  (3)  et  (4)  la  relation  p  =  hp  qui  existe 
entre  la  pression  et  la  densité,  le  coeflicient  k  ne  dépen- 
dant que  de  la  température  de  la  masse  gazeuse. 

745.  Ces  équations  suffisent  pour  déterminer  le  mou- 
vement si  le  fluide  est  indéfini  et  si  Ton  connaît  son  état 
initial,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  w,  f»,  w,  p,  p  en  fonction 
de  a:,  jr^  z  et  pour  t=o.  Mais  si  le  fluide  est  terminé,  il 
faut  y  joindre  des  conditions  particulières.  On  suppose 
que  les  molécules  en  contact  avec  une  paroi  fixe  ou  mo- 
bile y  restent  indéfiniment  et  que  les  molécules  qui  ap- 
partiennent à  la  surface  libre  ne  cessent  jamais  d*en  faire 
partie.  Soit  y(f,  x, y,  z)  =  o  Téquation  d'une  surface 
sur  laquelle  un  point  du  fluide  doit  toujours  demeurer* 
On  a 

/(/  4-  dty  X  -h  u  dty  y  -h  vdty  z  4-  wilt)  =r  o, 

équation  qui  exprime  que  la  molécule  sera  encore  sur 
celle  surface  au  bout  du  temps  t  -H  dt^  et  qui  donne 

df         df        df  df 

Ut  dx  dy  ftz 

Si  la  paroi  est  fixe,  ~-  disparaît,  et  1  équation  se  rédui- 
sant à 

df         df        df 

-— tt-4--— *»-r----«'=rO 
dx  df  dz 

montre  que  la  vitesse  du  point  est  à  chaque  instant  diri- 
gée suivant  une  tangente  à  la  surface. 

Jl  reste  à  considérer  la  surface  libre  du  liquide,  ordi- 
nairement soumise  à  une  pression  u  qui  est  la  même  pour 
tous  les  points,  mais  qui  peut  varier  avec  le  temps.  On 
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aura  pour  cette  surface  p  —  0=0,  d'où 

flp  dp  fin  dp        drs 

at  dx  dy  dz         iii 

équation  qui  détermine  ct. 

746.  On  a  considéré  jusqu'ici  x,  y^  z  comme  élant  les 
coordonnées  d'un  point  déterminé  pris  à  volonté  dans  l'es- 
pace occupé  par  la  masse  fluide.  Sî  l'on  veut  obtenir  le 
mouvement  d'une  molécule  particulière,  ses  coordonnées 
x,  Y^  z  cesseront  d'être  des  variables  indépendantes. 
Elles  dépendent  du  temps,  et  pour  les  connaître  il  faudra 
intégrer  les  équations  simultanées, 

f/r  dr  dz 

dt  '      dt  '      dt  • 

après  y  avoir  remplacé  11,  m,  %v  par  leurs  valeurs  générales 
en  fonction  de  x^  y^  z  obtenues  comme  on  l'a  dit  précé- 
demment. Les  valeurs  de  x^y^  z  renfermeront  comme 
constantes  arbitraires  les  coordonnées  initiales  de  la  mo- 
lécule. 

747.  Lorsque  u,  y^  w  sont  telles,  que  l'on  ait 

udx  -f-  vdy  -\-  tvdzr=  r/^, 

Xdje-h-Ydy-^Zdz  —  dV, 
on  a  (740) 

1  dp        dV         ei^(f         d^  if'<p        d^     d^if  eio    c/'? 

p  ^.r        dx         dx  dt        dx  dx*        dy  dxdy        dz   dxdz 

I  dp        dW         d^ff         dff    d^ff  d^  d^tf        dff    r/'» 

^  dy        dy        dy  dt       dx  dx  dy        dy  dy"*        dz  dy  dz 

I   dp        dV         d^ff  dff    d^^  d^    d^^  r/ç  £/'-p 

p  dz         dz        dzdi       dx  dzdx       dy  dy  dz        dz    dz^' 

d'où,  en  multipliant  par  Jx,  dy^  dz  et  ajoutant,  un  a 
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Les  différentielles  sont  prises  par  rapport  h  x^jr^  z  sans 
faire  varier  t. 

Si  le  fluide  est  homogène,  on  a 


/?-■ 


et,  en  intégrant  Péquation  précédente, 


— s  -  i  [(sr- (g)- (sn 


II  faut  y  joindre  l'équation 


di  €b:  ily  dz 

qui  devient,  pour  un  fluide  incompressible, 

— '  H H =  O. 

dx^        dy^         dz^ 

MOtJVEMEKT   D*UN    FLUIDE  DANS    UNE  HYPOTHÈSE 

PARTICULIÈRE. 

748.  Quand  un  liquide  homogène  est  renfermé  dans 
un  vase  et  s'écoule  par  un  oriGce  horizontal  pratiqué  au 
fond  du  vase,  Texpérience  montre  que  les  molécules  si- 
tuées dans  une  même  tranche  horizontale  à  un  certain 
instant,  y  restent  constamment  tant  qu'elles  ne  sont  pas 
très-voisines  de  Torifice  :  en  d'autres  termes,  les  tranches 
horizontales  infiniment  minces  se  remplacent  successive- 
ment en  demeurant  parallèles  à  elles-mêmes.  On  peut 
négliger  les  vitesses  horizontales,  lorsque  les  sections  va- 
rient peu  dans  toute  Tétendue  du  vase  et  que  leurs  di- 
mensions sont  très-petites  par  rapport  à  la  hauteur.  Il  n'y 
a  plus  alors  que  deux  inconnues,  la  vitesse  verticale  d'une 
tranche  et  la  pression,  à  déterminer  en  fonction  de  la 
dislance  de  la  tranche  à  un  plan  horizontal  et  du  temps. 
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Prenons  l'axe  des  x  vertical  et  dans  le  sens  de  la  pesan- 
teur. En  conservant  les  notations  du  n^  739,  nous  aurons 

1^  —  g;    Y  —  o,     Z  —  o. 

dn 
L  équation  —  =  p (X  —  v!)  (740)  devienara 

,  ,  dp  l  du  du\ 

et  les  deux  autres  équations  (i)  du  n°  74U  se  réduiront  à 

dp  dy 

car  on  a 

Y  =  0,       p'rr-O,      Z  =  o,       «»':rr:0. 

On  exprimera  bien  simplement  Thypothèse  du  paral- 
lélisme des  tranches  en  égalant  la  quantité  de  liquide 
qui  passe  par  une  tranche  quelconque  à  celle  qui  sort 
par  Torifice  pendant  le  temps  dt.  Soient  tù  la  section  de 
la  tranche  à  la  hauteur  x,  fî  Taire  de  rorifice  et  U  la  vi- 
tesse des  molécules  à  cet  orifice.  Les  quantités  de  liquide 
qui  passent  par  les  aires  o)  et  A  pendant  le  temps  dt  sont 
tùudt  et  Q\^dt  :  ou  doit  donc  avoir 

,  .  nu  . 

Les  vitesses  u  et  U  se  rapportent  au  même  temps  f .  U  est 
une  fonction  de  t  seulomcnl,  ii  une  fonction  de  x  et  de  t. 
Eliminant  u  entre  (i)  et  (a),  on  a 

et,  en  intt'grant  par  rapport  à  x, 

n»U» 


(4)  /'^C-^-^px^pa—  /  — -p' 


aoi" 
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C  est  une  quanlîté  indépendante  de  x,  mais  qui  peut  être 
une  fonction  de  t. 

Soient  P  la  pression  constante  exercée  sur  la  surface 
supérieure  du  liquide  et  Pla  pression  à  Torifice.  On  aura 
P  =  P'  si  tout  l'appareil  est  dans  le  même  milieu.  Soient 
h  la  distance  du  niveau  au  plan  des  xj  et  /  la  distance  du 
niveau  à  Torifice.  On  aura  p  =  P  pour  x  =  A,  d'où 

en  appelant  O  la  section  du  vase  à  la  hauteur  du  niveau, 
et  par  suite 

(5)  /,=  P+ffp(x-/o-pn_J^  __p__(^___j. 

Pour  X  =  A  4-  /  on  a  p  =  P',  w  =:  ïî,  et  si  Ton  pose 


X 


il  vient 


—  =/7l,        P_P'=:^pO\ 


(6)  ^(/^^)^.a5-^l(,-g)u'. 

Maïs  ici  nous  développerons  deux  cas,  suivant  que  le 
niveau  du  liquide  sera  constant  ou  variable. 


niVEAtJ    COnSTANT. 

749.  On  tire  de  1  équation  (6) 
cil  posant 
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En  intégrant  Téquation  (7),  on  a 


~"Â7    7\/  — aUJ 


SI  Ton  suppose  les  vitesses  nulles  pour  f  =0,  on  aura 
c  ^=  I,  et  Féquation  résolue  par  rapport  à  U  devient 

/.   1 ^     mQ 

V=:-^- - 

a  -ilî 

U   étant   déterminée,    on   connaîtra   u   par  Téquation 
u  = et  p  par  Féquation  (5). 

750.  La  valeur  de  U  montre  qu'après  un  certain  temps, 
d'autant  plus  court  que  il  est  plus  petit,  cette  quantité  sera 

sensiblement  constante  et  égale  a  -  ou  a 


v 

u  et  p  convergent  vers  des  limites  correspondantes. 


^  a  \  /  a' 


Si  Ton  néglige  le  carré  de  -9  la  limite  de  la  vitesse 


sera  ^^g(i  -4-  S)  ou  ^ag/  quand  $  sera  nul,  c'est-à-dire 
si  la  pression  extérieure  est  la  même  à  Torifice  et  au  ni- 
veau du  liquide.  Cette  vitesse  est  donc  la  même  que  celle 
qu'acquerrait  un  corps  pesant  en  tombant  dans  le  vide 
d'une  hauteur  égale  à  celle  du  liquide  dans  le  vase.  Ce 
résultat  constitue  ce  qu'on  appelle  le  principe  de  Torii- 

ce  m. 

751 .  Quand  la  vitesse  U  est  devenue  constante,  on  a 

dV 

etTéquation  (5)  se  réduit  à 
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or.  dans  Tétat  d^équilibre,  la  pression  serait  égale  à 
P-hgp(x  —  h)  :  elle  est  donc  moindre,  dans  Télal  de 
mouvement,  pour  les  sections  telles  que  Ton  ait  o)  <^  O, 
c'est-à-dire  pour  celles  dont  l'aire  est  moindre  que  la  sur- 
face libre  du  liquide.  Elle  est  au  contraire  plus  grande 
pour  les  sections  dont  les  aires  sont  plus  grandes  que  O. 

752.  Le  volume  V  du  liquide  qui  est  sorti  du  vase  au 
bout  du  temps  t  s^obtient  en  intégrant  QVdt  entre  les 
limites  o  eii.  On  aura 

II  2 


Û»         O 


2 


Au  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra  négliger  la  se- 
conde exponentielle,  et  Ton  aura  sensiblement^  en  met- 
tant pour  k  sa  valeur  ^2g(/-H  $} , 


V  û»  ~  ô«      ^'  ""  O' 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  le  volume  qui 
serait  sorti  si  la  vitesse  avait  été  dès  Torigine  égale  à  sa 
limite. 

NIVEAU    VARIABLE. 

753.  Dans  ce  cas  m  et  O  sont  des  fonctions  connues 
de  h  par  Téquation 

a  désignant  la  distance  constante  de  Torifice  à  l'origine 
des  X,  II  faudra  exprimer  que  la  quantité  de  liquide 
écoulée  dans  un  intervalle  de  temps  dt  est  égale  au  vo- 
lume compris  entre  les  deux  niveaux  correspondants  au 
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coinmencemeiit  el  à  la  fin  de  cet  intervalle.  On  a  ainsi 

Téquaiion 

dh      nU 

L'équation  (6)  devient,  en  remplaçant  l  par  a  —  //, 

g{a  ^  9  —  h)  -^  hid/-^  -f-  laUM -i-  —  :;^  V 
*^  ^  dt       %        \œ      07 

En  éliminant  dt  entre  ces  deux  équations  et  posant 
U*  =  ag:^,  on  aura 

^2        O  /  T  1  \  0    , , 

dh        m\Q}        0*7  //iU^^  ^  * 

équation  linéaire  qu'on  sait  intégrer.  Lorsque  z  sera 
connu  en  fonction  de  A,  on  connaîtra U  et  par  suile  f.  La 
quantité  de  liquide  écoulée  se  déterminera  en  calculant 
le  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  initial  et  le 
niveau  variable. 

754.  Si  l'orifice  £l  est  très-petit,  Téquation  (6)  se  ré- 
duit à 

ce  qui  donne  pour  U  la  vitesse  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  £  =  00  •  La  vitesse  que  donne  Texpérience 
est  moindre  que  celle  calculée  par  cette  formule,  dans  le 
rapport  de  0,6a  à  i,  rapport  à  peu  près  constant. 

MOUVEMENT    PERMANENT    D'UN    LIQUIDE 

755.  Il  peut  arriver  qu'un  liquide  soit  animé  d'un 
mouvement  permanent,  c'est-à-dire  tel,  qu'en  un  point 
quelconque  la  pression  soit  toujours  la  même  et  que  la 
vitesse  de  chaque  molécule  qui  passe  par  ce  point  soit 
aussi  constante  en  grandeur  et  en  direction;  d'où  il  suit 
que  des  molécules  qui  à  des  époques  différentes  occupent 
une  même  position  parcourent  la  même  trajectoire  d'une 
manière  identique. 
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Le  principe  de  d'Alembert  fournit  les  trois  équations 

qui  expriment  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
dans  la  masse  fluide;  p  désigne  la  pression  en  un  point 
quelconque  m,  dont  les  coordonnées  a?,j^,  z  sont  consi- 
dérées comme  des  variables  indépendantes.  La  molécule 
fluide  {X  qui  passe  par  ce  point  m,  au  bout  du  temps  ty 
a  aussi  pour  coordonnées  x^  j^  z  à  cette  époque;  et 
si  Ton  suit  cette  molécule  dans  son  mouvement,  ses 
coordonnées  deviennent  des  fonctions  du  temps  et  pren- 
nent après  le  temps  dt  qui  succède  au  temps  t  des  ac- 
croissements qu^on  désigne  par  dx^  dy^  dz.  Les  compo- 

1       1       /•  rr        »  d^X      d^Y      d^Z 

santés  de  la  lorce  eliective  sont-r—j  -r—j  ---»  or,  y,  z 

dt^      de*     dt^        '  "^ 

éiant,  comme  nous  le  disons,  fonctions  de  t  pour  la  molé- 
cule mobile  que  Ton  considère,  ce  que  nous  supposerons 
toujours  dans  ce  qui  va  suivre. 

En  multipliant  les  trois  équations  (i)  respectivement 
par  dxy  dj'y  dz^  on  obtient 

(dxd^x  -+-  dyd^Y  -4-  dzd^z) 
dp  =z  p  {Xflx  +  Ydf  4-  Zdz)  -  p  ^  x-^ajaj^aza  z) 

ou 

(2)  dp=zp  {Xdx  -+-  Ydf  JrZdz)  —  ^  (h^ 

V  est  la  vitesse  de  la  molécule  ^  à  Tépoque  t  où  elle  passe 
au  point  /7i,  et  dp  est  Taccroissement  de  la  pression  quand 
on  passe  du  point  m  au  point  où  arrive  cette  molécule 
après  le  temps  dt^  la  pression  en  un  même  point  étant 
toujours  indépendante  du  temps. 

Stiru.  —  iWtx'.  II.  aa 
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756.  Cette  équation  peut  s'appliquer  à  un  liquide  pe- 
sant, dont  le  niveau  est  entretenu  à  une  hauteur  constante 
et  qui  s^écoule  hors  du  vase  qui  le  contient  par  un  oriGce 
pratiqué  à  sa  partie  inférieure.  On  a  pour  le  mouvement 
d'une  molécule  quelconque,  en  prenant  Taxe  des  z  ver- 
tical et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

(3)  dpz=zg^dz prff»*. 

Eu  intégrant  entre  deux  points  quelconques  de  la  trajec- 
toire dont  les  distances  au  plan  des  xy  soient  z^  et  r,  il 
vient 

(4)  p—p*'-^g?{^—^)  —  \?{^'*  —  ^\)y 

po  et  (>o  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premier  point, 
p  et  f/  au  second. 

757.  Supposons  que  la  surface  supérieure  du  liquide 
soit  plane  et  soumise  en  tous  ses  points  à  une  pression 
égale  et  constante  P^.  Si  nous  faisons  dans  Téquation  (3) 
z^  =  o,  po  =  Po)  le  premier  des  deux  points  que  Ton  con- 
sidère sera  pris  à  la  surface  supérieure  du  liquide,  et  Ton 
aura 

Si  le  vase  est  percé  d^un  petit  orifice  à  la  partie  inférieure 
à  une  distance  h  au-dessous  du  niveau  supérieur,  on  peut 
admettre  que  tous  les  points  qui  passent  par  cet  orifice 
ont  la  même  vitesse  t^,  en  sorte  que  pour  x  =  A  il  n'y 
ait  qu'une  valeur  de  v*.  En  désignant  par  P  la  pression 
extérieure  qui  s'exerce  à  l'orifice,  on  aura 

OU 
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en  posant  P^^  —  V  =  gpk^  k  devant  être  positive  ou  né- 
gative suivant  que  P  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  Po. 

On  voit  que  la  vitesse  u^  doit  être  la  même  pour  toutes 
les  molécules  situées  à  la  surface  supérieure  du  liquide. 

Soient  0)  l'aire  de  Torifice  et  Cl  Taire  de  la  section  du 
vase  par  le  plan  du  niveau  supérieur  :  on  a 

car  la  quantité  de  liquide  qui  sort  du  vase  par  Torifice  o) 
pendant  le  temps  dt  et  qui  a  pour  expression  (ùv^dt^  la 
direction  de  la  vitesse  \f  étant  sensiblement  verticale,  est 
égale  à  une  tranche  de  liquide  située  à  la  partie  supé- 
rieure ayant  pour  base  Taire  îl  et  pour  hauteur  i^^dt^  la 
vitesse  x^^  étant  aussi  verticale. 


On  a  donc 


0» 

—  p 


et 


''(i-^)  =  2^-(^  +  ^)» 


d'où 


h^(h  H-X-) 


758,  Si  le  rapport  —est  très-petit,  on  a  à  très-peu  près 


p  m  \l'^g[h  -f-  k)  : 

et  si  la  pression  est  seusiblement  la  même  à  la  partie  su- 
périeure du  liquide  et  à  ToriGce,  on  a 


en  négligeant  l\ 


aa. 
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o 

VIBRATIONS  DES  GAZ  DANS  LES  TUYAUX  CYLINDRIQUES. 

Équation  du  mouTement —  Cas  du  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.— 
Tuy&u  fermé  &  uoe  extrémité  et  indéfini  dans  un  seus.  —  Tuyau  indé- 
^ni  dans  un  sens  et  ouvert  dans  un  milieu  gaseux  de  densité  coastaule. 
—  Tuyau  limité  ouvert  à  ses  deux  cxtrémitcs. 


ÉQUATION    DU    MOUVEMENT. 

759.  Dans  Tétat  naturel  d'équilibre  d*un  gaz,  sa  force 
élastique  zs  est  égale  à  gmh,  g  étant  la  pesanteur,  m  la 
densité  du  mercure  et  h  la  hauteur  de  la  colonne  de  mer- 
cure qui  fait  équilibre  à  la  pression  de  ce  gaz. 

?]ous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos 
qui  sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes 
du  tuyau,  se  déplacent  d^un  mouvement  commun  paral- 
lèlement aux  arêtes. 

Soient  X  et  a:  +  ^  les  distances  à  un  point  fixe  de 
deux  plans  infiniment  voisins,  M,  M',  perpendiculaires 

Fig,  189.  aux  arêtes,  qui  com- 

^  ^  prennent  entre  eux 

une  tranche  dont  la 


''////^■/y 
^ /////' 


0  M       M'      N      N'      *     masse  est  pctdx^  en 

désignant  par  p  la  densité  du  gaz  en  repos  et  par  a  la 
section  transversale  du  tuyau.  Après  le  temps  t,  cette 
tranche  s'est  transportée  en  NN'^  nous  désignerons  paru 
le  déplacement  IVIN  des  molécules  qui  étaient  d'abord 
dans  le  plan  M  \  u  sera  une  fonction  des  deux  variables 
X  ei  t  qu'il  faudra  déterminer.  L'épaisseur  de  la  tranche 
MM'  est  dxy  et  celle  de  la  tranche  NN'  est  dx  +  du  ou 

dx  [i  -t'-r-]  '  et   comme  ces   tranches  contiennent  la 
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même  masse  de  gaz,  les  forces  élastiques  du  gaz  en  M  ei 
en  N  doîviînl,  d'après  la  loi  de  Mariotte,  êlre  en  raison 
inverse  des  volumes  des  deux  tranches,  et  par  consé- 
quent de  leurs  épaisseurs,  ce  qui  donne,  en  appelant/?  la 
force  élastique  ou  la  pression  du  gaz  en  N  rapportée  à 
Tunité  de  surface, 

•  p  dx  I 


ou 


o        dx  -^  du  du 

dx 

''  =  ''('-ê)' 

en  négligeant  le  carré  de  la  dilatation  -j-  qui  est  très- 

dx    * 

petite. 

La  pression  sur  la  face  N  de  la  tranche  MN'  étant  ap 

ou  ats  [  I  —  —  j  >  on  aura  la  pression  ap'  sur  l'autre  face 

en  changeant  x  en  x-h  dx  dans  l'expression  de  ap^  ce 
qui  donne 

/  du         d^ii        \ 

OLp   r:r  a  O  I  1 ; —  dX  |  • 

'^  \         dx        dx'        ) 

d^n 
La  différence  de  ces  deux  pressions  au  --r-^  dx  est  la 

force  motrice  de  la  masse  de  gaz  comprise  dans  la  tranche 
NN',  masse  égale  à  padx.  En  divisant  la  force  motrice 
par  la  masse,  on  aura  pour  Texpression  de  la  force  accé- 
lératrice 

u  d^u 


dx 


.3 


Si  la  tranche  n'était  pas  considérée  comme  solide, 
cette  force  accélératrice  serait  celle  du  centre  de  gravi  le 
de  cette  tranche  MN',  en  y  supposant  toute  la  masse  réu- 
nie. Or  on  peut  dire  que  ce  centre  se  meut  comme  la 
base  N  dont  il  est  infiniment  voisin. 
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Si  la  tranche  est  sollicitée  encore  par  une  force  accé- 
lératrice  étrangère,   on  aura  pour  force   accélératrice 

-  —j  -h  X,  qu  il  faudra  égaler  a — — -  ou  simple- 

ment  a  -— ?  puisque  x  ne  varie  pas  avec  t. 

On  a  donc  pour  le  mouvement  d'une  tranche  Tcquation 


d* 
di 

u 

a 

tn  d^u 
p    dx* 

et, 

s  il  ny  a 

pas 

de  foi 

rce  étrangère^ 

d^u 

a  d^u 

• 

di^ 

p   dx' 

ou 

(t) 

d'il 
dt* 

d'il 

en 

posant 

a^-. 

CT        gmh 

CAS  DU  TUYAU  INDÉFINI  DANS  LES  DEUX  SENS. 

760.  L'intégrale  de  l'équation  (i)  est 

(2)  a  ^z  y(x -r- «/) -h  ^I»  (x  —  at). 

On  déterminera  les  fonctions  cp  et  ^  si  Ton  connaît  le 
déplacement  initial  u  pour  t  =  o  de  chaque  tranche  à 

du. 

partir  de  sa  position  d'équilibre  et  sa  vitesse  initiale  -3-9 

qui  seront  des  fonctions  données  de  x»  Mais,  au  lieu  da 
déplacement  n  pour  ^  =  o,  nous  supposerons  donnée  la 

dilatation  initiale  —  pour  f=:o.  Ainsi  l'on  doit  avoir 

pour  f  =  o 
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Or  la  formule  (2)  donne 

-£  ^ /(x -4- «0 + y  {*  -  "0. 
(3)       { ^; 

—  =  a[ç'(x-i-aO  -  -yix  —  at)]. 

En  faisant  I  =  o,  on  aura 

9'(x)+f  (x)=/{x), 

et  conséquemment 

(4)  { 

f(--)-^[/t')-^/.w]- 

761.  Supposons  que  la  partie  primitivement  ébranlée 
s'étende  dea:=o  k  x  =  l  seulement.  Alors  les  fonctions 

Fi(j.  190.  ^  \    /         ,       ^    ' 

par  conséquent  aussi 


©'(x)  et  y  (.r)  sont 
nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x  non  comprises  entre 
o  et  /. 

Considérons  d'abord  un  point  situé  au  delà  de  rëbran- 
lement  initial  OL  du  côté  des  x  positives.  Son  x  étant 
plus  grande  que  /,  x -h  at  sera  à  fortiori  plus  grande 
que  /,  t  étant  positif;  on  aura  par  conséquent 

9'  (x  -h  at)  =  o 
et 

-=f(x-aO, 

—  =  -  af  (or  -  at), 

et  pour  que  ces  valeurs  de    -  et  —  ne  soient  pas  nulles, 
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il  faut  que  x  —  at  soit  comprise  cnti^  o  et  /,  ou  qu'on 
ait  x'^at  et  XK^^tit  +  l^  c'est-à-dire  qu^au  bout  du 
temps  t  il  n^y  a  de  mouvement  au  delà  de  OL  que  dans 
une  portion  CD  du^  tuyau  d'une  longueur  égale  à  /.  Cette 
portion,  qu'on  appelle  onde^  est  constituée  d'une  ma- 
nière invariable  qui  ne  dépend  que  de  la  fonction  ^'.  Elle 
s'éloigne  indéfiniment  de  OL  avec  une  vitesse  constante 
a;  il  ne  faut  pas  confondre  ce  déplacement  de  l'onde 
avec  le  mouvement  d'une  molécule  qui  ne  dure  que  pen- 
dant le  temps-;  car  il  résulte  de  x  —  af >>o  et  <[/ 
qu'une  même  molécule  ne  commence  à  se  mouvoir  qu^a- 
près  un  temps  égal  à  ' et  ne  revient  au  repos  qu'a- 


près un  temps  égal  à  -  • 

Pour  une  tranche  quelconque  de  cette  onde,  il  y  a  un 

rapport  constant  a  entre  la  vitesse  et  la  dilatation,  car  on 

a  la  relation 

du du 

dt  dx* 

762.  Pour  les  points  à  gauche  de  Torigine  O,  x  étant 

négative,  on  a 

^'(a:  —  at)  =o 

et       • 

du  , ,  .        du  ,  . 

^  "=  ^  (**  "^  "^^^    Tt  ^  ""^^"^  "*"  "'^ ' 

d'ailleurs  c^'^x-h^t)  est  nulle  quand  x  n'est  pas  com- 
prise entre  —  at  et  —  af  -f-  /. 

Le  mouvement  se  propage  donc  aussi  vers  les  x  néga- 
tives par  une  onde  CD'  dont  la  nature  dépend  de  la 
fonction  ^'  et  qui  se  transporte  à  gauche  du  point  O  avec 
une  vitesse  uniforme  égale  à  a. 

Une  même  molécule  est  en  mouvement  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à  -»  depuis  t> jusqu'à 
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/ X 

t  << •  Dans  chaque  tranche  on  a  la  relation 

da  du 

dt  dx' 

763.  Quant  aux  points  situés  entre  O  et  L,  —  et  — 

dépendent  d'abord  des   deux  fonctions   (f'[X'\-ai)    et 
^' [x  —  ai).  Ces  deux  fonctions   s'annulent  dès  que  t 

surpasse  -9    de  sorte   qu'après   ce   temps -là  toute  la 

partie  OL  reste  en  repos,  et  il  y  a  deux  ondes  qui  s'en 
éloignent  à  droite  et  à  gauche,  comme  nous  l'avons  dit. 
Le  mouvement  se  propagerait  par  une  seule  de  ces 
deux  ondes,  si  Tébranlement  initial  était  tel,  qu'on  eût, 
dans  la  partie  OL,  (p^(x)  =  o  ou  ({i'(x)  =  o,  ce  qui, 
d'après  les  formules  (4)9  revient  à  supposer  la  relation 

du  du  du  du 

at  ax.  ut  tlJS 

764.  Si  l'ébranlement  initial  avait  lieu  dans  plusieurs 
parties  du  tuyau  séparées  par  des  intervalles  en  repos,  il 
suffirait  de  supposer  les  fonctions  ^'(x)  ei  ^' (x)  nulles 
dans  ces  intervalles  pour  rentrer  dans  le  cas  qui  précède 
d'un  ébranlement  limité;  chaque  partie  ébranlée  doit 
donner  naissance  à  deux  ondes  qui  s'en  vont  à  droite  et 
à  gauche  avec  la  vitesse  uniforme  a. 


TUYAU    FEEMÉ    À    UNE    EXTRÉMITÉ   ET    INOÉFINI 

DANS    UN  SENS. 

763.  En  prenant  pour  origine  des  x  l'extrémité  fer- 
mée, on  aura  la  condi- 

Fiij.  !9i. 

.       du 


L'  K'  0  L  K     tion— =  opour  a:  =  o, 

quel  que.  soit  t.  Les  fonctions  (f{x)   et  ^  (x)  ne  sont 
données  que  pour  les  valeurs  de  x  positives. 
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La  condition  —  .=  o  pour  x=o  donnera,  quel  que 

soit  t  (positif  ou  négatif  si  Ton  veut  que  les  états  anté- 
rieurs à  Torigine  du  temps  soient  représentés  aussi  bien 
que  ceux  qui  suivent), 

ou,  en  désignant  par  z  une  variable  quelconque,  positive 
ou  négative, 

(5)  ,'(z)--.-y{-z). 

Cette  équation  détermine  les  fonctions  f  '  et  ^'  pour  les 
valeurs  négatives  de  la  variable,  ces  fonctions  étant  don- 
nées pour  les  valeurs  positives. 

Les  valeurs  (3)  de  -r-  et  de  —  ainsi  déterminées  pour 

des  valeurs  quelconques  de  a:  et  de  t  sont  les  mêmes  que 
si  le  tuyau,  n'étant  pas  fermé  en  O,  s'étendait  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens,  Péiat  initial  étant  choisi  du  côté 
où  Ton  prolonge  le  tuyau  de  la  manière  qui  vient  d'être 
indiquée. 

Dans  cette  hypothèse,  en  changeant  a:  en  —  x  dans  les 
formules  (4)i  on  aura,  pour  la  dilatation  et  la  vitesse  de 
la  tranche  qui  répond  à  Tabscisse  —  x,  en  ayant  égard  à 
la  relation  (5), 

Ainsi  dans  deux  sections  à  égales  distances  de  l'ori- 
gine O,  la  dilatation  est  la  même  et  les  vitesses  sont  égales 
et  de  signes  contraires. 


CINQUAUTE- SEPTIEME    LEÇON.  347 

Il  suffit  que  cette  propriété  ait  lieu  à  Torigine  du 
temps  pour  quelle  ait  lieu  à  une  époque  quelconque; 
car  pour  qu  elle  ait  lieu  quand  t  =  o,  on  retrouve  la 
condition 

?'w=f(-«)- 

766.  Si  rébranlement  initial  est  renfermé  dans  un 
espace  limité  KL  entre  les  abscisses  k  et  k  +  ly  il  don- 
nera naissance  à  deux  ondes  animées  ^es  vitesses  a  et 
—  a,  et,  d'après  ce  qui  précède,  il  y  aura  deux  ondes 
symétriques  de  celles-ci,  s'écartant  à  droite  et  à  gauche 
de  l'intervalle  K'L'  symétrique  de  KL. 

Celles  qui  s'éloignent  de  Torigine  O  n'éprouveront  au- 
cune altération.  Quant  aux  deux  autres,  elles  arriveront 
en  même  temps  en  O,  et,  continuant  leur  route,  elles  se 
composeront  en  se  }iénétrant^  de  sorte  que  les  valeurs 

j    du       du  .  .  j  j 

de  -r-  et  -7-  en  un  même  point  commun  aux  deux  ondes 
dx       dt  '^ 

seront  les  sommes  des  valeurs  qu'elles  ont  dans  chaque 
onde;  puis  ces  deux  ondes,  après  s'être  traversées  et  sépa- 
rées, continueront  leur  marche  sans  altération. 

On  voit,  d'après  leur  symétrie,  que  l'effet  produit  dans 
le  tuyau  réel  est  le  même  que  si  les  diverses  tranches  de 
l'onde,  qui  s'approche  du  plan  fixe  O,  se  repliaient  sur 
elles-mêmes  en  conservant  la  même  densité  et  prenant 
une  vitesse  égale  en  sens  contraire.  Après  que  toutes  ces 
tranches  seront  arrivées  en  O,  on  aura  une  onde  se  diri* 
géant  du  côté  des  x  positives,  et  qui  ne  sera  autre  chose 
que  la  première  renversée,  comme  on  vient  de  le  dire. 
C'est  en  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement  sur 
un  plan  fixe. 

TUYAU  INDÉFINI  DANS  UN  SENS  ET  OUVERT  DANS  UN  MILIEU 

GAZEUX  DE  DENSITÉ  CONSTANTE. 

767.  On  admet  que  la  force  élastique  du  gaz  à  l'ou- 
verture O  du  tuyau  est  la  même  que  celle  du  gaz  extérieur 
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en  repos,  et  par  conséquent  la  dilatation  —  est  nulle 

,              ,               /        dfi\ 
pour  j:  =  o,  a  cause  de  p  =  n  li )• 

Il  en  résulte,  quel  que  soit  t, 

ou 

(6)  ^'{z)^^'(^z)=o. 

En  supposant  le  tuyau  et  le  fluide  prolongés  indéflni- 
ment  à  gauche  de  O,  on  aura,  diaprés  les  formules  (5) 
et  (6),  pour  la  tranche  dont  Tabscisse  est  —  x, 

=  û  [-  f  (  X  -  «0  -^  ?'  (^  +  «0]  =  \^]' 

Ainsi,  dans  deux  sections  également  distantes  de  Tori- 
gine,  les  vitesses  sont  égales  et  de  même  signe,  et  les  dila- 
tations égales  et  de  signes  contraires. 

Il  suit  de  là  que  sî  rébranlement  initial  n^a  lieu  que 
dans  une  étendue  limitée,  il  y  aura  dans  le  tuyau  réel 
une  onde  s'éloignant  indéBniment  de  Forigine,  et  dans 
le  tuyau  prolongé  indéGniment,  deux  autres  ondes  mar- 
chant vers  Torigiiie,  se  pénétrant  et  se  traversant  sans 
s^ altérer,  de  sorte  que  dans  le  tuyau  réel  à  un  instant 
quelconque  se  trouvera  Tonde  qui  se  dirigeait  d*abord 
vers  l'origine  et  qui  s'y  réfléchit  ensuite  de  manière  à 
former  une  nouvelle  onde  dirigée  en  sens  contraire  \  les 
vitesses  dans  les  différentes  sections  sont  les  mêmes  et  de 
même  sens  que  quand  Tonde  s*approchait  de  Torigine, 
tandig  que  la  dilatation  change  de  signe. 
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C'est  en  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement 
sur  un  milieu  de  densité  constante. 

TUTAU  FERMÉ  À  SES  DEUX  EXTRÉMITÉS. 

768.  L*état  du  fluide  dans  ce  tuyau  fermé  est  toujours 
représenté  par  les  formules  (3)  en  supposant  le  tuyau  et 
le  fluide  prolongés  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Mais 
ici  il  faut  déterminer,  pour  les  valeurs  quelconques  de  la 
variable  Xy  les  deux  fonctions  (f  (x)  et  ^  (x),  qui  ne  sont 
connues  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et/, 
/  étant  la  longueur  du  tuyau  fermé. 

U  faut  exprimer  que  la  vitesse  —  est  nulle  pour  x  =  o 

et  pour  a:  =  /,  quel  que  soit  t^  ce  qui  donne,  en  faisant 

On  connaît  ^'  (l  —  2),  z  étant  entre  o  et  l\  donc  on 
connaît  aussi  f'(/  +  z).  Ainsi  ^' (z)  est  connue  pour  les 
valeurs  de  z  plus  petites  que  a/. 

En  changeant  zexil-\-  z  dans  la  seconde  équation,  elle 
donne 

ç'(2/+z)=f(-»), 

et  comme  on  a  aussi 

il  s^ensuit 

La  fonction  9^(2)  reprend  donc  la  même  valeur,  quand 
la  variable  z  augmente  de  a{.  Il  en  est  de  même  de 
«{/'  ( —  z),  car  la  formule 

« 

?'(*)=f(--) 

donne 
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II  suit  de  la  périodici  lé  des  fonctions  (^'  et  ^'  que  la  dila- 
tation et  la  vitesse  redeviennent  les  mêmes  en  un  même 
point  du  tuyau  à  des  époques  distantes  les  unes  des  autres 

d'un  intervalle  T  =r  — • 

a 

• 

769.  On  peut  encore  établir  ce  fait  en  considérant  que 
Fébranlement  initial  donne  naissance  à  deux  ondes  qui 
marchent  en  sens  inverse  et  vont  successivement  se  réflé- 
chir aux  deux  extrémités  suivant  les  lois  qui  ont  été  expli- 
quées précédemment. 

Après  avoir  subi  deux  réflexions  et  parcouru  des  che- 
mins égaux  à  deux  fois  la  longueur  du  tuyau,  elles  vien- 

nent,  au  bout  d'un  intervalle  de  temps  égal  à  — 9  repro- 
duire, en  se  composant,  l'état  initial  ;  et  cet  eflet  se  répé- 
tera de  nouveau  indéfiniment  • 

TUYAU    LIMITÉ    OUVERT   À    SES    DEUX    EXTRÉMITÉS. 

du 

770.  On  doit  avoir,  quel  que  soit  f ,  —  =  o  pour  x  =  o 
et  or  ^^  /,  ce  qui  donne,  quel  que  soit  ^, 

cf'  (z)  et  ^'  (z)  sont  données  pour  les  valeurs  de  z  com- 
prises entre  o  et  /.  Donc  cy'  (/  -h  z)  est  connue  pour  ces 
mêmes  valeurs,  d'après  la  deuxième  équation.  Et  par 
conséquent  ç' (z)  est  connue  depuis  5  =  0  jusqu'à  5  =  2/. 
En  changeant  z  en  z  -h  /,  cette  deuxième  équation  donne 

y'(2/-f-z)  4-4>'(  — «)  —  O, 

et  comme  on  a  aussi 

î'(*)-i-f{-*)  =  o,  . 
il  en  résulte 

et  de  même 

f(-*)=f(-a/-«). 
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L*état  du  tuyau  est  donc  encore  périodique  et  redevient 

2/ 
le  même  après  chaque  intervalle  de  temps  égal  à  — » 

conclusion  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  réflexion  des 
ondes.. 


TUTAU  LIMITÉ  OUVEKT  À  UNE  EXTRÉMITÉ  ET  FERMÉ 

À  l'autre. 

771 ,  On  doit  avoir,  quel  que  soit  r,  —  =  o  pour  x  =  o, 
et  —  =  o  pour  x  =  l\  ce  qui  donne 

quel  que  soit  2. 

Ces  équations  déterminent  les  fonctions  ^  {^)  ^^^'  (^) 
pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  z,  quand 
on  les  connaît  pour  les  valeurs  positives  plus  petites  que  /. 

La  seconde  équation  donne 

et  là  première 

f(- *)  =  -,'(,). 

Donc 

de  sorte  que  la  fonction  ^(z)  change  de  signe  quand  la 
variable  augmente  de  a/  :  par  conséquent  si  z  augmente 
de  4^9  1^  fonction  reprendra  sa  première  valeur^  car  on 
aura 

La  f(mction  ^'  (z)  aura  la  même  période  4/9  puisque 

ç'(z)-+-x|.'(— Z)=:0. 

'Ainsi  l'état  du  tuyau  ne  redevient  le  même  qu^après  un 
intervalle  de  temps  égal  à  —• 


352       COURS  DE  MÉCANIQUE.  —  CINQUAHTE-SEPTIEUB  LEÇOM . 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  considérant  le 
mouvement  des  deux  ondes  qui  proviennent  de  Tébraule- 
ment  initial,  leurs  réflexions  successives  aux  deux  exlré- 
mites  du  tuyau  et  leur  retour  aux  parties  primitivement 
ébranlées,  après  avoir  parcouru  des  chemins  égaux  a  4^ 

dans  un  temps  égal  à  —  • 
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NOTES. 


NOTE  I. 

UÉMOIRB    {*)    SVR    QUELQUES    PROPOSITIONS    DE    MECANIQUE 

RATIONNELLE. 

Le  illéorème  de  Carnot  sur  la  perle  de  force  vive  qui  a 
lieu  dans  un  système  dont  certaines  parties  dénuées 
d'élasticité  changent  brusquement  de  vitesse  en  se  cho- 
quant, a  été  étendu  par  quclqiles  auteurs  à  tous  les  chan- 
gements brusques  de  vitesse  produits  par  des  causes  quel- 
conques. La  démonstration  de  Carnot  n'étant  pas  fondée 
sur  la  considération  des  actions  mutuelles  développées 
entre  les  molécules  dans  le  choc,  semblait  se  prêter  h 
cette  extension  de  son  principe.  Mais,  après  un  examen 
plus  approfondi,  plusieurs  géomètres  ont  été  conduits  à 
juger  cette  démonstration  de  Carnot  insuffisante,  et  à  res- 
treindre considérablement  la  généralité  de  son  théoràme. 
On  savait  déjà  qu'il  n*avait  pas  lieu  dans  le  choc  des  corps 
élastiques  :  on  a  cru  devoir  le  borner  au  cas  des  change- 
ments brusqués  de  vitesse  dus  au  choc  proprement  dit 
entre  des  corps  dépourvus  d'élasticité,  en  observant  que 
pour  ce  cas  même  il  ne  donne  qu'une  partie  de  la  perte 
de  force  vive  du  système,  quand  il  y  a  frottement  entre 
les  corps  en  contact  :  qu'il  faut  d'ailleurs  que  les  vitesses 
des  points  en  contact  dans  le  sens  de  la  normale  commune 
aux  surfaces  des  deux  corps  qui  se  touchent  soient  les 


(')  On  n'a  pas  trouve  de  rédaction  suivie  de  ce  Mémoire  dans  ]e« 
papiers  de  M.  Stnrm,  mais  seulement  des  parties  détachéesi  couvertes  de 
ratures.  On  a  réuni  ici  tous  ces  fraf^ments,  en  8*aidant,  pour  les  coordon- 
ner el  les  compléter,  de  Tanalyse  du  Mémoire  donnée  par  l'Auteur  dan» 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  l"* Académie  des  Sciences,  t.  Xllli  p.  io.'|ô 

Sti  BM.  -  •  3/«rr.  II.  33 
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mêmes  n  la  fin  du  choc,  et  qu'enfin  les  conditions  ou 
liaisons  géométriques  auxquelles  les  points  du  système 
sont  assujettis  ne  doivent  pas  changer  de  nature  avec  le 
temps.  iM.  Poisson  a  remarqué  qu'une  explosion  ou  une 
production  subite  de  forces  qui  séparerait  brusquement 
des  corps  d'abord  en  contact,  doit  toujours  donner  lieu  à 
une  augmentation  de  forces  vives  dont  Texpression  est 
analogue  h  celle  de  la  perte  dans  le  théotèiue  de  Carnot. 

S'il  est  certain  que  ce  théorème  ne  peut  pas  s'appliquer 
à  tous  les  changements  très-rapides  de  viiesse,  quelles 
qu'en  soient  les  causes,  il  ne  doit  pas  cependant  être 
limité  exclusivement  au  cas  du  choc  des  corps  non  élasti> 
ques.  Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  principal  de  faire 
voir  qu'il  a  lieu  dans  d'autres  circonstances  qu'il  est  utile 
de  connaître. 

Considérons  un  système  de  points  matériels  en  mouve- 
ment, sollicités  par  des  fortes  quelconques  et  assujettis  à 
des  liaisons  exprimées  par  des  équations  entre  leurs  cooi^ 
données,  qui  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement. 
Soient  m,  m\  m", . . . ,  les  masses  de  ces  points;  x,j^,  z, 
les  coordonnées  du  point  m  au  bout  du  temps  £;  x\y\z\ 
celles  du  point /m^  etc.  :  ces  coordonnées  se  rapportante 
trois  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace.  Désignons 
par  V  la  vitesse  du  point  m  au  bout  du  temps  f,  et  par 
a,  h  y  c  les  composantes  de  cette  vitesse  parallèles  aux  axes 
fixes  desXjjr,  z\  soient  de  même  y'  la  vitesse  du  point /n' 
et  a! y  b\  c'  ses  composantes,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  soient 

Lr      O,       M-.-O,       N:"0,..., 

les  équations  qui  ont  lieu  à  chaque  instant,  pendant  le 
temps  tj  entre  les  coordonnées x,j^,  z,x' , . . . ,  des  points 
du  système,  sans  contenir  le  temps  explicitement. 

Imaginons  maintenant  qu'à  un  instant  donné,  au  bout 
d'un  temps  /,  on  établisse  entre  les  points  du  système  de 
nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  équations 
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et  parmi  lesquelles  pourraient  se  trouver  comprises  les 
liaisons 

L  =  0,      Mrzzo,      N  =  o,..., 

qui  avaient  lieu  précédemment  ou  seulement  quelques- 
unes  d'en  ire  elles. 

A  Tinsinnt  où  Ton  assujettit  le  système  à  ces  nouvelles 
condi lions,  la  vitesse  de  chaque  point  du  système  chan- 
gera brusquement  soit  en  f;randeur,  soit  en  direction. 
Désignons  par  i^i  la  nouvelle  vitesse  que  prendra  le  point  m 
qui  avait  auparavant  la  vitesse  (^,  et  para|,2>,,r,  les 
composantes  de  •'i.  Il  résulte  du  principe  de  d'Alembert 
qu'à  l'instant  où  commence  le  nouvel  état  du  système^ 
les  quantités  de  mouvement  telles  que  mi'j  que  prennent 
les  diilérenls  points  étant  considérées  comme  des  forces 
et  prises  en  sens  contraire,  doivent  faire  équilibre  aux 
quantités  de  mouvement  mi^  que  ces  points  possédaient 
auparavant  :  de  sorte  qu'on  a  Téquation 


( 


h)   \  m[(a  —  a,)^x-f-  {b  —  bt)Sjr  H-  {c  —  Ci)Sz]—:  o, 

en  désignant  par  îoc,  Sjr^  5  s,  5a/, ... ,  les  projections  sur 
les  axes  des  déplacements  virtuels  des  points  r/i,  m%  .  .  . , 
compatibles  avec  les  liaisons  nouvelles 

Li  =  o  y     M|  =  o , . . . . 

Ainsi  Ton  peut  donner  à  âx^dy, . , .  toutes  les  valeurs 
qui  satisfont  aux  équations  simultanées 

—i^x-h  -r-^r-^  -—  ^z -4-  -— j *y  4- . . .  =  o, 

cU  ajr  (iz  dje  ' 

dx  dy  dz  daf 


En  difTéren liant  les  mêmes  équations  Li  =  o,M|  =  o,  .« 

•  dx    {ly    dz 

par  rapport  au  temps  t,  puis  remplaçant  — •  —%  — j  •  •  • 

23. 
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parleurs  valeurs  actuelles  ai,  i|,  C| , . . . ,  on  aura 

Ot  H —  ai  H — -  c,  H -y  fl ,  +  .  .  .  =  o , 


dx     ^         dy      ^         dz     ^         djd 


Au  moyen  des  équations  (i)  on  élioiiuera  de  inéqua- 
tion (/i)  une  partie  des  variations  ix^  Sj, . . . ,  puis  on 
égalera  à  zéro  les'  quantités  multipliées  par  chacune 
des  variations  restantes.  Les  équations  qu'on  obtiendra, 
jointes  aux  équations  connues  (A),  fourniront  la  valeur 
des  3n  inconnues  /7i,  &i,  C|,. ... ,  qui  n'y  entrent  que 
sous  forme  linéaire.  On  peut  aussi  combiner  l'équa- 
tion (/i)  avec  les  équations  (i)  par  les  équations 

.dU         dM    ^ 


m  (bi  —  0)  --  ).  — -  "h  f*  -— - 

^  t/y         '      dy 


'  5 


dont  le  nombre  est  triple  du  nombre  n  des  points  nij 
m', . .  . .  Ces  équations  et  celles  qui  précèdent  (k)  donne- 
ront les  valeurs  des  3n  inconnues  a,,  ^i,  Cj , .  . . ,  et  en 
outre  celles  des  facteurs  A,  |!x, .  . .  qui  font  connaître  les 
percussions  que  les  liens  du  système  éprouvent  par  le 
changement  brusque  des  vitesses. 
Les  équations  de  condition 

L,  =^0,     M,  =^o,     N,  =0,.., 

étant  par  hypothèse  indépendantes  du  temps,  on  voit  que 
le  mouvement  efleclif  du  système  pendant  Tinstant  dt 
qui  succède  au  temps  t  est  Tun  des  mouvements  virtuels 
que  les  liaisons  données  lui  permettent  de  prendre.  En 
effet,  les  équations  (/')  sont  vérifiées  si  Ton  prend  Sx^ 
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3y^  ^^'  •  •  proportionnelles  aux  composantes  a,,  6,,  c,, 
a'i, . . .  des  vitesses  réelles.  On  peut  donc  remplacer  dans 
l'équation  générale  $x^  iy,  Sz^. . .  par^i,  61,  c,..  . . . 
On  a  ainsi  Téquation 


1 


qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
\  m  (a^ -^  bf -h  c^) 

et  comme  a  —  a^  b  —  é,,  c  —  c^  sont  les  composantes 
de  la  vitesse  perdue  par  le  point  m,  quand  on  décompose 
sa  vitesse  ^  en  i'i  et  U],  cette  formule  devient 


\  mv*  =  \  mv*  -f-  \  mu], 


Elle  signifie  que  si  les  liaisons  d'un  système  de  points  en 
mouvement  sont  changées  à  un  instant  donnée  la  somme 
des  forces  vives  acquises  avant  cet  instant  surpasse  celle 
quia  lieu  immédiatement  après,  d^une  quantité  égale  à 
la  somme  des  forces  vives  correspondant  aux  vitesses 
perdues  dans  le  passage  du  premier  état  du  système  au 
second  (*). 

Quoique  la  formule  précédente  soit  semblable  à  celle 
du  théorème  de  Carnot  sur  la  perte  de  force  vive  dans  le 
clioc  des  corps  dénués  d'élasticité,  les  deux  propositions 
reposent  sur  des  considérations  assez  diiTérenles  pour  être 
distinguées  Tune  de  l'autre.  Les  conséquences  suivantes 
feront  mieux  ressortir  cette  différence. 


(*)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Duhamel  dans  une  Note  pré- 
sentée à  l'Académie  des  Sciences  en  i832  et  imprimée  en  i83.5  dans  le 
tome  XV  du  Journal  de  l'École  l*olx technique. 

D'autres  démonstrations  ont  été  données  en  i843  par  M.  Combes  dans 
la  lilho{;raphie  de  ses  Lt^çons  de  Mécanique  faites  à  TÉcole  des  Mines,  et 
par  M.P.ertrand,  dans  les  Com/;fffireiii/ui  de  Tannée  i8j6(t.  XLIII,  ^.  1  loS). 
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Rien  n'empêche  de  supposer  qu*à.  l'instant  même  où 
Ton  établit  les  liaisons  L|  ==:  o,  Mt  =  o. . .  . .  le  système 
soit  mis  en  mouvement  par  des  percussions,  c^est-à-dire 
par  des  forces  d'une  très-grande  intensité  agissant  pen- 
dant un  temps  inappréciable  sur  les  diiïérenls  points  m, 
m\  . .  . ,  et  capables  de  leur  imprimer,  5*1/5  étaient  libres^ 
les  vitesses  t*,  i^', . . .,  qui  se  changent  en  l'i,  t*', ,•  •  •  par 
l'effet  des  liaisons  Lj  =0,  Mi==05....  Chaque  vitesse  %^ 
se  décompoiant  en  ^1  et  Ui,  on  aura  toujours 


S"«^=S 


mv]  -h  \  iwaj. 


Considérons  de  nouveau  un  système  de  points  en  mou- 
vement, 771,  /n\ . .  .  ,  assujettis  à  des  liaisons  L;=o, 
M  =  o,...  indépendantes  du  temps  ;  supposons  qu'à  un  in- 
stant donné  pour  lequel  ces  points  ont  les  vitesses  v^  v' — 
on  établisse  de  nouvelles  liaisons  exprimées  par  les  équa- 
tions Li  =0,  M|  =  0 — ,  et  parmi  lesquelles  se  trouvent 
comprises  toutes  les  anciennes  liaisons.  Appelons!']  la  vi- 
tesse que  prendra  le  point  /n,  qui  avait  auparavant  la  vi- 
tesse ^.  En  décomposant  cette  vitesse  v  en  i^i  et  U|,  on  a 
trouvé 


\  wp'  —  \  nw]  z^\  mil] 


ou 


On  déduit  immédiatement  des  propositions  qui  pré- 
cèdent quelques  propriétés  do  mouvement  déjà  connues, 
qu'on  avait  démontrées  perdes  calculs  plus  ou  moins  sim- 
ples. Par  exemple,  si  l'on  considère  un  corps  solide  en 
mouvement  autour  d*un  point  fîxe,  la  somme  dos  forces 
vives  de  tous  les  points  de  ce  corps  à  une  époque  quel- 
conque de  son  mouvement  est  toujours  plus  grande  que 
celle  qu'on  obtiendrait  si,  eti  conservant  à  chaque  molé- 
cule sa  vitesse  actuelle,  on  fixait  tm  point  quelconque  de 
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ce  corps  situé  hors  de  cet  axe  instantané  ou,  en  d'autres 
termes,  si  Ton  forçait  le  corps  à  tourner  autour  d'un  axe 
diilérent  de  son  axe  instantané.  Il  eu  est  de  même  pour 
un  mouvement  initial.  Si  un  corps  solide  retenu  par  un 
point  fixe  est  mis  en  mouvement  par  des  perciissions, 
Taxe  instantané  autour  duquel  il  commencera  à  tourner 
sera,  parmi  tous  les  axes  passant  par  le  point  fixe  qu'on 
peut  imaginer  dans  le  corps,  celui  pour  lequel  la  somme 
des  forces  vives  initiales  est  un  maximum,  c'est-à-dire 
que  celte  somme  sera  plus  grande  que  celle  que  produi- 
raient les  mêmes  percussions,  si  l'on  assujettissait  le 
corps  à  tourner  autour  d'un  axe  diilérent  de  Vaxe  spon- 
tané. Euler  et  Lagrange  avaient  dit  que  la  somme  des 
forces  vives  du  corps  tournant  autour  de  son  axe  spon- 
tané, devait  être  un  maximum  ou  un  minimum.  M.  De- 
launay  a  prouvé,  par  l'application  de  la  méthode  générale 
des  maxima  et  ihinima,  que  cette  force  vive  est  toujours 
un  maximum.  Au  reste,  on  obtient  aisément  celte  propo- 
sition et  une  autre  encore  plus  précise  parla  considération 
delà  surface  que  M.  Poinsot  a  nommée  V  ellipsoïde  ceutraL 

Le  principe  général  donne  de  même,  sans  aucun  calcul, 
cet  autre  théorème  du  à  M.  Coriolis. 

La  somme  des  forces  vives  d'un  système  de  points  ma- 
tériels à  une  époque  quelconque  de  son  mouvement  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  que  prendraient  ces 
points^  si,  élant  animés  de  leurs  vites.-^es  actuelles,  ils 
venaient  à  former  à  cet  instant  un  système  de  figure  inva- 
riable assujetti  aux  mêmes  conditions  qu'auparavant, 
plus  la  somme  des  forces  vives  qu'auraient  ces  points  en 
vertu  des  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils  s'écar- 
tent des  positions  qu'ils  occuperaient  dans  le  système  so- 
lidifié. 

La  somme  des  forces  vives  dans  le  mouvement  que 
prendrait  le  système  s'il  venait  à  être  solidifié  dans  Tétai 
où  il  se  trouve  à  un  instant  quelconque,  et  que  RL  Coriolis 
appelle  son  mouvement  mojen  pour  cet  instant,  peut  elle- 
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même  se  décomposer  en  deux  parties  dont  Tune  est  la 
force  vive  qu'aurait  la  masse  totale  du  système  animée 
de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  dont  l'autre  est  la 
somme  des  forces  vives  qu'auraient  les  molécules  dans. le 
mouvement  relatif  ou  apparent  du  système  sbiidifié  au- 
tour du  centre  de  gravité  considéré  comme  fixe. 

Soit  un  système  de  points  matériels  en  mouvement 
assujettis  à  des  liaisons  quelconques  qui  peuvent  ici  con- 
tenir  le  temps  explicitement  {*).  Considérons  ce  système 
à  un  instant  donné  et  supposons  qu'à  cet  instant  et  pour 
cette  même  position  du  système,  on  lui  donne  un  autre 
mouvement  quelconque  différent  du  mouvement  réel, 
mais  toutefois  compatible  avec  les  liaisons  données.  Cet 
autre  mouvement  sera,  si  Ton  veut,  purement  fictif.  On 
pourra  décomposer  la  vitesse  u  de  chaque  point  m  dans 
le  premier  mouvement  en  deux  vitesses,  dont  Tune  Ui  soit 
la  vitesse  de  ce  point  dans  le  second  mouvement,  Taulre 
composante  c«)  sera  la  vitesse /;e/'£/Me  ou  re/afiVe  avec  laquelle 
le  point  devrait  s'écarter  de  la  position  qu'il  occuperait 
dans  le  mouvement  fictif  (après  riustant^f)  pour  arriver 
à  celle  qu'il  occupe  dans  le  mouvement  réel  :  le  produit 
fùdt  de  celte  vitesse  perdue  ou  relative  par  Télémenl  du 
temps  peut  être  appelé  le  déplacement  relatif  du  point  m, 
ifdt  étant  le  déplacement  réel,  et  »^i  dt  le  déplacement  fictif. 

Cela  posé,  la  demi-somme  des  forces  vives  -  \  /nco'  cor- 
respondantes aux  vitesses  relatives co,  prendra  dans  chaque 
instant  dt  un  accroissement  égal  à  la  somme  des  quantités 


(*)  Dans  un  système  de  liaisons  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,. . .,  foncttoos 
du  temps,  on  peut  toujours  supposer  qu'une  seule  renlerme  t  explicite- 
ment, en  éliminant  t  entre  elle  et  les  autres.  Mais  Téquation  des  force» 
vives  devient 

(;i  n'est  pas  le  même  que  si  Ton  conservait  toutes  les  liaisons  fonctions  do 
temps.)  (Noie  de  U.  Sturm.) 
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de  travail  élémentaire  Ptùdt  cos(P,  w),  dues  aux  forces 
extérieures  P  qui  agissent  sur  les  points  du  système  et  à 
leurs  déplacements  relatifs,  plus  les  quantités  de  travail 
(^(ùdtcos  (Q,  ci>)  qu  on  obtienten  considérant  les  forcesQ 
égales  et  contraires  à  celles  qui  donneraient  à  chaque 
point  supposé  libre  et  d*abord  animé  de  la  vitesse  fic- 
tive i^i,  le  mouvement  fictif  qu'on  a  supposé,  et  multi- 
pliant ces  nouvelles  forces  Q  par  les  mêmes  déplacements 
relatifs  (ùdt  projetés  sur  les  directions  des  forces  :  en 
sorte  qu'on  a,  pour  un  temps  quelconque, 


\  OTW» —  \  OTwJ 


=  2  1  \  Pcos»^/cos(P,  «) -f- 2   1  \Qwrf/cos(Q,  w), 

ci)o  étant  la  valeur  initiale  de  co  à  Torigine  du  temps. 

Pour  démontrer  ce  théorème  (*),  nommons  a,  6,  y  les 
composantes  delà*  vitesse  oi,  a^,  &i,  Ci,  celles  de  la  vitesse 
fictive,  ay  &,  c  celles  de  la  vitesse  réelle,  et  X,  Y,  Z  celles 
de  la  force  motrice  P.  En  conservant  les  notations  déjà 
employées,  on  a 

ou,  à  cause  de  a  =:=  «i  4-  a,  t  =  et  -f-  S, .  . . , 

Mais  Téqnation  de  condition  L  =  o  donne 

dL      dL  dL  ,        dh  dh    , 

dt        (IX  djr  tiz  dx 


(*)  Ce  théorème  a  été  aussi  démontré  par  M.  Combes  (Cours  de  Sléca- 
nique  professé  à  l'Éeole  des  Mines),  Dans  rexemplaire  qu'il  possédait, 
M.  Sturm  avait  ajouté  en  marge  sa  démonstration,  que  nous  reproduisons 
ici. 


^6o. 
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puisque  —  =  û,  —  =  J, . . . ,  et 

puisque  les  vitesses  ai,  6,, ... .,  sont  oompaiibles  avec  les 
liaisons  du  système  à  ]*ëpoque  /. 

Donc,  en  retranchant  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura 

dtt  ,  .      r/L , ,       -, 

—  (û  -  fl.)  -h  —  (*  ~  ô.)  -^  ■  •  •  ==  o , 

ou 

-—-  OL  H 6  -i     .  .  .  r:=:0. 

dx  dy 

Donc  on  peut  prendre  pour  vitesses  virtuelles  adt^ 
Sdt. . . . ,  c'est-à-dire  faire 

Sx    -  ade,     Sjr  rzz  ^di^ .  . . , 

etTéquation  (/)  devient 

=  \  m{aLdcL  -h  6û?6  -hydy). 

Le  second  membre  est  égal  à-  d\  ma>*  et  les  composantes 

de  la  force  O  étant  —  O  — ?  ?  —  0  -r  '  —  0  -7-'  la   ^or- 
mule  précédente  revient  à 

r/\  ///oj   —aN  Pw^^cos(P,w)-h  2%  Qwrf/cos(Q, w), 

ce  qui  dcmontre  le  théorème  énoncé. 

On  peut  encore  suppos(T  dans  celte  formule  que  les 
forces  Q  soient  des  forces  é£;ales  et  contraires  à  rtlh^s  qui 
seraient  capables  de  produire  le  mouvement  Gctif  à  l'aide 
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des  liaisons  données;  car  on  aurait,  diaprés  le  principe  de 
d^Âlembert, 


sans  avoir 


m  -7-  :=:  Q  cos(Q,  x) .  .  .  . 

autrement.  On  a  les  deux  éqnalions 


^[(x,-4).,.(Y.-4)i.-H(z,-»^),.].«, 

en  appelantXi,  Yi,  Zi  les  composantes  des  forces — Qquî 
donneraient  aux  points  le  mouvement  fictif.  De  là 


OU 


Maïs  on  peut  prendre  Jx  =  a dt^  dy  ^^êdt,, .  . , 
Donc. .  .  (*). 

Cette  proposition  comprend  le  beau  théorème  que 
M.  Coriolis  a  donné  pour  l'extension  du  principe  des 
forces  vives  ou  de  la  transmission  du  travail  aux  mouve- 
ments relatifs  en  vertu  desquels  les  points  d'un  système 
animés  de  leurs  vitesses  acquises  à  chaque  instant  s'écar* 
teraient  des  positions  infiniment  voisines  qu'ils  pren- 
draient dans  le  système  solidifié.  M.  Coriolis  a  fait  des 
applications  importantes  de  son  théorème  :  il  en  a  donné 


(*)  Application.  —  Prendre  le  mouvement  d'une  planète  pour  le  mou- 
vement réel  et  le  mouvement  elliptique  pour  le  mouvement  Hclir. 

{Note  de  M,  Siurm.) 
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m 

un  autre  analogue  pour  estimer  la  force  vive  dans  le  mou- 
vement fictif,  et  qui  peut  aussi  être  généralisé,  comme 
l'exprime  la  formule  suivante  : 

d\  mu\  =z  i\  Pp,  <//cos(P,  i^j)  —  2  ^  Qo>i/^cos(Q9  m), 

qui  suppose,  toutefois,  les  liaisons  indépendantes  du 
temps.  Dans  cette  hypothèse,  en  ajoutant  les  valeurs  pré- 
cédentes de  d\  mtù^  et  de  rf\  m^J,  on  retrouve  l'équa- 
tion ordinaire  des  forces  vives. 

Dans  la  démonstration  de  ces  formules,  on  observe 
qu'en  décomposant  le  mouvement  réel  de  chaque  point  en 
un  mouvement  fictif  quelconque  satisfaisant  à  toutes  les 
conditions  du  système,  et  en  un  mouvement  relatif,  ce 
dernier  peut  toujours  être  pris  pour  un  mouvement  vir- 
tuel quelconque  compatible  avec  toutes  les  liaisons  don- 
nées, quand  bien  mènçie  elles  dépendraient  du  temps 
explicitement.  Cette  remarque  suffit  pour  déduire  de  la 
formule  générale  du  dynamique  toutes  les  équations  da 
mouvement  relatif  du  système,  eu  supposant  connu  le 
mouvement  fictif  à  chaque  instant. 

« 

Note  sur  le  théorème  de  la  page  353.  — La  vitesse  du 
point  m  ne  peut  varier  d'une  manière  continue  depuis  v 
jusqu'à  i^t  pendant  le  temps  d  si  les  nouvelles  liaisons 
L  =  o,  M  =  o^ . . .  sont  indépendantes  du  temps  \  car 
pour  i  =  o  on  a 

dL  dL  , 

dx  df  ^    ' 

(»)  \dn  dhl  , 

—-  a  -h  ---  64-..    $^0, 
dx  dy  ^ 


puisque  les  vitesses  v  sont  incompatibles  avec  les  liaisons 
L  =  o,  M  =r  o,    . .,  ou  r/L  =0,  rfM  =  o, . . . . 

Mais  dans  Tinsiant  suivant  t\  la  vitesse  devient  1^  et 
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doit  être  compatible  avec  L  =  o,  M  =  o, . . . ,  puisque 
ces  liaisons  doivent  par  hypothèse  subsister  depuis  t  =  Q 
jusqu'à  ^  =  6  et  au  delà.  On  a  donc  pour  t  =  t' 

dx  dy 

Mais,  dans  les 'formules  (i)  et  (2),  — >  "t"*'*'  ont  sen- 
siblement les  mêmes  valeurs,  puisque  les  points  ne  sont 
pas  sensiblement  déplacés.  D^ailleurs  la  vitesse  variant 
d'une  manière  continue,  v'  diffère  infiniment  peu  de  v^ 

a'  de  /i,  V  de  i  et  c'  de  c.  Donc  -r-  a  -h  -7-  J  -+- . . .  diffère 

dx  djr 

infiniment  peu  de-— *a'H — —  i'-f-...,  c'est-à-dire  de 
*-  dx  djr 

zéro,  ce  qui  est  faux,  puisque  les  vitesses  initiales  a,  &,  c 

...  .  ,  rfL  d\^     m 

sont  arnitraires,  et  que  par  conséquent  —  an — y  b  -\- . ,. 

peut  avoir  une  valeur  quelconque  différente  de  zéro.  Mais 
il  n*y  a  plus  aucune  absurdité  si  Ton  suppose  que  les  liai- 
sons L  ==  o,  M  ==  o^ . . .  contiennent  le  temps  pendant 
le  temps  Q  et  deviennent  ensuite  indépendantes  du 
temps  ^  car  la  liaison  L  =  o  peut  être  exprimée  par 
ç  (x,  y,  z^  x\.  ,  ,)=:t  OM  ^  [t) ,  ^  [t)  étant  très-petit 
pendant  le  temps  6  et  nul  après  ce  temps,  tandis  que 
({/  [t]  a  une  valeur  finie  qui  s'évanouit  après  0. 
Eu  supposant,  par  exemple, 

L  =  X*  H- j»  -f-  z^  —  /*  -h  2/  —  -T-  —  0  =  o, 

on  aura  pour  un  temps  quelconque  (depuis  zéro  jus- 
qu'à Q) 

dh        dL  d.r        dh  dy 

-7-H--; 1 fH-...  =  0, 

€U         dx    lit         tij'    dt 

d'où,  pour  f  =  o, 

r/L       d\.  dh  ^ 

— ; 1-  -7-  a  -T ^  -h  .  .  ..=  o. 

dt         dx  dj- 
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T    .  f^h  2/  dit  ^ 

Ici  -r-  =  2 7-»  el  pour  £  •=  o  on  a  ---  =  a.  Les  va- 

dt  Q  ^  dt 

leurs  de  x,  j^  z  et  celles  de  —,  —5  •  •  •  ne  varîeni  pas 

sensiblement  pendant  l'intervalle  de  temps  0.  Mais — 

décroit  depuis  2  jusqu\à  zéro  et  au  delà  de  0  reste  nui, 
puisque  L  ne  contient  plus  t. 
Pour  £  ^  d,  on  a 

dh  du 

—  =  o,     -^  =  0,.... 

On  a  pour  un  temps  t  quelconque 

dL  ^         dh  . 

— : —  QX  -r    —7—  ^y  -î-  •  •  ■  ~~  O- 


dJiA    dLi  .,  1 

et  comme -T— 9  -r-)*-*  restent  sensiblement   constants, 

dx     dy 
âXy  dj-,  $z  sont  constants   pendant  le  temps  0  et  les 
mômes  qu'à  la  (in  du  temps  9.  On  peut  donc  prendre 
$x  =:^  Gi  dt^  à  Y  =  ^1  dt^ . . . ,  puisqu'on  a  ainsi 

dh  dL  _ 

_«,  +  _ô,.H...-.o, 

à  cause  de  —  =  o,  c'est-à-dire  prendre  pour  déplace- 
ment virtuel  pendant  tout  le  temps  d  le  déplacement  réel 
qui  a  lieu  à  la  fin  de  ce  temps  quand  L  est  devenu  in- 
dépendant du  temps.  Or  on  a,  en  faisant  abstraction  des 
forces  extérieures, 


S'"(ï*'"^-)^°- 


Intégrant,  en  supposant  dx,  d/,*-*    constants  depuis 
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I  =  o  jusqu'à  f  =  9, 

OU 

/7i[(fl,  — a)  Jx  -f-. .  .]  =  o. 


y 


S 


Il  est  permis  de  prendre  $x  =  «t  ^^?  ^J"  =  b^dt^..  :  alors 

/?;[(«,  — fl) a,  H-.  ..]  -    o     (*). 


I 


Férification ,    méthode  înuerse,   —    Appliquons   au 
point  m,  supposé  libre  et  animé  de  la  vitesse  initiale  v 

pour  i  =  o,  les  forces  X  -r-»  î^  -r-'  •  •  •  ?  M  -?-»  •  •  •  •  On  a 
*  dx         dy  ^     dx 

d^x  dL  dM 

di^  dx         ^  dx 

Supposons  que  pour  un  temps  /,  entre  zéro  et  0,  x,/,  z 

,  .     .  r/L     d'M 

restent  a  peu  près  constants,  ainsi   que  — >  —?•••» 

quoique  L  contienne  t.  En  intégrant  Téqualion  précé- 
dente, on  aura 

.      ^L  r\  ,       dM  r^    , 

m  (rt,  —  a)  r-r  —  I     ^r/r  -h  — —  I     fta/  -I-  . .  .  . 

Supposons  —  âx-i-  —  dy-|-...=  o:  5x,  dj, . . .  reste- 
ront constants.  On  aura 

iii[(a,  —  a)Sx-^  .  .  .] 

m  (fl,  —  «)  <î|  H-  .  .  .  i:zi  o. 


(*)  Cette  équation  est  la  premiâre  de  la  paje  353.  On  en  déduit 
comme  ping  haut  le  théorème  énoncé.  La  démonstration  précédente  avait 
été  indiquée  par  M.  Sturm  h  M.  l*abbé  JuUieo.  Voir  Vroblèmesdâ  àlécanique 
r/Btionaelle,  Paris,  i855,  t.  U,  p.  a55. 
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Autrement  et  plus,  brièvement  on  a 

Intégrant,  on  a,  puisque  Sx,  Jj,  o  z, . . .  ne  varient  pas 
avec  le  temps, 

et  entre  les  limites  zéro  et  9 


\  [m (fl,  —  û)^Jî  4-.    .]  =  0. 


Al 


NOTE  II. 

SUR  LE  MOUVEMENT  DU  PENDULE  SIMPLE,  EN  AYANT  ÉGARD  AU 

MOUVEMENT  DE  LA  TERRE. 

(LeçoD  faite  par  H.  Stiirm  à  la  Faculté  des  Sciences,  eo  Julo  issi.)  [') 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées,  rapportées  à  trois  asccs 

Fig.  igi.  rectangulaires  fixes,  de  Tcx- 

2  s  trémilé  M  du  pendule  :   le 

point  M  est  sollicité  par  deux 
forces  dont  Tune  est  la  ré- 
'«  ^       sultan  te    des  attractions  des 

_        diverses  parties  de  la  terre, 
^        tandis   que   l'autre  provient 
y^  de  l'attraction  du  soleil  et  des 

autres  corps  célestes.  Nommons  g  et  f  ces  deux  forces 
rapportées  à  Punité  de  masse  et  désignons  par  g^,  g^^  g^^ 
f  ^f  ,f  leurs  composantes  parallèles  aux  axes.  En  appe- 
lant JX,  5 y,  dZ  les  variations  des  coordonnées  X,  Y,  Z 


(*)  Nous  devons  a  l'obligeance  de  M.'  Puîscux  la  rédaction  de  cette 
Leçon,  sur  laquelle  nous  n'avons  trouvé,  dan»  les  papier*  de  M.  Sturm* 
que  des  Notes  incomplètes. 
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qui  résultent  d'un  déplacement  virtuel  quelconque  du 
point  M,  on  aura  Téquation 


4- 


(^-^z-/z)«Z  =  o. 


Appelons  a,  /3,  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
G  de  la  terre  et  x^y,  z  celles  du  point  M  par  rapport  à 
trois  axes  parallèles  aux  axes  fixes  menés  par  le  centre  de 
gravité.  On  aura 

et  si  Ton  observe  que  lescomposaniesy!^,  gT^^  • . .  »  peuvent 
aussi  bien  être  représentées  par^jp,  g^,^ . . . ,  on  remplacera 
Téquation  précédente  par  celle-ci 

îd^oL      d^x  \^        fd'^       d^y  A^ 


[d^f        d'z  A^ 


Mais  si  Ton  admet,  comme  nous  le  ferons,  que  la 
force^soit  la  même  en  grandeur  et  en  direction  pour  tous 
les  points  de  la  terre,  et  si  Ton  nomme  fx  la  masse  d'un 
point  de  celle-ci  et  M  sa  masse  entière,  les  principes  géné- 
raux delà  dynamique  nous  donneront  l'équation 

On  aura  de  même 

Par  suite  réquation  établie  ci-dessus  deviendra 

ainsi  le  mouvement  du  pendule  sera  le  même  que  si,  le 

Stcrn.  —  Mêc,  II.  a4 
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centre  de  gravité  étant  immobile,  le  point  M  n'était  sou- 
mis qu'à  Tattraction  de  la  terre. 

Supposons  que  Taxe  Gz  passant  par  le  cenlrede  gra- 
vité soit  Taxe  de  rotation  delà  terre  (*).  Soit  P  le  poiui 
de  suspension  du  pendule  PM5  abaissons  du  point  P  sur 
Taxe  la  perpendiculaire  PK  que  nous  désignerons  par  r-, 

appelons  n  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  de  la  terre  et  comp- 
tons le  temps  f  à  partir  du  mo- 
ment où  la  droite  PK  se  trouvait 
dans  le  plan  GjZ]  les  coordon- 
nées du  point  P  relativement  à 
Torigine  G  seront 


Fig.  193. 


6 


^r-_T  rsinnt, 
y  —  rcosntf 

Jt  désignant  une  constante.  Si  l'on  prend  la  seconde  sidé- 
rale pour  unité  de  temps,  le  nombre  u  est  égal  à 


17Z 


ou  environ 


iSyiS 


86400 
*,  on  voit  que  c^est  une  petite  fraction. 


Regardons  maintenant  le  point  P  comme  Torigine  de 
trois  nouveaux  axes  de  coordonnées  Pxi,  P/i,  Pzi  que 
nous  supposerons  emportés  avec  la  terre.  Nommons  a,  &,  c 
les  cosinus  des  angles  que  Gx  fait  avec  ces  nouveaux 
axes,  a',  &',  c'  ceux  des  angles  que  fait  Gjr^  et  a",  i",  c* 
ceux  des  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes  le  prolon- 
gement Gz'  deGz,  On  aura 

xr=rsîn/îf-h  axi  -4-  bjri  -f- rz„ 

jr  rr:  rcOS/it  4-  û'Xj  -h  Ô'^,  -+-  c'«„ 

La  quantité  g,  $x  -I-  g  y  Sjr-h  g^  iz  exprimant  le  mo- 

(")  Et  que  les  s  positives  soient  dirigées  Ters  le  pôle  boréal  ;  admeUoni 
de  plus  que  la  rotation  se  fasse  de  Gj  ters  G«. 
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meut  virtuel  de  la  force  g,  conserve  la  même  valeur  quels 
que  soient  les  axes  des  coordonnées^  l'équation 

peut  donc  s'écrire 


gA  Sz,=io 


fi^x 


ri^r 


d^x 


77  «'-^ -^  TT^T  ^V -^  TTH- ^^  =  S'x.  ^-^i -f- 5>i  ^7« -+- i?M  ^ -•  • 


di 
Mais  on  a 


di 


dt 


Fig.  194. 


$x=i  aSxi  -f-  bSXi  -+•  cSzi, 

D'un  autre  côté,  menons  par  le  point  P  les  droites 

•PC,  Ptî,  PS  respectivement 
parallèles  à  Ga',  G/,  G^,  et 
dans  le  plan  Pgy)  perpendicu- 
laire à  Gz,  menons  PE  per- 
pendiculaire à  la  droite  KPF, 
dans  le  sens  de  la  rotation. 
Les  angles  des  droites  PEt 
PF  avec  Pxi,  Pj^i7  P^i  ne 
varieront  pas  avec  le  temps, 
et  Tangle  FP/i  étant  égal  à  /i/, 
on  aura (*) 

a  zzz  cosa:,  PC  =  cos/i/cosEPx  1  -t-  sin/i/cosFPo:,, 
b  =  cosT",  PC  =  cos/i/cosEPj^i  -i-  sin/ifcosFPT',, 
C'z=:  ccsz,  PC  =  cos/ircosEPs,  -r-  siu/i/cosFPs, , 

a'  --  cosjtiPtj  =^  —  sin/i/cosEPj:,  -f-  cos/i/cosFPa:,. 
b'  r::!  cosjiPïî  =  —  sin/ï/cosEP/,  4-  cos/i/cosFPt-,, 
c'  =.  cosziPti  =^  —  sin/ifcosEPsi  •+■  cos/i/cosFPz,: 

a^,  b^\  d*  sont  'indépendants  du  temps. 


:/ 


(')  La  première  de  ces  équations,  par  exemple,  s'obtient  en  prenant 

sur  PÇ  une  longueur  égale  à  l'unité;  en  la  projetant  sur  ox,,  on  a  a;  mais 

on  peut  aussi  projeter,  au  lieu  de  Pf,  ses  composantes  suÎTant  PE  et  PF. 

Ce  qui  donne 

coiii<cosEPr^H-ainii<  cosFPx^. 
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On  conclut  de  ces  formules 

da  ,  db  de  , 

-di^""'      •^=''*'      Â="'' 

rfa*  rffi'  ,         fie' 

-^  =  -nu,     -^  =  -nl>,     -^  =  -"0. 

L'équation 

X  =z  r  sin  nt  -\-  «j-j  -h  ùji  -4-  «, , 

nous  donne  par  suite 

di  </r ,      ,  dvi        dix  ,  .,  , 

—-z=:nrco%nt-\-a—. — hb—---\-c \-nn'xy'\-nb  Y\  -4-  /wr  «,, 

dt  dt  ut  dî 

d'x  ^      .  d'^Xx        ,  rfVi  d^Zx 

— — —  — /iVsin/ï/ 4- a -rr  +  *  -fT^-+-^  "r- 
dt'  dt^  dt^  dt 

.dxx  ,,dyi  .dz'i        .  , 

-t-  2 /la  —--4-  inb'-^-\-  une rrax^  — n^bjTx  —  «'«|. 

dt  dt  dt 

On  aura  pareillement 

-T^  =  —  «Vcos/?/  4-  <i'  -— r  4-  ^'  -~r  -4-  «:  -r-' 
€/r^  £/r»  fl?/»  dt^ 

dxx            ,  fl?K,               flfei         ^   .  ,, 

—  2/îa-7 2/16—; T.nc—, tOaxx—n^b'Yx  —  «'",, 

et  de  plus 


dH               „  d^xx 

dyx     ^„  d^zx  ^ 

dr                  dt^ 

dt^          dt^ 

Observons  maintenant  que  les  coordonnées  X],  j^i,  Zx 
du  point  mobile  M  doivent  vérifier  l'équation 

xî4-jî4-z;  =  /s 

/  désignant  la  longueur  du  pendule  :  il  en  résulte 

Xx    .  ^1    »  ^1    a 

--  Sxx  4-  y  9jrx  4-  -  OZ,  =  O. 

Ajoutons  cette  équation  multipliée  par  un  facteur  in- 
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détermine  X  à  Téquation 

« 

<Px  d^Y  d'*z 

dt^^'^'^'^^^'^dP^^''  ê'»!  ^-«^i  -  Sri  ^Ji  -  é'*,  ^^>  =  o, 
et  remplaçons  dxj  iy^  (îz,  -y^j  -^j  ^-^  par  les  valeurs 
qu*on  vient  de  trouver.  Nous  aurons 


( 


( 


d^Xx       ,d^Y\  d^Zx  ,dxx  ^,dr\  ,dzy 

dt^  di^  dt^  dt  dt  dt 

—  ri^axx  —  fOhyx  —  ti^cz^  —  /î'rsin/i/ J 
X  [a^x,  4-  h^y^  -h  c^«,) 

,£^x,       .;rf'j,    ,     .d'Zy  dxx  .dYx  dzx 

a'—r---'\-b  —f- — \'C-TT — 'i-na—, 2/16»—; 7.nc—-- 

dO  di^  di*  dt  dt  dt 

—  n^a'xx  —  n^b'xt  —  /i^c'z,  —  /sVcos/i/j 
("' S' +*"  ^ —•  ^)  («'*-.  + *"*r. -f- CJz.  ) 

A  X  ^  V  À  2 

n'~^Xx-h■-J^Syl'h-J^^^i—g*^9'^l^-ffri^Jt--gz,Sz^=Q. 

Nous  pouvons  maintenant  dans  cette  équation  égaler  sé- 
parément à  zéit)  les  coefficients  de  âxt^  dj^  âz^^  et  si 
nous  avons  égard  aux  relations  connues 

a»  +  a'*  -f-  a''*  =  I , 
^>  4-  ^'a  -»-  ^^»  =  I , 

c^  -f-  c'»  -+-  c"*  =  I  , 

ôc4-^'c'-f-^"c''^o, 
oc  +  flV  H-  tf"c"  =  o, 

*c'  —  cl/  =z  a'',     ca'  ^ac'z=  h\     ab'  —  ha'  =  c^, 

et  aussi  aux  formules 

a  ûxint  -f-  a'  cos/?/  =3  cosFP.r, , 
^  sin/if  -+-  6'  cos 72/  =  cosFPj, , 
c  sin/ir  -4-  d  cosnt  =.  cosFPzi  j 
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nous  trouverons 

——  -f-  inc" 

dt^                    dt 

^1  . 

d^Xi        ^      »  dx^  dZy 

dt'  dt  dt  -^ 

-— h  2/îO    — ;: una    — -, n^z, 

dt*  dt  dt 

Ces  équations  ne  diderent  de  celles  du  mouvement  d'un 

Xj*     "ky     ^« 
point  libre  que  par  les  termes  -t-^î  -y^,  -—^  qui  pris  en 

signes  contraires  expriment  les  composantes  parallèles 
aux  axes  PjTj,  P/i»  P«i  d'une  force  X  dirigée  dans  le 
sens  MP  suivant  le  fil  qui  supporte  le  point  M.  La  ten- 
sion de  ce  fil  est  donc  égale  à  X. 

II  est  aisé  de  reconnaître  que  dans  les  trois  équations 
du  mouvement  obtenues  tout  à  l'heure  les  termes  en  n*, 
pris  en  signes  contraires,  représentent  les  composantes  de 
la  force  centrifuge  du  point  M  due  à  la  vitesse  de  rota- 
tion n.  En  effet,  soit  I  la  projection  du  point  M  sur  l'axe  de 
rotation  Gz  ;  le  quadrilatère  PMIK  projeté  sur  l'axe  Pxt 
nous  donnera 

KP  cosFP X,  4-  PM  cosMP.r, 

-4-  MI  cos  (MI,  Jî,  )  -f-  IK cos(IK,  x.)  =  o, 

ou  bien,  en  observant  que  l'angle  (IM,  Xi)  est  le  supplé- 
ment de  (MIyXi), 

MIcos(IMy  X,)  =  rcosFPjCi  -h  Xi  —  a''(a*'x,  4-  ^Vi  +  <^*i)» 
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et  par  suite 

/i'Mïcos(lM,x,) 
=  /iVcosFPjt,  h-  rt'x,  —  /i»fl^(fl"x,  4-  ^"ji  +  c^'z,). 

Or  le  premier  membre  est  la  composante  suivant  Pxi  de 
la  force  centrifuge  du  point  M  due  à  la  vitesse  de  rota- 
tion n  :  les  termes 

qui  se  trouvent  dans  Téquation  en  -— ^  expriment  donc 

cette  même  composante  prise  en  signe  contraire. 

Appelons  J' la  force  centrifuge  pour  le  point  M  et 
fx^'i  frxt  f*t  SCS  trois  composantes  parallèlement  aux  axes 
PoTt,  Pj^i,  P^i  ;  nos  trois  équations  pourront  s'écrire 


Les  quanti tésy;,  4-  ^x.,  />,  -H  ^^i'  /.  "^  S*x  s^m  les  com- 
posantes de  la  pesanteur  apparente  au  point  M,  c'est- 
à-dire  de  la  résultante  de  Tattraction  de  la  terre  et  de  la 
force  centrifuge.  Désignons-les  par  /7,^,  p^^^  p,^,  et  les 
trois  équations  précédentes  deviendront 

d'^x,       >xi    ,         „  dy^  dz, 


t 


il 


3 


r-^^-"^--*"^ -/''.=«. 


dV  l  dt  (j^t        ^^'  ' 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas  déterminé  les  direc- 
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tions  des  axes  des  Xi,  j^i,  Zi  :  supposons  maintenant 
qu^on  fasse  coïncider  Taxe  des  Zi  avec  la  position  d'équi- 
libre Pm  du  pendule  (*).  Les  équations  précédentes 
doivent  être  vériGécs  lorsqu'on  suppose  le  pendule  en 
repos  dans  cette  position  ]  si  l'on  observe  qu^ alors  on  a 
Xi  =  o,  j^i  =  o,  Zi  =  o,  et  si  l'on  appelle  P  la  valeur 
correspondante  de  ),  on  aura  pour  le  pendule  en  équi- 
libre 

On  voit  par  là  que  la  tension  P  du  fil  dans  la  position 
d^éqrilibre  se  confond  avec  la  pesanteur  apparente />  au 
point  m.  Si  maintenant  on  néglige  les  variations  que  cette 
pesanteur  apparente  éprouve  en  grandeur  et  en  direction 
dans  l'étendue  des  excursions  du  pendule,  on  pourra  dans 
les  équations  du  mouvement  remplacer  p,^  par  zéro^ 
Pj^  par  zéro  et  p,^  par  p  :  elles  deviendront,  à  ce  dc^ré 
d'approximation, 

-7—-  H — --  -4-  in(r  ~ ^nb"  -—  =  o, 

dt^  l  di  de         * 

-2/ic^— -H-2iia''— =  0, 


dt^  l  dt  dt 

La  pesanteur  apparente  est,  comme  on  l'a  dit,  la  ré- 
sultante de  l'attraction  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
fuge. Si  l'on  regarde  la  première  force  comme  constante 
en  grandeur  et  en  direction  dans  l'étendue  des  excur- 
sions du  pendule  (et  en  effet,  ignorant  la  constitution 


(')  Nota,  On  doit  remarquer  que  la  direction  Pm  du  pendule  eo 
équilibre  est  celle  de  la  verticale  ou  delà  pesanleur  apparente  au  point  m, 
mais  qu^elle  est  généralement  différente  de  la  direction  de  la  Tèrtiealeao 
point  de  suspension  P.  L^écart  de  ces  deux  Terticales  explique  la  derii- 
tion  entre  I^est  et  le  sud  qu*on  observe  dans  la  chute  des  corps  qui 
tombent  d^uue  grande  hauteur. 
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intérieure  de  la  terre,  nous  ne  savons  pas  apprécier  les 
variations  que  cette  force  éprouve)  ;  mais  qu'on  veuille 
tenir  compte  des  variations  qu'éprouve  la  force  centri- 
fuge dans  les  mêmes  limites,  on  pourra  encore  regarder 
^r.9  gj^'i  gtt  comme  ayant  toujours  les  mêmes  valeurs  que 
dans  la  position  d'équilibre,  mais  cela  ne  sera  plus  permis 

Pour  nous  débarrasser  des  quantités  gj,^^  gj^^  g^^^  écri- 
vons que  les  équations  du  mouvement,  telles  que  nous  les 
avons  obtenues  d'abord,  sont  vérifiées  lorsqu'on  y  suppose 
à  ^15  J'ij  ^1  les  valeurs  constantes  Xi  =  o,  ji  =  o, 
^1  =  /.  Il  nous  viendra 

n^a"(fl  —  «'rcosFPj:,  —  ^,,  nz  o, 
n^b^cfl  —  /zVcosFPjr,  —  g>,  ^  o, 

P  —  n^l  4-  /l'c"*/  —  «V  cosFPzi  —  é''i  —  o- 

Tirons  de  là  les  valeurs  de  gx^^  gj^}  g^^'i  et  regardons-les 
comme  convenant  à  une  position  quelconque  du  point  M  : 
alors  nous  pourrons  les  substituer  dans  les  équations  du 
mouvement,  et  elles  deviendront 

-  ,  ,    H —  -4-  inc'  —■ inb"  -y 

dt^  L  dt  dt 

—  n'x,  4-  n^a"  [«" x,  +  b^y,  -f.  c^(3,  —  /)]  —  o, 

dt*       .    /  di  dt 

-  //V.  -f  nH''{a"x,  -+-  ^O'.  4-  ^"(^i  -  ')]  ==  o> 

^/,   -H  -7-  -^  inb"  — ina"  -j- 

dt^  l  dt  dt 

— //'  (2,  —  /)  -f-  /i-c"[a^x,  -f-  b"x,  -4-  c"(t,  —  /  )]  —  I*  =  o. 

En  négligeant  les  termes  en  ti*,  on  retrouverait  les  équa- 
tions qu^on  a  obtenues  tout  à  l'beure  eu  négligeant  les 
variations  de  la  force  centrifuge. 

Concevons  le  plan  passant  par  la  position  d'équilibre 
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P/n  du  pendule  et  par  une  parallèle  à  Taxe  de  rotation  de 
la  terre  ^  c*est  ce  qu'on  appelle  le  plan  du  méridien  pour 
le  point  m.  Prenons  Taxe  des  Xi  perpendiculaire  à  ce 
plan,  on  aura  a"  =  o,  et  si  Ton  fait 

6"  m  C0S7,     c^ii^siny, 

Fanglc  y  sera  la  latitude  du  point  m.  Les  équations 
précédentes  deviendront,  en  supprimant  les  indices  des 
lettres  x^  y^  «, 

— j._i:-4-2/isin7-^  —  ^/icoS7-;--|-  des  termes  en  /i'=:o, 

dt*  l  '  dt  '  dt 

d^  Y       X  V  djc 

— ^-\-- 2ns\nf-r  -h  des  termes  en /i*  =  o, 

de'        l  '  dt 

0 

-rr  H — : P  -h  2/1 C0S7  -^  -h  des  termes  en  /?*:=  o, 

dO         l  '  dt 

et  en  négligeant  les  termes  en  /i*  ou  les  variations  de  la 
force  centrifuge, 

d^x       \x  ,       r/r  dz 

—, 1 — r-  -+-  a/ism7  -^ 2/1COS7 —  =  o, 

dt^  l  *  dt  '  dt 

d^Y        \y  .        dx 

d^z         \z        ^  dr 

Bornons-nous  à  ces  dernières  équations*,  si  la  terre  était 
immobile,  de  sorte  qu'on  eût  /i  =  o,  elles  se  réduiraient  à 

d^x        \x  d^r        Xr  d^z        "kz 

— r  -h  -r  =  o,      -pr  H--f  —  O,      — --|----— P—  o. 

dt^  l  dt^  l  dt^  l 

Admettons  de  plus  que  le  pendule  s^ccarte  peu  de  sa  po- 
sition d^équilibie,  et  regardons  x  Gt  y  comme  de  très- 
petites  quantités  du  premier  ordre;  en  vertu  de  l'équation 

X»  -4-  7^  -4-  **  =  />, 
z  ne  différera  de  /  que  de  quantités  du  second  ordre,  et  etf 
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les  négligeant  la  troisième  des  équations  ci-dessus  nous 
donnera  X  =  P  ^  par  suite  les  deux  autres  deviendront 

di^  i  ^      dt^  l 

Ne  supposons  plus  maintenant  n  =  o,  mais  regardons  n 
comme  une  petite  fraction;  nous  allons  montrer  qu'on  a 
encore  deux  équations  semblables  aux  précédentes,  mais 
par  rapport  à  des  axes  qui  tourneraient  uniformément 
autour  de  la  verticale  Vm  du  point  m.  En  elfet,  la  troi- 
sième équation  du  mouvement  nous  donne 

d.T 
>  =r  P  —  2»  COS7  -7-  ; 

'  dt  ^ 

portons  cette  valeur  dans  les  deux  autres  et  négligeons-y 
les  termes  du  second  ordre  ;  elles  deviendront 

d^.r        P.r  .       dr 

—, ( h  2/î  Sinv  -^  zr:  G, 

dt'  l  '  dt 

d^x        Vy  ,       dr 

-— r  H — -, 2/isin7  -7-  --—  o. 

dt^  l  '  dt 

Imaginons  maintenant  dans  le  plan  P^i^i  deux  droites 
rectangulaires  n\obi]es  P^,  "Pn  tournant  autour  du 
point  P  avec  la  vitesse  angulaire  constante  n  sin  y  =  A  :  si 
nous  appelons  ^,  n^  z  les  coordonnées  de  Textrémité  du 
pendule  par  rapport  aux  axes  P^,  Pr],  Pz,  nous  aurons 

X  =  Ç^os kt  —  )j  sin  /-/,     7=5  sin  kt  -\- m  ces Xr, 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, puis  supprimant  les  termes  qui  contiennent  le 
produit  de  71*  ou  de  k*  par  des  quantités  du  premier 
ordre,  il  viendra 

fd^li       PÇ\    .    ,         fd'n       Piï\         , 
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d'où 

£fÇ       PC  tPn       Pu 

équations  pareilles  à  celles  qu'ofi  avait  trouvées  dans  la 
supposition  de  la  terre  immobile.  Ainsi  en  supposant 
l'amplitude  des  oscillations  très-petite,  la  projection  hori- 
zontale de  l'extrémité  du  pendule  se  mouvra  sensiblement 
par  rapport  aux  axes  mobiles  PÇ,  Ptj  comme  elle  le 
ferait  par  rapport  aux  axes  Vx^ ,  PjKi  si  la  terre  était  en 
repos.  Si  donc  chaque  oscillation  est  à  peu  près  plane,  le 
plan  dans  lequel  elle  paraîtra  s'accomplir  tournera  autour 
de  la  verticale  avec  la  vitesse  angulaire  n  sin  y. 


NOTE  III. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  UOUVBMENT  RELATIF, 
Par  M.  A.  de  Saint-Germa». 

Le  mouvement  relatif  d'un  point  matériel,  par  rap- 
port à  un  système  d'axes  ou  de  points  de  repère  dont  le 
mouvement  est  bien  connu,  peut  toujours  se  déterminer 
comme  un  mouvement  absolu,  à  condition  d'adjoindre 
aux  forces  qui  sollicitent  réellement  le  mobile  certaines 
forces  fictives,  dites ^brce^  apparentes,  dont  nous  allons 
donner,  d'une  manière  générale,  la  grandeur  et  la  direc- 
tion. Cherchons  d'abord  l'accélération  totale  d'un  point, 
connaissant  le  mouvement  relatif  du  point  et  le  mou- 
vement du  système  de  comparaison,  qu'on  appelle  mow^ 
ventent  d' entraînement. 

Soient,  à  une  époque  t,  x,  j',  z  les  coordonnées  abso- 
lues d'un  point  M;  x^j^o  ^\  ses  coordonnées  relatives 
à  trois  axes  rectangulaires  OiOTi,  Oi^'i,  0|Z|,  que  je 
prends  pour  lignes  de  repère.Les  premières  ont  en  fonc- 
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tion  (les  secondes  des  expressions  de  forme  connue  : 

X  =  a  -^  aar^  -4-  by^  -h  cz^^ 
jrzzzP-^  a' JTi  4-  b'x^  -f-  c'2j, 

a,  |3,  y,  a,  £,  ...  sont  des  fonctions  connues  du  temps 
qui  définissent  la  position  des  axes  mobiles.  La  vitesse  v 
du  point  M  a  pour  projection  sur  l'axe  des  x 

î  dx       doi  dn  tlh  de 


dt  -  7i7  '^'"'Tt  "*'''''  'dt'^''Tt 


dxx        ,  dr*  dzi 

dt  dt  dt 

Les  trois  derniers  termes  représentent  les  projections 
des  composantes,  parallèles  aux  axes'  mobiles,  de  la  vi- 
tesse relative  Ci  ;  leur  somme  est  donc  la  projection  de  ^'| . 
Quant  aux  quatre  premiers  termes,  leur  somme  est  égale 
à  la  projection  de  ce  que  deviendrait  (^  si  Xo  JU^  Z\ 
étaient  constants,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  d'un  point 
qui  coïnciderait  avec  M  à  l'époque  t,  mais  ne  bougerait 
pas  par  rapport  aux  axes  de  comparaison  ;  cette  vitesse 
s'appelle  vitesse  d'entraînement. 

Les  projections  de  la  vitesse  absolue  sur  les  axes  desj^ 
et  des  z  peuvent  se  décomposer  d'une  manière  analogue 
à  la  précédente;  cette  vitesse  se  déduit  de  la  vitesse  re- 
lative et  de  la  vitesse  d'entraînement  comme  la  résul- 
tante de  deux  forces  se  déduit  de  ces  forces  ;  suivant 
l'expression  adoptée  en  Géométrie  dans  un  sens  général, 
la  vitesse  absolue  est  la  résultante  de  la  vitesse  relative 
et  de  la  vitesse  d'entraînement.  Ilsufiit  de  considérer  le 
triangle  dont  les  trois  côtés  représentent  ces  vitesses 
pour  voir  que  la  vitesse  relative  est  la  résultante  de  la 
vitesse  absolue  et  de  la  vitesse  d'entraînement  changée 
de  sens. 

Le  mouvement  des  axes  mobiles  peut  être  regardé 


1 
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(§  659)  comme  résultant  de  deux  autres  :  un  mouvement 
de  translation,  dont  la  vitesse  est  à  chaque  instant  celle 
du  point  Of,  et  un  mouvement  de  rotation,  qui  se  fait  à 
Tépoque  t  avec  une  vitesse  ct)  autour  d'un  axe  instantané 
O4 1.  La  vitesse  d'entraînement  peut  être  regardée  comme 
la  résultante  de  deux  vitesses  dues  à  ce  double  mou> 
vement  :  la  première,  dont  les  projections  sont 

r/«      r/j3      dy 

di'  di^  d£^ 

correspond  au  mouvement  de  translation  ;  )a  seconde  a 
f)our  projections 


(») 


da              db 

"•  dt  -^■^'  dt 

de 
-^''  dt' 

da'            db' 

"«    dt   -^•^'  dt 

de' 

-^'^  dt' 

dn"             db" 
^'    dt    -*--^'    dt 

d(f 

.  c'est  la  vitesse  que  la  rotation  co  donnerait  à  un  point 
coïncidant  avec  M  et  lié  au  système  0|X«j^|Z|.  Rappe- 
lons qu'on  a  trouvé  (§  649),  pour  ses  projections  sur 
les  axes  mobiles, 

(3)  9^1  — /"Ji,     rxi-^pzu    prx—q^u 

'  PiÇ^y  étant  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  ci). 
La  projection  de  l'accélération  <p  sur  l'axe  des  x  s'ob- 
tient en  diflerentiant  l'équation  (1)  ; 

fl^x d^a  d^a  d^b  d*c 

'dF'^'dF'^^''dF'^^'''dF'^^'dF 

d*jr*        ,  d*rx  d*Z4 

-I-  a H-  b  — ^-î-  +  c - 

dt*  dt*    ^      dt"" 


(d.f'i  da        dy^  db        dz^  dc\ 
dt    ~ât        ^   dt     '  ~di  dï) 
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En  se  reportant  à  ce  qui  a  été  dit  pour  —  »  on  voit  que 

la  somme  des  quatre  premiers  termes  représente  la  pro- 
jection de  Taccélération  d'un  point  coïncidant  avec  M  à 
l'époque  «,  mais  lié  invariablement  à  0«  x^  y^  z^  :  c'est 
l'accélération  d'entraînement  ;  la  somme  des  trois  sui- 
vants  esi  égale  à  la  projection  de  l'accélération  relative  ; 
nous  dirons  que  le  trinôme  iinal,  qui  est  multiplié  par  2, 
représente  la  projection  d'une  accélération  complémen- 
taire. M.  Gilbert  a  remarqué  que  ce  trinôme  se  déduit  de 
la  première  des  quantités  (  a)  en  y  remplaçant  X\,  yi,  Z| 

dxt    dY\    dzx       ,        j  ,  •       •        j     1       • 

par  —  j  -^>  —\  c  est  donc  la  projection  de  la  vitesse 

que  la  rotation  co  imprimerait  à  un  point  H  dont  les  coor- 

données  par  rapport  à  0\X^ ,  O^y^ ,  0| z^  seraient  -—% 

-~»  ~\  on  voit  que  0|H  représente  la  vitesse  relative 

de  M. 

Les  projections  de  ^  sur  les  deux  autres  axes  donnent 
lieu  à  des  résultats  analogues  ;  donc  l'accélération  totale 
est  la  résultante  de  l'accélération  d'entraînement,  de  l'ac- 
célération relative  et  de  l'accélération  complémentaire  ; 
celle-ci  est  égale  àawi'i  sinlO^  H,  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  et  à  la  vitesse  relative;  enfin  elle  est  dirigée 
dans  le  sens  où  la  rotation  tend  à  entraîner  le  point  H, 
c'est-à-dire  vers  la  droite  de  0\  H  pour  un  observateur 
dirigé  suivant  l'axe  de  la  rotation  instantanée. 

Le  polygone  qui  permet  de  construire  l'accélération 
totale  à  l'aide  de  ses  composantes  montre  que  l'accélé- 
ration relative  fi  est  la  résultante  de  tf  et  des  accéléra- 
tions d'entraînement  et  complémentaire  prises  en  sens 
contraires  ;  ces  accélérations  ainsi  changées  de  sens  s'ap- 
pellent acce7e>at<o/i  d'inertie  d'enlrainement  et  accé- 
lévation  centrifuge  composée;  désignons-les  par  y'  et  /. 
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La  dernière,  perpendiculaire  à  IO4  H,  est  dirigée  à  gauche 
de  Of  H  par  rapport  à  Taxe  de  la  rotation  instantanée  ; 
ses  projections  sur  les  axes  mobiles  se  déduisent  des  for- 
mules (3)  en  y  remplaçant  x^yj^,  z^  par  -^j  -~^j  -— i, 

changeant  les  signes  et  multipliant  par  a.  Les  projec- 
tions de  y'  ne  peuvent  se  calculer  d'une  manière  géné- 
rale. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  soit  un  point 
matériel  de  masse  m\  pour  lui  donner  un  mouvement 
absolu  tel  que  ses  coordonnées  par  rapport  à  des  axes 
fixes  soient  à  chaque  instant  égales  aux  fonctions  de  {  que 
nous  avons  appelées  x^j  j^^  z^j  il  faut  faire  agir  sur  lui 
une  force  égale  à  mcfi  et  placée  par  rapport  aux  axes 
fixes  doilt  il  vient  d'être  question  comme  f  1  Test  par 
rapport  kO^x^j^z^,  Construisons  un  polygone  dont  les 
côtés  soient  parallèles  à  cp,  ^4 ,  f',  ^^  et  égaux  à  ces  accé- 
lérations multipliées  par  m;  la  force  m^ i,  qui  donnerait 
au  point  M  un  mouvement  absolu  identique  à  son  mou- 
vement relatif,  est  la  résultante  de  trois  autres  :  i**  une 
force  parallèle  à  cp  et  égale  à  mcp  :  c'est  la  résultante  F 
des  forces  qui  agissent  réellement  sur  M;  a»  une  force  P 
parallèle  à  9'  et  égale  à  m^'  :  c'est  hi  force  d'inertie  d'en^ 
traînement,  égale  et  de  sens  contraire  à  celle  qu'il  fau- 
drait appliquer  à  la  masse  m  pour  qu'elle  ne  bougeât 
point  par  rapport  à  O^  X|/i  z^  ;  3**  une  force  F*'=  /iiç*, 
parallèle  à  ^',  appelée  force  centrifuge  composée.  En 
supposant  que  M  soit  sollicité,  outre  la  force  F,  par  F' 
et  F'',  ditesybrcej  apparentes,  on  peut  déterminer  son 
mouvement  relatif  comme  un  mouvement  absolu;   cet 
important  théorème  est  dû  à  Coriolis. 

Soient  Xi,  Y| ,  Zi  les  composantes  de  F  suivant  0|  Xi, 
0,7,,  0,-2?i;  X',,  Y,,  Z\  celles  de  F;  les  composantes 
de  F"  se  déduisent  de  celles  de  (f  en  les  multipliant  par  m, 
et  l'on  a,  pour  les  équations  générales  du  mouvement 
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relatif, 


m 


La  force  centrifuge  composée  s'annule  quand  le  point  M 
est  en  équilibre  relatif.  Or,  pour  maintenir  un  point 
pesant  en  équilibre  apparent  à  la  surface  de  la  Terre,  il 
faut  lui  appliquer  une  force  dirigée  suivant  la  verticale 
ascendante  et  égale  à  son  poids  :  c'est  dire  que  l'attrac- 
tion de  la  Terre  et  la  force  d'inertie  d'entraînement  ont 
pour  résultante  la  force  que  nous  appelons  le  poids  du 
corps,  et,  pour  étudier  les  mouvements  apparents  des 
corps  à  la  surface  du  globe,  il  suffit  d'exprimer  qu'ils 
sont  soumis  à  la  pesanteur,  aux  forces  particulières  qui 
agissent  dans  les  cas  considérés,  enfin  à  la  force  centri- 
fuge composée.  Prenons  pour  axe  des  X|  la  tangente  au 
méridien  dirigée  vers  le  nord,  pour  axe  des  j^i  la  tan- 
gente au  parallèle  dirigée  vers  l'est,  pour  axe  des  ^|.la 
verticale  montante;  soient  X  la  latitude  du  lieu,  n  la 

vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  Tr^-rrr  =  o,  000078,  dont 

l'axe  est  dirigé -vers  le  sud;  /?,  q,  r  sont  respectivement 
égaux  à  — /zcosX,  o,  — «sinX.  Si  X|,  Y|,  Z^  désignent 
les  composantes  de  la  force  qui  sollicite  le  point,  indé- 
pendamment de  son  poids,  les  équations  du  mouvement 
apparent  à  la  surface  terrestre  sont 

m  — r-T"  =:  Xi  —  2  mn  sm  A  — --  9 
dt^  dt 

m  — ---  =  Y-  -I-  7.mn  (  sm  A cosX  ~  \  9 

dt*  \  dt  dt  1 

»»    — TV  =  Zi  — /?I2:-4-  2/7I/ICOSA---• 


SiztiU,  —  Méc,  II. 


2^ 
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On  en  déduit  la  déviation  vers  Test  des  corps  aban* 
donnés  à  leur  poids  et  le  mouvement  du  pendule  exposé 
dans  la  Note  précédente. 


NOTE  lY. 

ÉQUATIONS  DB  L4G11ANGE.  —  ÉQUATIONS  CANONIQUES  (>). 

Par  M.  A.  de  Sa»t-Gbriiain  , 
Professear  à  la  Facalté  dos  Sclencoi  d«  Caeo. 

Equations  de  Lagrange, 

On  a  vu  dans  la  XXXVI*  Leçon  que  le  mouvement 
d'un  système  de  k  points  matériels  sollicités  par  des 
forces  données  peut  être  déterminé,  en  vertu  du  principe 
de  d'Alembert,  par  l'équation  générale 

ixf  âyy  âz  sont  les  projections  d'un  déplacement  virtuel 
quelconque  compatible  avec  les  liaisons  du  système,  que 
je  suppose  exprimées  par  fi  équations  de  condition 

[i]  L  =  o,     M=o,     N  =  o,     

Souvent  le  moyen  le  plus  simple  de  faire  connaître  à 
un  certain  instant  la  position  des  divers  points  du  sys- 
tème  n'est  pas  de  donner  leurs  SA*  coordonnées  recti- 
lignes;  mais  on  peut  considérer  n  variables,  174,  q^*  •••« 


(*)  CeB  questions,  récemment  introduites  dans  le  programme  de  la 
Licence,  forment  an  complément  immédiat  à  la  Leçon  XXXVI  de  Starm. 
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qni  dont  les  valeurs  déterminent  d*une  façon  plus  claire 
Tétat  du  système.  Il  faudra  que  les  anciennes  coordon- 
nées puissent  s'exprimer  en  fonction  des  nouvelles  in- 
connues par  des  relations  de  la  forme 

(3)    j^=/(/,yi, yj,  ...,^»),    jr=^f\[f^qu'",^     •••; 

îi>  72»  •••>  ^/i  seront  liés  par  tî — (3 A — |ui]  équations  de 
condition  telles  que,  si  Ton  en  tient  compte  après  avoir 
remplacé  dans  les  équations  [^)  Xj  jy  z,  ...  par  leurs 
valeurs  (3  ),  on  ait  des  identités.  Généralement  n  est  égal 
kih  —  fjiy  les  variables  q  sont  indépendantes  et  con- 
stituent les  coordonnées  qui  définissent  de  la  manière  la 
plus  simple  la  position  du  système  considéré. 

Il  s'agit  de  voir  d'une  manière  générale  comment  se 
transforme  l'équation  (1)  lorsqu'aux  coordonnées  or,  j% 
z,  ...  on  substitue  q^j  q^,  -",  qn*  Cette  transformation 
est  effectuée  très  heureusement  dans  le  Livre  II  de  la 
Mécanique  analytique  ;  je  ne  reproduirai  cependant  pas 
exactement  îes^calculs  de  Lagrange,  parce  qu'ils  sont  faits 
dans  l'hypothèse  où  les  fonctions  (3)  ne  dépendent  pas- 
explicitement  du  temps  et  parce  que  je  ne  veux  pas  in- 
voquer les  principes  du  Calcul  des  variations,  dontSturm 
n'a  pas  fait  usage  dans  ses  Leçons.  Représentons  par 
des  lettres  accentuées  les  dérivées  prises  par  rapport  au 
temps  et  par  d  la  caractéristique  des  dérivées  partielles  ; 
considérons,  avec  Lagrange,  la  demi-force  vive  du  sys- 
tème 


T=y^iw(x'»-h/«-h2'*); 


nous  en  tirerons 


dx''  dt^  dtdx' 

ce  qui  permettra  d'écrire  Téquation  (i)  sous  la  forme 


25. 
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suivante  : 

V  /.    ^  <^T       ^    d  dT       ^    d  àT\ 

4)       \ 

Pour  effectuer  notre  changement  de  variables,  nous 
tirerons  des  équations  (3),  en  traitant  t  comme  une  con- 
stante, 

^         dx  .         dx  .  àx  ^ 

àqx  dqi     ^  Ôqn 


.         àz 

oz  =  -z —  o<7î  ~H . . .  • 
âqt 

Si  Ton  remplace  ix,  djy  . . .  par  ces  valeurs  dans  le 
second  membre  de  Téquation  (4)i  et  si  dans  les  expres- 
sions de  X,  Y,  Z  on  substitue  k  Xy  y^  z  leurs  valeurs 
(3  ),  on  trouve  sans  artifice  particulier  la  nouvelle  exprès- 
.sion  du  travail  élémentaire  virtuel: 

Le  premier  membre  de  Téquation  (4)  devient 


ISfl 


1=1 


le  second  Z  s 'étendant  aux  3/r  coordonnées  rectilîgnea. 
Calculons  le  coefficient  de  iqi^ 

Vif  ^il  — ^V—  iî_V—  ^  — 

Zj  àqi  dt  dx!       tU  2u  àqi  àa^      Zdàxf  dt  àqt 

les  z  s*ctendant  toujours  aux  3 /r  coordonnées.  Les  deux 
parties  du  second  membre  vont  se  simplifier  grâce  aux 
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valeurs  de-r— et  de  sa  dérivée  par  rapport  au  temps.  Dîf- 
férentions  les  équations  (3)  par  rapport  à  cette  variable  : 
ia\         B      àx       dx    ,        dx    ,  dx    , 

(6)    '^=d7  +  â^''-*-g7,««+'--^-d^î 

Cîomme  les  fonctionsyet  leurs  dérivées  partielles  ne  con  • 
tiennent  pas  les  ^,  il  en  résulte  que  a/  est  fonction 
linéaire  de  ces  quantités  et  que 

dx'      dx 

Ôq'i  ""  dqi 

T,  fonction  des  j/,  j'y  z',  devient,  quand  on  remplace 
CCS  dérivées  par  leurs  valeurs  (6),  fonction  des  q  et  des 
7',  et  Ton  a 

dT  dx     V  <JT  dx'      dl 


^'^  2ddx'dqi'^2d 


dx'  dqi      ^  dx'  dq'i        dq'i 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  Téqualion 
(6)  par  rapport  à  qi: 

dx'       d^x  d^x     ,  d^x      , 

7i-t-..  »+  .^    .     qn' 


dqi  ""  dtdqi        dqxdqi    *       "  "  '       dq^àq^ 

En  intervertissant  Tordre  des  dérivations,  on  a 
dx' d^x  d^x      ,  d*x      , 

'dqt'"  dqidi        dqidqi  ^*       '"        dqjdqi,^''' 

Le  second  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  t  de 

dx 

-^  supposé  exprimé  en  fonction  de  q^ ,  qjy  . . . ,  ^a  et  r  ; 

donc 

V—  -  ^-g  _ Y  àT  dx'  _drï 

^dx    dt  dqi       ^dx[  dqi        dqi 

Cette  relation,  jointe  à  l'équation  (7),  nous  donne  la 
valeur  du  coefficient  de  iqi  dans  la  transformée  du  pre- 
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mier  membre  de  Téquation  (4)  ;  si  nous  tenons  compte  de 
Téquation  (5),  qui  transforme  le  second  membre  en 
fonction  des  qty  nous  pourrons  écrire  l'équation  cher- 
chée, en  faisant  tout  passer  dans  le  premier  membre, 
sous  la  forme  définitive 

On  tirera  des  équations  auxquelles  satisfont  ^^  73, ... 
les  valeurs  de  quelques-unes  de  leurs  variations  en  fonc- 
tion des  autres,  on  les  substituera  dans  Téquation  précé- 
dente, et  Ton  égalera  à  zéro  les  coefficients  des  varia- 
lions  qui  restent  et  qui  sont  indéterminées*  Le  plus 
ordinairement,  q^y  92*  •  •  •  *  ^n  sont  des  variables  indé- 
pendantes, et  Ton  doit  égaler  à  zéro  le  coeHicient  de 
chaque  variation  dans  Téquation  (8)  ;  le  mouvement  du 
système  est  déterminé  par  n  équations  simultanées  qu'on 
appelle  les  équations  de  Lagrange  : 

7t  dq\  ôTi"^'"  ""' 


d   dT         ^T 


(9)  \  '^'  ^Ù        ^V. 


o, 


d    dT         (?T 

--  _j Q«  =  o. 

dt  Ôf/^        dqn 


Quand  on  aura  choisi  les  inconnues  les  plus  propres  à 
définir  Tétat  du  système  à  un  instant  quelconque,  on 
formera  l'expression  deT,  puis  celle  de  Q«,  Qa,  ...,  Q„, 
et  l'on  aura  un  procédé  uniforme  pour  mettre  en  équa- 
tion un  problème  quelconque  de  Dynamique;  on  ne  s'oc- 
cupe pas  des  forces  qui  représenteraient  reflet  des  liai- 
sons, mais  ces  forces  se  calculent  aisément,  une  fois  le 
mouvement  connu. 
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Il  arrive  souvent  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
S  (X  Jx  -f-  Yî^  -4-  Z  Jz  )  est  la  variation  exacte  d'une  fonc- 
tion U  des  coordonnées  des  points  mobiles  ^  si  dans  U 
on  remplace  x^  y,  z,  ...  par  leurs  valeurs  (3),  cette 
fonction,  àile  fonction  des  forces,  dépendra  de  t  et  de 
7o  ^2»  •  •  •  9  ?/i)  sa  variation,  prise  en  traitant  t  comme 
une  constante,  sera  égale  à  Qi  }^|  +  .  •  •  •  Donc  on  aura, 
dans  ce  cas, 


àqi  dq 


1 


On  obtiendra  Q^  Qa,  ...  en  difTérentiant  la  valeur  de 
U  exprimée  au  moyen  de  £  et  des  ^,  sans  être  obligé  de 
transformer  directement  S(X  Jx  +...),  etles  équations 
de  Lagrange  deviendront 


(.0) 


/  ^ 

dT 

dT 

du 

1             , 

■  o. 

\  ^^ 

à9\ 

àqx 

àqi 

Mf 

'   d 

dT 

dT 

ÔIJ 

•     •      •     • 

àqt 

dgt'~ 

.0, 

1  •  • 

Nous  allons  montrer  qu'en  supposant  les  liaisons  indé* 
pendantes  du  temps,  c'est-à-dire  les  fonctions  (3)  indé- 
pendantes de  t,  ces  équations  donnent  l'équation  des 
forces  vives.  Ajoutons-les  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  dqi,  dq^y  •  •  m  dqny  et  nous  aurons 


ou 


Mais, puisque -^> -^î  ••  •    sont   nuls    dans   rhypùliôse 
admise,  en  se  reportant  aux  valeurs  (6)  de  a/,  j',  . . . ,  on 


voit  que  T  est  une  fonction  homogène  du  second  degré 
des  q\  et  le  théorème  des  fonctions  homogènes  nous 
donne 


1 


La  dernière  équation  équivaut,  on  le  voit  sans  peine,  à 

aéfT  —  €fr  —  «fU  =  o  ; 

l'intégrale  est  celle  des  forces  vives,  T  —  U  =  const. 

Nous  allons  appliquer  les  équations  de  Lagrange  à  la 
résolution  de  quelques  problèmes  particuliers. 

Pendule  conique. 

Reprenons  la  question  traitée  dans  la  XLIV*  Leçon 
sur  le  mouvement  d'un  point  pesant  soutenu  par  un  fil 
ou  par  une  tige  inextensible  et  sans  masse  qui  l'oblige 
à  rester  sur  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  /.  Les  coor- 
données rectangulaires  du  pendule  sont  assujetties  à  la 
condition 

On  peut  définir  la  position  du  pendule  par  l'angle  d 
de  sa  tige  avec  la  verticale  et  par  l'angle  ^  que  le  plan 
vertical  contenant  cette  tige  fait  avec  un  plan  vertical 
fixe.  Les  variables  q  de  la  théorie  générale  se  réduisent 
à  deux,0  et  tp.  Une  transformation  de  coordonnées  bien 
connue  donne  a:,  ^,  z  en  fonction  de  6  et  ^  : 

[Zbis]     Jf^z/sinôcos^»,    ^=:/sinÔsin^,     s  =  /cos6. 

On  vérifiera  que  ces  valeurs  satisfont  identiquement  à 
l'équation  (2  AiV).  On  obtient  la  demi-force  vive  T  en 
calculant  a/,  j/,  sf  par  la  différentiation  des  équations 
(3  bis)  ou  en  se  rappelant  l'expression  de  la  vitesse  en 
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coordonnées  polaires  ;  si  Ton  suppose  la  masse  du  pen- 
dule égale  à  Tunité,  on  trouve 

T  =  -(/«Ô'«-H/«sin«i?f«). 

On  forme  les  dérivées  partielles 

La  fonction  des  forces  U  existe  :  elle  est  égale  à 

gz=:glcos9; 
donc 

Nous  avons  tous  les  éléments, pour  former  les  équa- 
tions (10)  du  paragraphe  précédent,  et  nous  trouvons 

—  1*0'  —  P  sine  cosôf  »  +  glsinO  =  o. 


ta 


La  seconde  donne   /2sin2e^'=C;  si  l'on  en  tire  ^ 
pour  le  substituer  dans  la  première,  celle-ci  devient 

at        l*  sur  ô     ' 
En  multipliant  par  2  rf9,  on  peut  intégrer  et  l'on  trouve 

C* 

/*  sin*  6  °  ' 

,^  ±l^s\nOd$ 


V/C  /*  siii«6  -f-  -xgi^  cosô  sin^i'  —  C* 

Il  serait  avantageux  d'étudier  le  mouvement  en  cher- 
chant comment  varie  0;  mais,  si  dans  la  formule  précé- 
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dente  on  remplace  /cos0  par  z,  IsinbM  par  — dz^ 
l-  s\n^6  par  /• —  z',  et  C  par  2g{ho — Zo),  on  retombe 
sur  Téquation  (5)  du  §  578,  dont  les  conséquences  ont 
été  développées  dans  le  texte  de  Sturm. 

Mouvement  d'un  point  à  l'intérieur  d'un  tube. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer  le  mouvement 
d'une  très-petite  sphère  placée  dans  un  tube  rectiligne 
parfaitement  poli,  dont  le  diamètre  est  égal  à  celui  delà 
sphère,  et  qui  tourne  uniformément  autour  d*un  axe 
horizontal. 

Nous  n'avons  encore  qu'un  seul  point  mobile,  mais 
il  est  assujetti  à  une  liaison  qui  change  avec  le  temps, 
puisqu'il  doit  rester  sur  une  droite  qui  se  déplace  sui- 
vant une  loi  donnée.  Soient  a  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire commune  OA-au  tube  et  à  l'axe  de  rotation, 
cf  l'angle  de  ces  deux  droites.  A  un  moment  quelconque 
on  connaît  la  position  du  tube,  et,  pour  déterminer  la 
position  du  mobile  M,  il  suffirait  de  connaître  aussi  sa 
distance  AM  au  pied  de  la  perpendiculaire  OA  ;  je  dé- 
signe cette  distance  par  q.  Prenons  trois  axes  rectangu- 
laires, OX  coïncidant  avec  l'axe  de  rotation,  OZ  dirigé 
en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  OY  perpendiculaire  au 
plan  ZOX,  et  supposons  qu'à  l'origine  du  temps  OA  soit 
dirigé  suivant  OZ  et  que  la  portion  du  tube  dans  lequel 
9  est  positif  soit  du  même  côté  que  OY  par  rapport  à 
ZOX;  à  l'époque  t,  OA  ainsi  que  la  projection  du  tube 
sur  YOZ  ont  tourné  d'un  angle  «f,  et,  en  projetant  le 
contour  OAM  sur  les  trois  axes,  on  obtient  les  coor- 
données rectangulaires  de  M  en  fonction  de  q  : 

jr  =2  —  a  siTKùt  -h  g  sin^  cosu^ 
zzz^  a  cosw/  H-  q  siny  sinuf. 
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On  calcule  sans  peine  od ^y\  z\  et  l'on  trouve,  en  sup- 
posant la  masse  de  M  égale  à  Tunité,  la  demi-force  vive 

ï  =  -(^'* —  aaw^'siny  -f-  ^'w'sin'y  -t-  a'w*). 

La  pesanteur  est  la  seule  force  qui  agisse  en  dehors 
des  liaisons,  et  son  travail  virtuel 

^U  =  —  g^z  -=.  —  g  sinf  sin6i/<f7. 

Nous  avons  tons  les  éléments  nécessaires  pour  former 
Téquation  unique  dont  nous  avons  besoin  : 

rf^_dT_dU_ 

dt  àq*        dq        Ôq 

Cette  équation  peut  s'écrire 

d}q 

(I)  "Ta  ~"  "'îsin'^-4-^5inp8inw^  =  o. 

Le  moyen  le  plus  commode  pour  intégrer  cette  équa-« 
tion  est  de  chercher  une  intégrale  particulière  de  la 
forme  9  =  Xsinei)<;  en  substituant,  on  voit  qu'une  pa- 
reille expression  satisfait  à  l'équation  (I)  en  prenant 

û)'(i  -1-  sin*y) 

On  pose  alors 

fi'sinosinu/ 

^  w*  (  1  -h  sin*  <p  )  ^ 

on  porte  cette  valeur  dans  l'équation  (I),  qui  donne 

— z &>*K  sin*9  ==:  o. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  linéaire  sans 
second  membre  est  bien  connue;  en  l'ajoutant  à  l'inté- 
grale particulière  qu'on  a  trouvée  d'abord,  on  obtient 
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rintégrale  générale  de  (I)  : 

La  vitesse  de  glissement  de  M  le  long  du  tube  est 

r/f  ^L  w*^i-4-sin*yjJ 

On  déterminera  C  et  B  à  Taide  des  valeurs  initiales 

de  q  et  de  -~-^  caries  équations  précédentes  deviennent, 
pour  f  =  o, 

9o=  C  +  B,     9,  =  (C  —  Bjwsiny -h  .     S^^y 

^  '  *        «  (  1  -h  Slll*  7  ) 

En  général,  C  n'est  pas  nul;  les  termes  qui  le  con- 
tiennent finissent  par  être  bien  supérieurs  aux  autres 
dans  Texpression  de  q  et  de  ^^  et  le  mobile  finit  par 
s'éloigner  indéfiniment  du  point  A  ;  si  C  est  nul,  le  mou- 
\ement  tend  à  devenir  oscillatoire.  Il  est  remarquable, 
dans  tous  les  cas,  que  ce  mouvement  ne  dépende  point 
de  la  grandeur  de  a. 

Pendule  double. 

Je  désignerai  ainsi  le  système  de  deux  points  pesants 
A  et  B  attachés  en  deux  points  d'un  fil  flexible,  inexten- 
sible et  sans  masse  dont  une  extrémité  est  fixée  en  un 
point  O.  Je  suppose  que,  les  deux  portions  OA,  AB  du 
fil  restant  toujours  tendues,  les  points  A  et  B  aient  été 
écartés  de  leurs  positions  d'équilibre  et  animés  de 
vitesses  initiales  données,  mais  de  telle  sorte  qu'ils  ne 
sortent  pas  du  plan  vertical  qui  contient  d'abord  OA 
et  AB  :  il  s'agît  de  chercher  le  mouvement  du  système. 

On  connaît  les  longueurs  a  et  4  des  droites  OA  et  AB; 
il  suffira  d'avoir  les  angles  q  et  ^^  de  ces  deux  lignes 
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avec  la  verticale  pour  déterminer  la  position  des  points 
A  et  B.  Les  inconnues  de  Lagrange  se  réduisent  à  deux, 
f  et  4^.  En  prenant  pour  axe  des  x  Thorizontale  menée 
en  O  dans  le  plan  où  se  meut  le  pendule,  pour  axe  des  y 
la  verticale  du  point  O,  les  coordonnées  de  A  et  B  sont 
respectivement 

x=asin7y  j^znacosy, 

X  =  a  siQ  ^  -h  ô  8În  i(»,    y  z=z  a  cxistf  -\-  b  cos-^. 

Soient  m  tin  les  masses  des  deux  points  ;  on  trouve 
la  demi-force  vive 

T  =  -  ma* y" -h -/»[«*?"-*-  ^'^''-h  labff'-^*  cos(>f>  —  y)], 

elle  travail  de  la  pesanteur  pour  un  déplacement  virtuel 
du  système 

Le  lecteur  formera  sans  peine  les  deux  équations  de 
Lagrange  qui  font  connaître  le  mouvement  cherché,  et 
qui  sont,  après  quelques  réductions, 

— /i6sin(4»  —  y)^-+-('»"+-«)^siny  =  o, 
«co$(^-y)^-+-^'  ^— ûsm(+-y)^  4-g'sm-^  =  o. 

On  a  rintégrale  des  forces  vives,  mais  on  n'aperçoit 
pas  d'autre  intégrale  rigoureuse;  aussi  nous. bornerons- 
nous  au  cas  où  les  angles  cf  et  (p  restent  très-petits.  Sui- 
vant un  principe  général,  les  dérivées  de  ces  angles  par 
rapport  au  temps  doivent  être  des  quantités  très-petites 
du  même  ordre;  si  donc  on  néglige  les  petites  quantités 
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du  troisième  ordre  dans  les  équations  du  mouvemcn% 
celles-ci  se  réduisent  à  la  forme  linéaire 

1  (m  -f.  «)«  -^  -f-  nb  —}  -f-  [m  -H  n  )g^  =  o, 

La  méthode  la  plus  rapide  pour  intégrer  ces  équations 
simultanées  consiste  à  chercher  deux  intégrales  parti- 
culières de  la  forme 

en  substituant,  on  voit  que  les  constantes  X  et  r  doivent 
donner 

d'où  Ton  tire   . 

(a)  [m  'hn){ai^~hg)[br^-h  g)  =  abnr^y 

).  — — 


af* 


g 


br^ 


L'équation  (a)  donne  pour  r^  deux  valeurs  négatives 
entre  lesquelles  sont  comprises  — -et  — j'^  les  quatre 

racines  de  l'équation  (a)  sont  donc  de  la  forme  ±  r\^ —  i , 

ûzi'^yj — i;  à  chacune  d'elles  correspond  un  couple 
d'intégrales  particulières  du  système  (i  )  ;  en  ajoutant  ces 
intégrales  multipliées  par  des  constantes,  on  obtiendra 
les  deux  intégrales  générales 

f  =  Ce'^'^/^-+-  C'e-'^'v^4-  De'^'v^-h  D'tf-'^'i^, 
g  —  Or*^ 

On  peut  donner  aux  arbitraires  des  valeurs  telles  que 
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les  imaginaires  disparaissent  et  qu'il  reste 

o  r=  G  cosr'^  4-  G'  sïn/t  -h  H  cosr^t  -f-  H'  sin^"^ 


/ir'« 


•3)     jv^  =  ^— -^;T7(Gcos/^/-|-G'sinr'/} 


tr 


—   />/"« 


7,,(Hcos/^/-h'H'sin/^'/). 


Supposons  que  pour  t  =  o  on  ait  (j  =  a,  ^  =  P,  (^'=  o, 
(^'=  o  ;  en  faisant  ces  hypothèses  dans  les  intégrales  pré- 
cédentes et  leurs  dérivées  premières  prises  par  rapport 
au  temps,  on  a  des  équations  de  condition  d'où  Ton 
tire 

g  —  or  '  g  —  »r  *  ' 

En  général,  le  mouvement  des  deux  portions  du  fil 
résulte  de  deux  oscillations  simultanées  dont  la  période 
est  différente  ;  pour  que  ces  deux  parties  oscillent  comme 
des  pendules  simples,  il  faudrait  que  G  ou  H  fût  nul, 
car  les  racines  r'et  r"  ne  peuvent  devenir  égales  que  si 
/z  =  o,  et  alors  on  n'a  qu'un  pendule  simple.  Admettons 
que  H  soit  nul;  on  aura  G  =  a,  et 


ar'* 


g  —  f^r 
d'où 


7i  «  =  P» 


S  S 


au  -[-  b^ 


Exprimons  que  cette  valeur  de  r'^  satisfait  à  l'équa- 
tion (2);  il  en  résulte 

[ni-\-  n)au--\-{m  -^  n)[b  —  «)«P  —  mb^-rzzo. 

Cette  équation  montre  qu'on  peut  réaliser  le  cas  par- 
iiculierconsidéré  en  donnante  l'écart  initial  (3  une  valeur 
de  même  signe  que  a,  mais  phis  grande  en  valeur  abso- 
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lue,  ou  bîen  de  signe  contraire  et  >  -y-  en  valeur  abso- 
lue. DansTunouTautre  cas  les  Intégrales  (3)  deviennent, 
en  tenant  compte  des  valeurs  des  paramètres  qui  y  entrent, 


4    /— ^,       ^.  =  PC0S/         1-4- 


f  =  a  cosf 

OÂ  et  A6  exécutent  des  oscillations  concordantes,  mais 
d'amplitudes  dilTérentes^  la  longueur  du  pendule  syn- 
chrone est  comprise  entre  &  et  6  +  â,  si  a  et  /3  sont  de 
même  signe;  elle  est  <^  6  si  a  et  |3  sont  de  signes  con- 
traires. 

Si  1^^  était  double  de  7^,  condition  facile  à  exprimer, 
OA  et  AB  auraient  un  mouvement  plus  compliqué  que 
celui  de  la  tige  d'un  pendule  simple,  mais  ce  mouve- 

ment  serait  encore  périodique*  et  la  période  serait  -j  * 

Equations  canoniques. 

Nous  supposerons  expressément,  dans  les  questions 
dont  nous  allons  nous  occuper,  qu'on  puisse  écrire  l'in- 
tégrale des  forces  vives,  ce  qui  exige,  nous  l'avons  vu, 
que  les  équations  de  liaison  entre  les  coordonnées  des 
points  mobiles  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement 
et  que  le  travail  virtuel  S(X^jP4-YJy-|-ZJz)  soit  la 
variation  exacte  d'une  fonction  U  appelée  fonction  des 
forces;  dans  ces  questions,  qui  comprennent  les  princi- 
paux problèmes  de  la  Mécanique  rationnelle,  on  peut 
déduire  des  équations  de  Lagrange  un  système  d'équa- 
tions remarquables,  que  Poisson  a  nommées  canoniques, 
mais  qui  ont  été  pour  la  première  fois  étudiées  par 
Hamilton. 

Admettons  qu'on  ail  exprimé  la  demi-force  vive  T  au 


KOTB    IV.  4oi 

moyen  des  n  variables  indépendantes  70  72, . .  .9  ^n  et 
de  leurs  dérivées,  et  posons 

^T  _  dT  _  dT  _ 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de^',,  q.^y  ...,  q^ 
pour  les  substituer  dans  l'expression  de  T,  la  demi-force 
vive  deviendra  fonction  de  ^i,  q2,  ...,  qn  et  de  p^^ 
p%i  ""t  pn*  Nous  allons  chercher  comment  se  trans- 
forment les  équations  de  Lagrange  quand  au  lieu  des 
variables  q'^  on  introduit  pi^p^^  • .  •  ?  Pn» 

Nous  conserverons  la  caractéristique  d  pour  désigner 
les  dérivées  partielles  quand  les  variables  indépendantes 
seront  les  qi  et  les  q\y  et  nous  reviendrons  à  la  caracté- 
,  ristique  d  dans  le  casoù  on  prendra  pour  variables  indé- 
pendantes les  qi  et  les/?/.  Il  s'agit  de  trouver  les  relations 
qui  existent  entre  les  deux  systèmes  de  dérivées  par- 
tielles de  la  demi-force  vive.  La  différentielle  totale  de 
cette  fonction  peut  s'exprimer  de  deux  manières,  selon  le 
système  de  variables  indépendantes  qu'on  envisage  : 

D'autre  part,  nous  avons  vu  que,  dans  les  cas  que  nous 
considérons,  T  est  une  fonction  homogène  du  second 
degré  des  q\^  et  qu'on  a  par  conséquent 

,dT 


^"S^'d^'^S'"'^''' 


prenant  les  différentielles  totales, 


2rfr=N /y/rfyi-i-  >  qidpi. 


Stcbm.  ^Méc.  II.  a6 
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Si  Ton  ajoute  les  équations (i)  et  (a),  et  qu'on  en  re- 
tranche la  précédente,  il  reste 

Les  271  difTérenti elles  dqi  et  dpi  sont  arbitraires;  le 
coefficient  de  chacune  déciles  doit  être  nul,  et  Ton  a,  pour 
toutes  les  valeurs  de  i, 

^^'  ^^    di    dpi 

» 

La  fonction  U,  ne  contenant  pas  les  q\-  et  par  suite  les 
Pi,  est  indifférente  au  changement  de  variable  que  nous 
faisons,  et  Ton  a 

f)U        r/XJ        rm 
^    '  Oqi       dqi        dpi 

En  vertu  de  la  première  de  ces  relations,  de  Téqua- 
lion  (3)  et  de  la  définition  des  pij  on  a  identiquement 

dt  dq'i        dqi        ôqi         dt        dqi        dqi 

Nous  voyons  ainsi  comment  se  transforment  les  équa- 
tions de  Lagrange;  mais  introduisons,  avec  Hamilton, 

la  fonction 

H  =  U  —  T, 

et  remarquons  que  l'équation  (4)  donne,  eu  égard  à  la 
seconde  relation  (5), 

dqt  _^dl       dU  ^      £H^ 
lî^'dp,^  dpi"^      dpi^ 
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les  n  équations  renfermées  dans  la  précédente  et  les  trans- 
formées des  équations  de  Lagrange  constituent  le  sys- 
tème des  in  équations  canoniques 


(6) 


dpy^             rfH 
dt             dqC 

dpi  __■      dR 
dt  ^       dqn^ 

dp,^             dH 

dt  ~~       dpi^ 

dq^             dR 
dt              dp^  ' 

dqn             d\l 
dt              dp^ 

H  est  une  fonction  connue  que  Ton  devra  commencer 
par  calculer.  Soit 

(7)  H  —  ^{^(^1,  ^„  . .  .,^„,  />,,  Pi, . .  .,/?„). 

Les  2  72  équations  simultanées  admettent  2/1  intégrales 
renfermant  autant  d'arbitraires  qui  entreront  avec  le 
temps  e  dans  la  valeur  des  inconnues  du  problème,  ^i, 

Le  système  canonique  n'a  pas  encore  pu  être  intégré 
d^une  manière  générale,  mais  il  a  fourni  aux  géomètres 
l'occasion  de  recherches  très-importantes  qui  ne  peuvent 
trouver  place  ici;  toutefois,  j'exposerai,  en  me  restrei- 
gnant au  cas  qui  nous  intéresse  directement,  un  théorème 
de  Jacobi  qui  constitue,  je  crois,  l'indication  la  plus 
utile  pour  intégrer  les  équations  canoniques. 

Equation  aux  déri\fées  partielles  de  Jacobi. 

Soit  X  la  constante  des  forces  vives,  en  sorte  qu'on 
ait 

prenons  la  fonction  (7)  qui  donne  la  valeur  de  H,  rem- 
plaçons-y les  Pi  par  ^9  et  égalons  l'expression  ainsi 


26. 
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formée  à  —  X  •,  nous  aurons 

/ON       J  lis     dS  rfSV  ,  ^ 

(8)       +(^^m9,,...,7«.;^^.  ^"•"^j"^^^''' 

c'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  peut  dé- 
terminer une  inconnue  S  en  fonction  de  ^i ,  ^t, . . . ,  ^a. 
Cela  posé,  voici  en  quoi  consiste  le  théorème  de  Jacobi  : 

Si  Von  a  trouvée  une  valeur  de  S  satisfaisant  à  l^équa' 
Uon  [S)  et  renjermant  n  —  i  arbitraires  autres  que 
:elle  qu'on  peut  introduire  par  simple  addition,  soit 

on  pourra  écrire  immédiatement  les  intégrales  du  sys- 
tème  canonique  (6)  sous  la  forme 

(9)    —  =  Pi'    •••»    :zr^  =  ^«-»'    10:  =  ^^'^ 


^, 

^«/»-i 

Po  (32, .  • . ,  j3;,_4 ,  e  e/anf  n  nou^f elles  arbitraires. 

L'ensemble  des  équations  (9)  et  (10)  renferme  bien 
les  an  constantes  que  doivent  contenir  les  intégrales 
générales  du  système  canonique  ;  il  reste  à  vérifier  que 
les  intégrales  proposées  conduisent  aux  équations  (6). 
DifTérentions  les  équations  (9)  par  rapport  au  temps; 
aous  aurons  n  relations 

j^  rfa,  dqi  dt 


^d<t^-idqi  dt  * 

2ud^dqi   dt        '' 
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intervertissant  l'ordre  des  dérivations, 


1:. 


iqid(Xx    lit   "" 


(il)  {V       ^S|        dq;  _ 


1 


dq,d«^^l    tlt 


^^  dq^d).    dt 

D'autre  part,  si  Ton  substitue  dans  l'équation  (8)  la 
valeur  de  Si,  on  obtient  une  identité;  la  dérivée  prise 
par  rapport  à  une  des  constantes  ai,  . . .,  olh^^j  X  sera 
nulle,  ce  qui  nous  donnera  n  identités. 


=  o. 


Mais,  si  l'ona  égard  aux  équations  (lo),  la  fonction  ^ 
redeviendra  celle  qui  enlre  dans  l'équation  (7);  ses  dé- 
rivées partielles  par  rapport  à  ^  deviendront  y^>  c'est- 
à-dire  -7-;  les  71  relations  précédentes  seront 

dpi  ^ 


1 


•  •••••• 


•  f 


1 

1 


^S,       d\{ 


dqida,^^i  dp^ 
//*S,    dU 


=  0. 


dq^dX  flpi 

Ce  système  de  n  équations  ne  diffère  du  système  (11) 
que  par  le  cbangement  des  -y-  en —-  ;  on  peut  re- 
garder ces  deux  groupes  de  quantités  comme  satisfai- 
sant à  un  même  système  d'équations  linéaires;  elles 
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doivent  être  égales  deux  à  deux:  c'est  dire  que  le  second 
groupe  des  équations  (6)  est  vérifié. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  -—  et  des  dérivées  ana- 

logues,  telles  que  Timpose  le  premier  groupe  des  équa- 
tions (6),  je  différentie  la  première  équation  (lo)  : 


Nous  avons  déjà  vérifié  que 

dqi  __       cm  ^ 
lit  dpi'^ 

donc 

dt    "^      Zuàpi  dq^dqy^ 

Mais,  si  Ton  différentie  par  rapport  à  q^  Tidentité  ob- 
tenue en  remplaçant  S  par  S«  dans  Téquation  (8),  il 

vient 

d^f       ^         rf^         rf*S, 


-S 


dqx       ^    J^^i\   %^îi 


-(S) 


=  o: 


en  remplaçant   encore  dans  la  fonction  ^  les  —-^  par 

leurs  valeurs  (lo),  cette  fonction  devient  H  et  Tégalilé 
précédente  donne  , 

dqi~      Zjdpi  dqidqi^ 

par  conséquent,  la  valeur  de  -^  est  bien  égale  à  —  »  et 

Ton  trouverait  n  égalités  analogues. 

L'intégration  du  système  canonique  est  ramenée  à  la 
recherche  d'une  intégrale  complète  d'une  équation  aus 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  mais  non  linéaire  ; 


KOTÉ    IV.  407 

on  n'a  pas  de  mélhode  générale  pour  trouver  une  telle 
intégrale,  mais  on  y  parvient  quelquefois  en  scindant 
l'équation  (8),  comme  on  le  voit  dans  les  deux  exemples 
qui  suivent. 

Application  au  mouvement  d'un  point  pesant. 

Nous  appliquerons  d'abord  les  théories  précédentes 
à  une  question  excessivement  simple ,  mais  qui  nous 
permettra  de  former  sans  peine  toutes  les  équations  que 
nous  avons  rencontrées  et  d'y  lire  des  résultats  connus. 
Il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  d'une  petite  masse 
m,  soumise  uniquement  à  Faction  de  la  pesanteur.  En 
admettant  comme  démontré  que  le  point  m  ne  sortira 
pas  du  plan  vertical  qui  passe  par  sa  vitesse  initiale,  la 
position  de  ce  point  sera  déterminée  par  ses  distances 
à  deux  axes,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical.  Si  l'on 
appelle  ^4,  ft  ces  distances,  on  a  la  demi-force  vive 

Introduisons  les  dérivées  partielles  p^ ,  p2  :  on  aura 

Pi  =  mtj\,     Pi  =  mq\,     T  =—(/??+/?*). 

On  a  une  fonction  des  forces^  U  =  mg^^/ 1 ,  et  l'on  peut 
écrire  la  fonction  d'Hamilton 

Les  équations  canoniques  sont 

dt       '"®  '      dt  '       at        /M  '       €U        /// 

Il  est  bien  facile  de  trouver  et  d'interpréter  les  inlé- 
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grales  de  ce  système;  mais  voyons  celles  que  fournit  la 
méthode  de  Jacobi.  L'équation  en  S  est 

Cherchons  une  intégrale  renfermant  une  arbitraire 
et  de  la  forme 

Si=/(^i)-i-?(7i);  . 

il  suffit  d'avoir,  en  désignant  par  a  une  constante, 

De  simples  quadratures  font  connaître /"(^i  )  et  7(^1)» 
et  l'on  trouve 

Les  intégrales  du  mouvement,    représentées  en  gé- 
néral par  les  équations  (9)  et  (10),  seront  ici 

^2 M  [a —  ntgaj 
q%Jin 


La  première  fait  connaître  la  trajectoire,  la  deuxième 
la  loi  du  mouvement,  et  les  deux  autres  donnent  les  com- 
posantes de  la  vitesse;  les  constantes  a,  |3,  e  et  X  se 
déduisent  des  circonstances  initiales.  On  peut  vérifier 
que  la  valeur  (7  bis)  de  H  se  réduit  à  —  X,  ce  qui  per- 
met d'avoir  directement  la  valeur  de  cette  constante. 
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Mouvement  d' un  point  attiré  vers  deux  centres  fixes. 

Soit  à  déterminer  le  mouvement  d'un  point  M  attiré 
vers  deux  centres  fixes  F,  Y\  avec  des  intensités  qui 
varient  en  raison  inverse  de  la  distance  ;  on  suppose  la 
vitesse  initiale  dirigée  dans  le  plan  qui  passe  par  FF| 
et  par  la  position  initiale  A  du  point  M. 

Le  mobile  ne  sortira  pas  du  plan  AFFi,  et  sa  position 
serait  déterminée  à  chaque  instant  par  deux  coordon- 
nées rectangulaires  x,  y^  Taxe  des  x  étant  dirigé  sui- 
vant FFi  et  Taxe  des  j^  étant  la  perpendiculaire  au  mi- 
lieu de  FF, . 

Mais  on  pourra  bien  plus  facilement  trouver  les  inté- 
grales du  problème  en  définissant  la  position  du  point  M 
par  les  longueurs  q  Qi  q\  des  demi-axes  focaux  de  Tel- 
lipse  et  de  Thyperbole  qui  ont  pour  foyers  F  et  F|  et  qui 
passent  en  M;  ces  deux  coniques,  on  le  sait,  se  coupent 
orthogonalement,  et,  si  Ton  pose  FFi=  ac,  on  a  entre 
les  coordonnées  Xy  y  d'une  part  et  ^,  q^  de  l'autre  les 
relations 


.r«  r«  .r»  r« 


d*où  l'on  déduit 

En  prenant  la  masse  de  M  égale  à  l'unité,  on  a,  pour  la 
demi-force  vive  et  ses  dérivées, 


1    tf^ — c'                 2    C* —  9i 

d1 
da' 

7*  — îî.,       àT                 ^*-çl 
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on  tire  des  deux  dernières  équations  <f  et  q\  y  et  on  les 
substitue  dans  la  valeur  de  T,  qui  devient 

Soient  yi,  fXi  les  attractions  de  F  et  de  F4  à  Tunité  de 
distance,  r,  r^  les  long^ueurs  MF,  MF|  ;  le  travail  corres- 
pondant à  un  déplacement  virtuel  du  point  M  sera 


âV 


=(.^'-..îi^)''-(^-f>^ 


le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  et,  en 
intégrant,  on  aura  la  fonction  des  forces 

^        '•1 
Les  propriétés  fondamentales  des  rayons  vecteurs  donnent 

r-t-  ri=  9.q,     r—  rjizzzpa^i, 
d'où 

On  a  supposé  que  F  était  sur  la  partie  positive  de  Taxe 
des  X,  F|  sur  la  partie  négative  ;  dans  ce  cas,  si  Vx  du 
point  M  est  positif,  on  prendra  les  signes  supérieurs,  et, 
s'il  est  négatif,  les  signes  inférieurs  ;  mais  on  peut  tou- 
jours conserver  les  signes  supérieurs  en  convenant  que, 
quand  Tabscisse  sera  négative,  on  prendra  aussi  pour  q^ 
une  valeur  négative,  de  sorte  que  cette  coordonnée  pourra 
varier  entre  —  c  et  -i-  c.  Cela  posé,  nous  avons  les  deux 
parties  de  la  fonction  d'Hamilton 

H  =  U  —  T  =  —^- h  — ^ — 
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Nous  n'avons  pas  besoin  d'écrire  les  quatre  équations 
canoniques,  mais  nous  chercherons  leurs  intégrales  à 
l'aide  du  théorème  de  Jacobi;  l'équation  aux  dérivées 
partielles  qu'il  faut  considérer  est 


f*   + 


-hq^        ^  q^  —  ql  \dq) 


q  —  qi        q-h 

2  q^'-ql   \dqj 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs, 

Nous  allons  encore  chercher  une  intégrale  renfermant 
uns  constante  et  de  la  forme  S|  =  fiq)-^  ^(yO  >  ^^  suffit 
d'avoir 

Les  fonctions /et  y  sont  données  par  de  simples  qua- 
dratures au  moyen  d'intégrales  elliptiques,  et  l'intégrale 
complète  Si  peut  s'écrire 

S,  ^  / ~  r=-i "^î 


-^ 


yV'^.g  -^lyj.  —  ii.^]q^  —  l\q\  ^ 

Mc'-q\ 


L'époque  à  laquelle  le  mobile  arrive  à  une  position 
déterminée  est  donnée  par  la  formule 

dk 
L'équation  delà  trajectoire,  -j-^  =  jS,  se  formera  en  pre- 
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nant  par  rapport  à  a  la  dérivée  des  quantités  placées 
sous  les  signes  y*  dans  la  valeur  de  Si;  mais,  pour  étudier 
la  trajectoire,  il  vaut  mieux  prendre  les  différentielles 
des  deux  membres  de  Téquation  obtenue,  ce  qui  donne, 
en  mettant  en  évidence  les  doubles  signes  des  radicaux, 

±riq 


Les  constantes  X  et  a  se  déduisent  des  circonstances 
initiales.  Je  désigne  par  des  lettres  surmontées  d^un 
trait  les  valeurs  initiales  des  quantités  que  ces  lettres 
représentent  en  général.  L'intégrale  des  forces  vives, 
H=  —  X,  qui  est  vérifiée  dans  tous  ces  problèmes,  va 
nous  donner  X: 

(III)  X=:-H  =  -;*-ê~^^ 


^  r       r 


i 


Pour  calculer  a,  considérons  la  position  M'  du  mobile, 
infiniment  voisine  de  M  et  définie  par  les  coordonnées 
q-^dq^  q\-^dq^;  entre  les  deux  ellipses  et  les  deux 
hyperboles  qui  se  coupent  en  M  et  en  M' est  compris  un 
rectangle  infiniment  petit  dont  les  côtés  sont  donnés  par 
Texpression  générale  (I)  de  ds^  dans  laquelle  on  ferait 
tour  à  tour  dq^  =  o  ou  cf^  =  o  ;  ces  côtés  sont 


leur  rapport  est  égal  à  la  tangente  de  Tangle  a>  que  la 
vitesse  en  M  fait  avec  Teltipse  de  demi-axe  q  qui  y  passe 

/c* —  7?    dq 
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Maïs  on  peut  tirer  de  l'équation  (II)  le  rapport  de  dq 
àdçtf  et  il  vient 


tang 


Il  suffit  d'appliquer  cette  formule  à  l'instant  initial  pour 

déterminer  a  en  fonction  de  y,  91,  co  et  X,  qui  est  déjà 
connu. 

Revenons  à  l'équation  (II).  On  ne  doit  donner  à  q 
et  Çi  que  des  valeurs  telles  que  les  quantités  soumises 
aux  deux  radicaux  aient  le  même  signe,  et  je  dis  que  ce 
signe  est  nécessairement  le  signe  -f-.  En  effet,  d'après  la 
nature  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole,  q^ —  c^  et  c^ —  q^ 
sont  ^  o  ;  les  deux  autres  facteurs  sous  les  radicaux  ont 
pour  somme 

cette  somme  est  positive  :  donc  si  les  deux  facteurs  ont 
le  même  signe,  ils  seront  positifs.  La  trajectoire  peut 
affecter  un  graiid  nombre  de  formes  suivant  les  valeurs 
de  q  et  qt  qui  annulent  les  radicaux;  elle  n'a  des 
branches  infinies  que  si  X  est  positif,  ce  qui  permet  de 
prendre  q  infini. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  circonstances 
initiales  pour  que  la  trajectoire  se  réduise  à  une  conique 
ayant  pour  foyers  F,  F|  et,  pour  fixer  les  idées,  à  une 
ellipse  ;  il  faut  que  le  trinôme  ^q^-hiy^-h  lii)q  —  «  soit 

négatif  pour  toute  valeur  de  q  différente  de  9,  ce  qui 
exige,  en  se  reportant  à  la  théorie  élémentaire  des  tri- 
nômes du  second  degré, 

—  — t 

X<0,      f*-hfAi=  — 2><7,      — a=:>g; 
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la  troisième  condition  fait  connattre  a  ;  la  deuxième,  qui 

entraîne  la  première,  donne,  après  avoir  divisé  par  y> 
remplacé  X  par  sa  valeur  (III)  et  transposé  quelques 
termes, 

^      r^       p 


-2 


Cette  valeur  de  v  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
vitesses  initiales  qu'il  faut  donner  au  point  M  pour  qu*il 
décrive  l'ellipse  proposée  en  vertu  de  l'attraction  du 
fojer  F  seul,  ou  du  foyer  F|  ;  ces  vitesses  initiales  satis- 
font respectivement  aux  deux  conditions 

Nous  avons  un  cas  particulier  d'un  théorème  dû  à 
Legendre  :  On  se  donne  la  position  initiale  d 'un  mobile 
et  la  direction  de  sa  vitesse  en  ce  point,  et  l'on  suppose 
que  le  mobile  décrive  une  courbe  déterminée  :  i®  s'il 
est  soumis  à  une  force  F  et  possède  une  vitesse  ini- 
tiale a  ;  2*^  s'il  est  soumis  à  une  force  P  et  possède 
une  vitesse  initiale  d  ;  3®  s'il  est  soumis  à.une  j or  ce  F^  et 
possède  une  vitesse  initiale  aP ^  etc.  ;  le  mobile,  étant 
soumis  à  la  Jois  aux  forces  F,  F',  F",  . . , ,  suivra  la 
trajectoire  proposée  si  le  carré  de  sa  vitesse  initiale 
est  a*  4-  a!^  4-  a?^  -f-  ....  Ce  théorème  se  démontre  sans 
peine  en  cherchant  quelle  serait  la  réaction  exercée  par 
la  courbe  proposée  sur  le  mobile  en  le  supposant  obligé 
de  se  mouvoir  le  long  de  cette  courbe  sous  les  actions 
simultanées  de  .F,  F',  ...  ;  on  reconnaît  que  cette  réac- 
tion est  nulle. 
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VINGT-SEPTIEME  LEÇON. 

tban8f0rmàti0n  et  composition  des  couples. 

339.  Translation  d*un  couplé  dans  un  plan  parallèle  au 
SIEN.  —  Le  bras  de  levier  d'un  couple  esl  la  perpendiculaire  com- 
mune menée  entre  les  directions  des  forces.  On  nomme  moment 
d'un  couple  le  produit  de  l'une  de  ses  forces  par  le  bras  de  levier. 

340,  341 .  Un  couple  peut  être  transporté  parallèlement  à  luî- 
même  dans  son  plan  ou  dans  tout  plan  parallèle  et  tourné  comme 
on  voudra  dans  ce  plan  sans  que  son  action  sur  le  corps  auquel  il 
est  appliqué  soit  changée,  pourvu  qu'on  suppose  le  nouveau  bras  de 
levier  invariablement  fixé  au  premier, 

34^.  Équivalence  des  couples  qui  ont  le  mêub  moment.  — 
Un  couple  peut  être  remplacé  par  un  autre  couple^  de  bras  de 
levier  différent,  pourvu  que  leurs  moments  soient  égaux, 

343.  Pour  connaître  le  sens  d'un  couple,  il  faut  supposer  fixé  le 
milieu  du  bras  de  levier  et  examiner  dans  quel  sens  chaque  force 
tend  à  faire  tourner  ce  bras  de  levier  dans  son  plan.  U  ne  faut  pas 
confondre  cette  rotation  fictive  avec  celle  du  corps  auquel  le  couple 
est  supposé  appliqué. 

344.  CoMPOsrriON  des  couples  srruâs  dans  un  même  plan  ou 
DANS  DBS  PLANS  PARALLÈLES.  —  Deux  couples  situés  dans  un  même 
plan  ou  dans  des  plans  parallèles  se  composent  en  un  seul^  situé 
ilans  un  pian  parallèle  à  celui  des  couples  proposés^  et  dont  le  mo^ 
ment  est  égala  la  somme  ou  à  la  différence  des  moments  des  couples 
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composants,  suivant  qu'ils  tendent  à  faire  tourner  leur  plan  dans 
le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

345^  346.  Des  couples  en  nombre  quelconque,  situés  dans  un 
même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  se  composent  en  un  seul 
situé  dans  un  plan  parallèle  à  ceux  des  couples  proposés,  et  dont 
le  moment  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  der- 
niers, 

347.  Composition  des  couples  situés  dans  des  plans  qublgon- 

p.     j  /  QUES.  —  Si  l'on  mène  dansas 

plans  des  deux  couples  donnés 
deux  droites  AB,  AC,  perpen- 
diculaires à  r  intersection  de 
ces  plans  et  proportionnelles 
aux  moments  de  ces  couples, 
la  diagonale  AD  du  parallélo- 
gramme ABCD,  construit  sur 
CCS  deux  droites,  représentera 
en  grandeur  le  moment  du 
couple  résultant,  dont  le  pian 
passera  par  cette  diagonale  et 
par  l'intersection  AH. 

348.  Autre  manière  de  présenter  la  composition  des  couples. 
-  Par  un  point  0  pris  à  volonté  sur  le  bras  de  levier  soit  menée 

Fig.  ii5.  une  droite  OL,  perpendiculaire  aa  plan 

du  couple  (P,  — -  P),  et  dont  la  gran- 
deur représente  le  moment  du  couple, 
cette  droite  étant  dirigée  d*un  côté  de 
ce  plan  tel,  qu'un  observateur  placé 
sur  cette  perpendiculaire,  les  pieds  sur 
le  plan  et  Toeil  au  point  L,  verrait 
tourner  ce  plan  dans  un  sens  convenu,  par  exemple  de  sa  gauche 
vers  sa  droite.  Nous  appellerons  celte  droite  le  moment  linéaire  du 
couple. 

349.  Le  moment  linéaire  du  couple  résultant  de  plusieurs  couples 
situés  dans  des  plans  parallèles  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  linéaires  des  couples  composants, 

350.  Deux  couples  situés  dans  des  plans  différents  se  composent 
en  un  seul  dont  le  moment  linéaire  est  la  diagonale  du  paraiMn 
gramme  qui  a  pour  côtés  les  moments  linéaires  des  deux  couples 
composants. 
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351.  Les  couples  se  composent  comme  des  forces  qui  seraient 
représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  leurs  moments  li- 
néaires, et  qui  passeraient  par  un  même  point* 
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COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DES  FORGES  APPLIQUÉES  A  UN  SYSTÈME 

INVARIABLE. 

352.  RÉDUCTION  DBS  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  STSTÈMB  INVA- 
RIABLE. —  Toutes  les  forces  appliquées  à  un  corps  solide  peuvent 
se  réduire  à  une  force  unique  R,  résultante  des  forces  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  arbitraire  0  et  à  un  couple 
unique  (S,  —  S), 

353.  Quand  un  système  de  forces  est  en  équilibre,  les  forces 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque 
se  font  équilibre  autour  de  ce  point,  et  les  couples  résultant  de  la 
translation  de  ces  forces  doivent  aussi  se  faire  équilibre.  Ces  don- 

ditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 

354.  Si  le  système  admet  une  résultante  unique,  la  force  R  est 

parallèle  au  plan  du  couple  résultant.  Cette  condition  est  suffisante. 

355.  Un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à  un  système 
invariable  peuvent  se  réduire  à  deux  forces  S  etT  qui  sont,  en  gé^ 
néral,  dans  des  plans  différents ,  et  dont  Pune  passe  par  un  point  0, 

entièrement  arbitraire.  Cette  réduction  peut  s'opérer  d*une  infinité 
de  manières. 

356.  Réciproquement,  deux  forces  T  et  S,  non  situées  dans  le 

même  plan,  peuvent  toujours  se  ramener  à  une  force  et  à  un 
couple. 

357.     ÉQUILIBRE    DUN    SYSTÈME    DE    FORCES    PARALLÈLES    SHTUÉES 

DANS  UN  MÊME  PLAN.   —  En  nommaut  P,  P',  P",.«*  les  forces 

données,  x,  x\  x*,. . .  leurs  distances  à  un  axe  des  /  qui  leur  est 

parallèle,  on  a 

P4-P'  +  P'-4-...=  o, 

Px  4-  PV-f.  Vx'-i-, . .  =  o. 

358.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre^  elles  auront 
une  résultante  unique  R,  appliquée  à  un  point  dont  x^  seraTabscisse  : 

R  =  P-hP'-hP''-l-...; 
_  Px-t-PV-t-P'x'^-}-... 

Stcrx.' — 3féc.  II.  2-j 
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359.  Si  la  force  R  était  nulle,  le  système  se  réduirait  à  un 
couple. 

360,  36j.  Composition  et  équilibre  d'un  ststevb  de  forces 
SITUÉES  DANS  UN  MÊME  PLAN.  —  \°  La  sommc  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  leur  plan  doit  être 
nulle;  t!*  les  sommes  des  composantes,  suivant  deux  axes  quel' 
conques,  doivent  être  nulles  séparément, 

362,  363.  Si  les  forces  données  ne  se  font  pas  équilibre,  elles 
se  réduiront  à  une  force  R  et  à  un  couple  (S,  —  S)  qui  auront  une 
résultante  unique,  si  R  n'est  pas  nul.  On  aura 

R  =  P+y/  +  y/  +  ..., 

Rr  =  P/?-fP7y+.... 

Pour  obtenir  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  résultante  unique, 

soient  x^^jr^^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  droite, 

et  Xj,  Y|  les  composantes  de  la  force  R  parallèles  aux  axes;  en^ 

sant 

G  =  X/—  Yo: -f-X>'—  YV-h. . . ., 

on  aura 

—  X,j^,  4-  Y,x,  4-  G  =  o. 

364.  Équations  générales  de  l'équilibre.  —Soit  un  système  quel- 


Fig.  123. 


conque  de  forces  P',  P*,. . .  appliquées 
à  des  points  A  (a:,/,  z),  A'(j/,y,  *•), 
A*  (jr*,  7*,  a"), .  . .  liés  entre  eux 
d'une  manière  invariable.  I>écompo- 
sons  la  force  P  en  trois  autres  X,  Y,  Z 
parallèles  à  trois  axes  rectangulaires. 
On  ramène  le  système  proposé  à  plu- 
sieurs forces  dirigées  suivant  les  axes 
et  à  un  certain  nombre  de  couples 
(X,  — X),  (Y, -^  Y),  situés  dans  les 
plans  coordonnés.  En  appelant  X,  F, 
Z,  les  résultantes  des  forces  dirigées  suivant  les  axes  et  L,  M,  N 
les  moments  résultants  obtenus  en  composant  les  couples  situés 
dans  chacun  des  plans  coordonnés,  on  aura 

X=X4-X'4-X''  +  ..., 

y=  Y  +  Y'H-Y'-h.... 

Z=Z4-Z'-fZ' -}-..., 
L  =Zr— Y3  4- Z'^i-'-Y's' -+-..., 
M  =  Xz-Z.r-|-X'3'-ZV-l-..., 
N  -=  Yx—  X^  4-Y',r'  — Xy+. . . . 
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365,  366.  Quand  il  y  a  équilibre,  on  a 

X=Oj     Y=rOf     Z  —  o, 
L  =  o,     M=  o,     N  =  o, 

ou  bien,  en  introduisant  les  intensités  des  forces  P,  P',  P',  • . . ,  et 
les  angles  a,  p,  7,  a',  p',  7',.  •  -,  que  leurs  directions  font  avec  les 

dJLQSy 

P  COSa  +  P' COSa' -+  .  .  .  ir:  o, 

P  COSp  H-  P'  COSp'  -4- .     .  =  o, 

p  COS7  -f-  P'cos7'  +  . . .  —  o, 
et 

p  (JCOS7  —  z  cosp)  -f-  P'  (/  C0S7'  —  2'  cos^')  -h. . .  =  o, 

p  (zCOSa  —  XCO87)  -^■  P'  (*'  COSa'  —  j:'C0S7')  4-.    .  =  O, 
P( arcosP  —  ^-COSa)  -K  P'  (x'cosp'— ycOSa')  -h. .  .  =  o. 

367.  On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  le 
produit  de  la  projection  de  celte  force  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  multipliée  par  la  plus  courte  distance  entre  cet  aie  et  cette 
projection.  Si  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  est 
en  équilibre^  la  somme  des  moments  des  forces^  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  menés  par  un  même  point,  doit  être  nulle  pour 
cliacun  lie  ces  axes, 

368.  Lei  six  équations 

jr=ro,     r=o,     Z-o, 
L=  o,     M  =  o,    N  =  o, 

.Bont  vérifiées  dans  Tétat  d'équilibre  d*un  système  quelconque  de 
forces.  Mais  ces  conditions  ne  sont  plus  suffisantes  pour  assurer  Té- 
quilibre,  et  il  faut  y  joindre  de  nouvelles  équations  qui  dépendent 
du  mode  de  liaison  des  différentes  parties  du  système. 


VINGT-NEUVIEME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA   COMPOSITION  ET    DE    l'ÉQUILIBRE  DE    FORCES 
APPLIQUÉES  A  UN  STSTÈME  DE  FORME   INVARIABLE. 

369.  Cas  d*unb  résultante  unique.  ~  Quand  il  y  a  une  résul- 
tante unique,  on  a 

XL  4-  rM  -f  ZN  =  o. 

Cette  équation  exprime  que  les  forces  se  réduisent  à  une  force 
unique  pourvu  que  X^  Y,  Z  ne  Soient  pas  nulles  à  la  fois,  sans 
quoi  le  système  se  réduirait  à  un  couple,  et  il  n'y  aurait  pas  de  ro- 
hultante  unique. 
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370.  La  droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  est  représentée 
par  deux  des  équations  suivantes  : 

Yz^  Zy-h  L  =  o, 
Zjp  —  Xz-hM  =  G, 

371,  372.  Cas  d'un  point  fixe.  —  La  pression  qu'éprouve  le 

point  fixe  est  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  transportées 

parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point.  Les  conditions  d'équilibre 

sont 

L  =  o,    M  =  G,    N  =  G. 

373.  Cas  d*un  axe  fixe.  —  Quand  il  y  a  un  axe  fixe  Os,  ou, 
FîQ.  125.  ce  qui  revient  au  même,  deux 

points  0  et  H,  la  seule  condition 
d'équilibre  est 

N  =  o. 


—-  La  somme  des  moments  des  for- 

ces par  rapport  à  V axe  fixe  doit 
être  nulle. 


374.  Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  l'axe,  on  a  deux  équa- 
tions d'équilibre 

Z  =  o,    N  =  o. 

375,  376.  Pour  qu'un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées 
à  un  corps  solide  soit  en  équilibre  autour  d'un  point  fixe,  il  faut  et 
il  suffit  qu'elles  le  soient  autour  de  trois  axes  passant  par  le  point 
fixe. 

377,  378.  Équilibhe  d'un  corps  qui  repose  sur  un  plan  fixe. 
—  Si  un  corps  M  repose  par  un  de  ses  points  sur  un  plan,  il  faut 
que  les  forces  P,  P',  P', . . .  aient  une  résultante  unique,  normale 
au  plan  et  passant  par  le  point  d'appui. 

379.  On  est  conduit  à  une  conséquence  analogue,  quand  le  corps 
M  repose  par  différents  points  sur  plusieurs  plans  ou  surfaces  fixes. 

380.  Les  équations  d'équilibre  dans  le  cas  d'un  corps  pressé  contre 

un  plan  xO/  sont 

jr  =  o,     7=0, 

L  =  o,    M  =  o,    N  =  0. 

On  devra  y  joindre  l'inégalité 

Z<o. 
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% 

38i.  Si  le  corps  repose  sur  le  plan  xO^par  deux  points,  les 
Fig.  139.  équations  d'équilibre  sont 


X 

Z. 


z. 


H 


U 


X 

— 

0, 

Y 

0, 

L 

— 

0, 

N 

= 

0. 

382.  Si  lé  corps  repose  sur  le  plan  xO/  par  un  nombre  qucl- 


Fig.  i3o. 


0 


D      - 


conque  de  points  d'appui  A  ( x^,  j,), 
Bl^r^jj),  C,  D,  etc.,  la  résistance 
du  plan  en  ces  divers  points  équi- 
vaudra à  des  forces  normales  Z„ 
Z39  Z3,...  qui  y  seraient  appli- 
quées; il  faut  qu'il  y  ait  une  ré- 
sultante unique  et  tombant  dans 
l'intérieur  du  polygone  ABCDA. 


Les  équations  générales  se  réduisent  à 

jr  =  o,     r=o,    N  =  o. 


TRENTIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A   DES   CORDOKS. 
383.  ÉQUILIBRE  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  DES  CORDONS  QUI  PASSENT 

PAR  UN  MÊME  POINT.  —  Soiont  P  et  Q  deux  forces  qui  agissent  aux 
extrémités  d'une  corde  supposée  flexible  et  inextensible.  Si  ces 
forces  se  font  équilibre,  la  corde  doit  être  tendue  en  ligne  droite, 
et  ces  forces  doivent  être  égales  et  contraires.  La  valeur  commune 
des  deux  forces  est  ce  qu'on  appelle  la  tension  du  fil, 

384.  Si  trois  forces  P^  Q,  R,  agissent  sur  un  point  A^  par  l'in- 

Fi0.  i3i.  termédiaire  de  trois  cordons  qui  se 

réunissent  en  ce  point,  et  si  elles 
se  font  équilibre,  ces  trois  cordons 
sont  dans  un  même  plan,  et  chaque 
force  peut  être  représentée  en  gran- 
deur par  le  sinus  de  l'angle  formé 
par  les  directions  des  deux  autres. 

385.  Supposons  qu'on  Gxe  un  point  B  du  cordon  AP.  La  pression 
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que  supporte  le  point  B  est  égale  et  contraire  à  la  résultante  des 
forces  Q  et  R.  Si  Ton  fixe  à  la  fois  un  point  Bdu  cordon  AP  et  un 
point  C  du  cordon  AQ,  la  pression  que  supporte  le  point  C  sera 
égale  et  contraire  à  Q, 

386,  387.  Cas  ou  l*dne  des  cordes  peut  gt.tsser  dans  un  an- 


Fîg.  i3a. 


NEAU.  —  Si  les  deux  forces  P 
et  0  sont  appliquées  aux  ex- 
trémités d'une  corde  PAQ,  qui 
passe  dans  un  anneau  retenu 
par  une  troisième  force  R, 
P  =  Q  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'il  y 
ait  équilibre. 


388.  Si  Ton  désigne  par  a  Tangle  BAC,  on  a 


Vifj.  i33. 


R  =  aPcos-3t. 

R  représente  également  la  pression  supportée  par  le  point  A, 
quand  on  fixe  Tanneau. 

389.  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  —  Soit  un  polygone 
funiculaire  ABCDEF.  Le  premier  et  le  dernier  cordon,  AB  et  EF, 
sont  sollicités  par  des  forces  H  et  K  dirigées  nécessairement  sui- 
vant les  prolongements  de  ces 
cordons,  sans  quoi  il  n*y  aurait 
pas  équilibre.  Aux  différents 
sommets  B,  C,  D,  E  sont  appli- 
quées des  forces  quelconques  P, 
P',  P",  P",  agissant  par  Tinler- 
médiaire  de  cordons  qui  se  réu- 
nissent en  ces  points.  Il  est  inutile 
de  supposer  plus  de  trois  cordons 

réunis  au  même  sommet. 

390.  Dans  Vétat  d' équilibre,  chaque  cordon^  tel  qite  CD,  doit  être 
tiré  par  deux  forces  égales  et  contraires  qu^on  peut  supposer  appli" 
quées  à  ses  deux  extrémités. 

391  à  397.  Ce  principe  conduit  aux  conditions  d'équilibre  du 
polygone  funiculaire. 

Toutes  les  forces  immédiatement  appliquées  au  polygone  funi- 
culaire, transportées  parallèlement  h  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
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conque  y  se  font  équiUh-e  autour  de  ce  point  y  et  la  tension  de  chaque 
cordon  est  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  d'un  même 
côté  de  ce  cordon^ 

Réciproquement,  si  les  forces  sont  telles,  que,  transportées  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque,  elles  s'y  fassent 
équilibre^  il  y  aura  toujours  une  figure  {l'équilibre. 

398.  Cas  ou  il  y  a  des  anneaux.  —  Si  tous  les  sommets  portent 

des  anneaux,  les  tensions  de  tous  les  cordons  sont  égales,  d'où 

résulte 

H=K, 

P  =  2Hcos-B,     P'=2Hcosic,.... 
a  a 

399.  Si  l*on  se  donnait  la  figure  du  polygone,  on  connaîtrait  par 
là  en  grandeur  et  en  direction  les  forces  qu'il  faudrait  appliquer  à 
chaque  sommet  pour  le  tenir  en  équilibre. 

400.  401.  Supposons  que  les  cordes  extrêmes  AB,  EF  soient  dans 
un  même  plan.  Pour  avoir  la  tension  des  cordons  extrêmes,  il  suffît 
de  décomposer  suivant  leurs  directions  la  résultante  de  toutes  les 
forces  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  de  ren- 
contre de  ces  cordons. 

402.  Cas  ou  il  y  a  plusieurs  cordons  a  un  même  somhrt  du 
POLYGONE.  —  Il  faut,  pour  l'équilibre,  que  Tune  quelconque  des 
forces  qui  sollicitent  les  cordons  soit  égale  et  directement  contraire 
à  la  résultante  de  toutes  les  autres.  Si  l'on  fixe  un  point  sur  chacun 
des  cordons,  excepté  sur  un  seul,  les  pressions  que  la  force  F  exerco 
sur  les  points  fixes,  s'il  n'y  a  que  trois  cordons,  non  situés  dans  le 
même  plan,  s'obtiendront  en  décomposant  la  force  F  en  trois  autres 
agissant  suivant  les  prolongements  des  cordons.  S'il  y  a  plus  de 
trois  cordons,  le  problème  devient  indéterminé. 
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équilibre  d*un  fil  flexible. 

403.  Direction  db  la  tension  d.vns  un  fil  en  équilibre.  — 
Soit  AMB  un  fil  fleiible,  d'une  très-petite  épaisseur,  attaché  par  ses 
extrémités  à  deux  points  fixes  A  et  B,  et  dont  tous  les  points  sont 
sollicités  par  de  très-petites  forces. 
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Soit  M  un  point  quelconque  de  oe  fil.  Les  deux  parties  AM,  MB 
exercent  Tune  sur  Tautre,  dans  l'état  d*équilibre,  des  actions  mo* 

léculaires  égales  et  contraires.  On  ad- 
met que  toutes  les  forces  qui  pro- 
viennent de  ÂM  agissant  sur  MB,  se 
réduisent  à  une  force  unique  T  ap- 
pliquée au  point  M,  et  de  même  que 
la  partie  MB  exerce  sur  AM  une  ac- 
tion qui  se  réduit  à  une  force  égale  et 
contraire  à  T.  La  valeur  commune  de  ces  deux  forces  est  ce  qu'on 
appelle  la  tension  dufilzM  point  M. 

404.  La  tension  s'exerce  suivant  la  tangente  au  point  lA  à  la 
courbe  que  forme  lefiL 

405, 406.  Equilibre  d'un  fil  sollicité  par  de  petites  forces.  — 
Soient  c  le  produit  de  la  section  normale  par  la  densité  au  point  M, 


Fig.  187. 


P  la  force  qui  agit  en  ce  point,  X, 
Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à 
trois  axes  Ox,  0/,  Oz,  et  T  la 
tension.  Les  équations  de  l'équilibre 
sont  : 


x 


(0 


407.  Intégration  des  équations  (1).  —  Soient  <r,/,  g\  e\f,  g* 
les  angles  que  les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  A  et  B  font  avec 
les  axes  :  on  a 


Kcosff-I-K'costf 


-X' 


Xerfy  =  o; 


(a  somme  algébrique  des  composantes  parallèles  à  Caxe  Qx,  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  Jil^  est  nulle. 


403.  On  déduit  des  mômes  équations 
K(/icos/—  b  costf)  -4-  K'(/7'cos/' 

-^/    (Yx 


b'co^e*) 
^y)^ds 


=  0; 
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la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  fil, 
par  rapport  à  O2,  est  nulle, 

409.  Soient  a,  p,  7  les  angles  que  la  tangente  au  point  M  fait 
avec  les  axes  et  >.  fA,  v  les  angles  que  le  rayon  de  courbure  p  fait 
avec  les  mêmes  axes  :  les  équations  (i)  peuvent  s'écrire 

Tds 
fl^TcosaH C0S>-|-Xsrf'j  =  G, 

p 

Ids 
^/Tcos^H COSfz  + Yerfo  — ■  o, 

Tds 

c/TcosvH cosv  -f-Zsr/^  =  o. 

P 
Le  plan  osculateur  à  la  courbe  contient  la  force  P. 

410.  Valeur  de  la  tension.  —  On  a 

dl  =  -6(XY/,r-hYr/r-4-Zf/3). 

•  4H .  Quand  s(Xdx-\-Ydx-\-Zdz)  est  une  différentielle  exacte^ 
^accroissement  de  tension,  quand  on  passe  ^un  point  à  un  autre, 
est  indépendant  de  la  figure  du  fil, 

412.  Lorsque  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  fil  lui  sont  nor- 
males, la  force  motrice  est  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure 
et  dirigée  suivant  le  prolongement  de  ce  rayon, 

413.  Lorsqu'un  fil  est  tendu  sur  une  surface  S  par  deux  forces 
qui  le  tirent  à  ses  extrémités  m  et  m\  ce  fil  trace  sur  la  surf  ace  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  quelconques  de  ses  points, 

414.  Courbe  formée  parle  fil.  —  Cette  courbe  est  donnée  par 

les  équations 

dx ely dz 


415.  On  oblient  encore  les  équations  de  la  courbe  en  éliminant  T 
entre  les  équations 

X^—  Ydx    __rrf^j^_^((y^^\ 
fis  ~     \ds     ds       ds      (Is  ) 

Xdz-—Zdx    __  -  /^dz  ,  dx       dx   ,  dz\ 
~     \ds      ds       ds     ds  J 


us 
dT^^i(Kflx-^Ydjr-^Zdz), 
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CHAbîETTE.  —    COURBE   DES    POKTS   SUSPENDUS. 

416.  Équation  différentielle  de  la  chaînette.  —  La  courbe 
ABC,  formée  par  un  ûl  pesant  et  homogène,  suàpendu  à  deux 


Fig.  i38. 
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points  fixes  À  et  C,  a  reçu  le  nom 
de  chntnctte. 

Cette  courbe  est  contenue  dans 
le  plan  vertical  passant  par  les 
points  A  et  C.  Prenons  ce  plan 
vertical  pour  plan  des  ay  et  tra- 
çons deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  Oj,  le  premier  horizontal  et 
le  second  vertical  et  dirigé  de  bas 
en  haut. 

il  7.  Le  fil  étant  supposé  homogène,  si  a  est  le  poids  de  Tunité 
de  longueur,  on  aura 

(lx\ 


V£)"-  "(^f)""- 


418.  Appelons  vrà  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe, 
tension  qui  s'exerce  horizontalement.  On  aura 

T  —  zsh-^t     fis  —  hd  -7-  • 
dx  dx 

419,  420.  Équation  de  la  cnAÎNETTs  en  termes  finis.  —  On 
prend  pour  axe  des  y  la  verticale  qui  passe  par  le  point  fi  le  plus 
bas  de  la  courbe  et  pour  origine  un  point  tel  que  OB  =  h  : 


e''  -he 


X 

h 


). 


421 ,  422.  Propriétés  de  la  ciiAiNETTE.  —  La  chaînette  est  sy- 
métrique par  rapport  à  Taxe  des  y.  La  projection  MK  de  Tor- 
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donnée  de  la  courbe  sur  la  nor- 
male MN  est  constante  et  égale 
à  //.  La  projection  i\ÏI  de  l'or- 
donnée sur  la  tangente  MT  est 
égale  à  l'arc  BM,  compté  à  par- 
tir du  point  le  plus  bas  de  la 
courbe.  La  longueur  désignée 
par  /i,  l'arc  MB  et  l'ordonnée  y 
forment  un  triangle  rectangle  dont  l'ordonnée  est  l'hypoténuse. 
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423.  La  courbe,  lieu  des  points  I  tels  que  MI  =  arc  BM ,  est  une 
développante  de  la  chainètte.  La  droite  IP  est  tangente  à  cette 
courbe  au  point  I,  et  la  longueur  ÏP  de  cette  tangente  comprise 
entre  le  point  I  et  l'axe  des  x  est  constante  et  égale  à  h. 

-424.  Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égal  à  la  normale 
MN,  mais  dirigé  en  sens  contraire, 

425,  426.  De  la  tension  en  un  point  de  la  chaînette. 

La  tension  de  la  chaînette  en  chaque  point  est  proportionnelle  a 
l'onlonnée  de  ce  point, 

4t¥!  à  431 .  Construction  de  la  chaînette.  —  Menons  la  verti- 
cale CE  et  les  horizontales  AE  et  CG  qui  rencontrent  Taxe  desjr 
en  D  et  G  [fig,  i38).  Posons 

AE  =  «,     CE  =  A,     ABC  =  /,  , 

On  a  pour  déterminer  les  inconnues  h,  k,  k\  f  les  équations  sui- 
vantes ; 


432.  Reuarqub  sur  le  centre  de  gravite  de  la  ciiaInette.  — 
De  toutes  les  courbes  d'une  longueur  donnée ,  tracées  sur  un  plan 
entre  deux  points  donnés,  la  chaînette  est  celle  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas. 

433  à  438.  Courbe  des  ponts  suspendus.  —  La  courbe  formée 
par  la  chaîne  est  une  parabole  verticale.  En  appelant  T  la  tension 
au  point  ^,  /,  z,  cr  la  force  totale  qui  sollicite  une  portion  de  la 
chaîne  dont  la  projection  horizontale  est  égale  à  l'unité  de  longueur, 
7 A  la  tension  au  point  le  plus  bas,  on  a 


r^ 
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TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 

PRINCIPE    DES    VITESSES   TIRTOELLES. 

439.  DÉFINITION  DE  LA  VITESSE  VIRTUELLE.  —  Soient  A,  A',  Â", . . . , 

des  points  matériels  quelconques  soumis  à  de  certaines  condiiiuii». 
Le  système  étant  transporté  dans  une  position  infiniment  voisine 
qui  satisfasse  à  toutes  les  conditions  données,  on  appelle  vitesse 
virtuelle  ou  déplacement  virtuel  de  Tun  quelconque  de  ces  points  la 
droite  infiniment  petite  qui  joint  sa  première  position  à  la  seconde. 

440.  DÉFINITION  DU  MOMENT  VIRTUEL.  —  On  appelle  moment 

virtuel  de  la  force  P  le 
produit  de  la  valeur  alh- 
soluc  de  cette  force  par  la 
projection  p  du  déplace^ 
ment  virtuel  de  son  point 

.  d'application, 

441 .  On  a,  si  T  est  la  composante  de  la  force  P  suivant  le  dépla- 
cement ka , 

P^  =  T  X  ka. 

Ainsi  le  moment  virtuel  est  égal  au  produit  du  déplacement  vir- 
tuel multiplié  par  la  composate  delà  force  suivant  la  direction  du 
déplacement. 

Le  moment  virtuel  d'une  force  et  la  quantité  de  travail  élémentaire 
ont  la  même  expression  ;  mais  la  première  quantité  ne  suppose  aucun 
mouvement  du  système  dû  aux  forces  qui  le  sollicitent  actuellement. 

4i2.  Énoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  —  Si  da 
forces  en  nombre  qiielconqiœ  se  font  équilibre  sur  un  sj  sterne  de 
points  matériels  assujettis  à  des  conditions  données,  la  somme  ffes 
moments  virtuels  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel  compa- 
tible avec  les  conditions  données ,  et  réciproquement,  il  y  ^^^^ 
équilibre  si  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle  pour  tous  les 
mouvements  possibles  du  système, 

443.  Équilirre  d'un  point  matériel.  ~  Si  un  nombre  quel- 
Fig.  i/i3.  conque  de  forces  est  appli- 

qué à  un  même  point  A  : 
le  moment  virtuel  de  la  ré- 
sultante est  égal  à  la  somme 
fies  moments  virtuels  des 
composantes* 
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444.  démonstration  du  principe  pour  un  point  libre. 

445.  démonstration  du  principe  pour  un  point  assujetti  a 
demeurer  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée. 

446.  447.  Équilibre  de  deux  points  matériels  unis  par  une 
DROITE  rigide.  —  DéiDODStralion  du  principe  pour  deux  points  in- 
variablement liés  l'un  à  Tautre. 

448.  DÉMONSTRATION  DU  PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES  DANS 
LE  CAS  d'un  SYSTÈME  A  LIAISONS  COMPLÈTES.  —    SoieUt  A(x,  ^,  z), 

un  nombre  quelconque  n  de 
points  assujettis  à  des  condi- 
tions données  exprimées  par  un 
certain  nombre  d 'équations 
entre  les  coordonnées  de  ces 
points.  Le  nombre  des  équa- 
tions doit  être  moindre  que  3/7, 
mais  il  peut  être  égal  à  3/i— i. 
Dans  ce  cas,  où  le  système  est 
dit  à  liaisons  complètes^  tous  les 
points  sont  assujettis  à  demeu- 
rer sur  des  courbes  données,  et  le  déplacement  de  Tun  des  points 
entraine  celui  de  tous  les  autres. 

449.  Chaque  point  peut  se  mouvoir  sur  la  courbe  dans  deux 
sens  contraires,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  moments  virtuels  égaux 
et  de  signes  contraires. 

i50,  451.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  est  démontré  dans 
le  cas  des  systèmes  à  liaisons  complètes. 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

SUITE  DU   PRINCIPE  DES   VITESSES  VIRTUELLES. 

452,  453.  Système  a  liaisons  incomplètes.  —  Démonstration  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  dans  le  cas  général. 

454  à  456.  Liaisons  qui  s'expriment  par  des  inégalités.  — 
Quand  les  liaisons  qui  existent  enlre  les  différents  points  d'un  sys- 
tème sont  exprimées  par  des  inégalités,  il  suffît,  pour  l'équilibre, 
que  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces  soit  nulle  ou  né- 
gative. 
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457.  Autre  forme  de  l^equation  des  vitesses  virtuelles.  — 

Soient  X,  Y^  Z  les  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  de  la  force  P;  èx^ 
Sfy  $z  les  variations  des  coordon- 
nées du  point  Â  pour  un  déplace- 
ment virtuel  compatible  avec  l'élat 
du  système  ;  le  moment  virtuel  de 
là  force  P  e^t 

et  l'équation  des  vitesses  virtuelles  devient 


2  (X^^  -+-  Y^r-\'  ZSz)  =  o. 


458,  4S9.  CoNDinoNS  d'équilibre  d'un  système.  Les  liaisons  qui 

existent  entre  les  divers  points  du  système  étant  exprimées  par  les  . 

équations 

L  =  o,    M  =  o,    N  =  o,..., 

on  aura 

riL  *      .    r/L  »      .   r/L  *     .  rih  ,   ,  , 


rfM. 

-^àx  • , 
dx  d) 


dx 


dx' 


Ces  équations  au  nombre  de  /  contiennent  3/i  variations  ^x,  ^y^ 
^z,. . .  ;  il  y  en  a  3/?  —  /  qui  sont  arbitraires,  et  les  autres^  au 
nombre  de  /,  dépendent  de  celles-là.  Si  on  porte  les  valeurs  des 
dernières  dans  Téquation 


4 

2  (X^x+  Y^j-f-  Z^z)  =  o, 


celle-ci  contiendra  seulement  Zn  —  i  termes  multipliés  chacun  par 
l'une  des  3n  --  i  variations  arbitraires,  dont  il  faudra  égaler  à  zéro 
les  ^n  —  i  coefficients.  On  aura  ainsi  ^n  —  i  équations  qui,  jointes 
aux  équations  (i),  donneront  3/7  équations  nécessaires  et  suffisctnleâ 
pour  l'équilibre. 

460.  L'élimination  de  /  variations  au  moyen  du  système  (a)  peut 
se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs.  Nous  aurons  les  3/i 
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('quatioDS  suivantes  : 

^^  .dL^  m  ,  dis  ^ 

du:       '    djc  f/.v 

^      .  r/L    .      r/M  .  dN 

dr        '    djr  df 

^      -  dL         dM  .  JN 

«3        '    dz  dz 

V'_L-  ^'L^      f/M^  r/N' 


461^  462.  Réciproquement,  si  ces  équations  ont  lieu,  les  forces  se 
font  équilibre,  quand  on  y  regarde  x,  /,  z  comme  seules  variables. 

Les  conditions  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o,. . .,  peuvent  être  suppri- 
mées pourvu  que  Ton  applique  au  point  A  les  forces 


.dL 
*  dx 

dM 
^dx^ 

r/N 

.dL 
^dy' 

dU 
^  dr'' 

.dL 

^  dz' 

'dz'-'^ 

au  point  A'  les  forces 

,  dL 

dM 
^dx'' 

dx'' 

.dL 

dM 

dK 

,  dL 

^  dz'' 
Cl  ainsi  de  suite. 

dM 

^'  dz'  ' 

\iz''"" 

403,  461.  Sur  les  divers  mouvements  virtuels  d'un  système. 
—  Un  mouvement  virtuel  quelconque  se  compose  de  3/i  —  /  mou- 
vements virtuels  particuliers  et  distincts. 

465.  En  général,  soient  L  =  o,  M  =  o,.. .  les  équations  de  con- 
dition. On  prendra  3/i  —  /  quantités  y,  >[»,  ô,.. .  fonctions  de  x,  j. 
z,  x',,..,  et  dont  les  variations  seront  toutes  arbitraires.  L'équa- 
tion des  vitesses  virtuelles  deviendra 

4>(j>  -+-  'i'S-b  ■+-  C-)r/9  -f-. . .  -  o; 

on  aura 

«ii=o,    Y  =  o,    0  =  0,.... 
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TRENTE-aNQUlÈRIE  LEÇON. 

APPLICATIONS   DU   PRINCIPE  DES  VITESSES  VIRTUELLES. 

466.  Équilibre  d*un  solide  invariable.  —  Les  condilions  d'é- 
quilibre d'un  système  solide,  formé  de  n  points  matériels  liés  entre 
eux  d*une  manière  invariable,  sont  au  nombre  de  six. 

467.  On  obtient  les  trois  premières  équations  d'équilibre,  en  don- 
nant au  corps  trois  mouvements  de  translation  parallèles  aux  axes. 

468.  On  obtient  les  trois  autres  équations  d'équilibre  en  faisant 
tourner  le  corps  successivement  autour  des  trois  axes,  ce  qui  donne 


^(Xz  —  Zx)  =  o. 


469.  On  peut  déduire  du  principe  des  vitesses  virtuelles  les  équa- 
tions des  moments  sous  leur  seconde  forme 


2Q7  =  o. 


470.  autre  manière  d*obtenir  les  conditions  d'équiubre  d'un 
SYSTEME  solide.  —  L'équalioD  générale 

•       . 

y  (X Jx  "h  Y^7+  Z$z)  =  o 

peut  être  mise  sous  la  forme 

Les  variations  ^a,  ^6,. . .,  étant  arbitraires,  cette  équation  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de  ces  variations  sont  nuls;  on  re- 
trouve ainsi  les  conditions  exprimées  plus  haut  (467,  468). 

47i .  Équiubre  d  un  système  solide  gêné  par  un  obstacle.  — 

Si  le  système  renferme  un  point  6xe,  il  y  aura  seulement  trois 
équations  d'équilibre  entre  les  forcés. 
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472.  S'il  y  «a  deux  points  fixes>  ou,  ce  qui  revient  au  même,  un 
axe  fixe,  il  n*y  aura  qu'une  seule  équation  d'équilibre. 

473  à  477.  Équiubbe  du  polygone  funiculaire. 

478.  Sur  une  PROPRiéré  de  l'équilibre.  —  Lorsque  le  premier 
membre  de  Téqualion 


\(XSx-hY$f-hZ$z)  =  o 


est  la  variation  exacte  d'une  fonction /(x,  y,  z.,.)  de  x,  y,  z,  x', 
jr\  z',...,  considérées,  soit  comme  des  variables  indépendantes, 
soit  comme  des  variables  liées  entre  elles  par  les  équations  L  =  o, 
M  =  G  ;  alors  pour  la  position  d'équilibre,  et  seulement  pour  celle- 
là,  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  /(x, ^,  2,.. .)  est  un 
maximum  ou  un  minimum,  si  toutefois  cette  fonction  est  suscep- 
tible d'un  maximum  ou  d'un  minimum.  L'équilibre  est  toujours 
stable  quand  le  maximum  existe. 

479.  L'expression  ^(X^x+Y^j^H-Z^z)   est   une  variation 

exacte  quand  les  forces  motrices  R,  R',  R", . . .  sont  dirigées  vers 
des  centres  fixes  et  fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'appli- 
cation aux  centres. 

480.  Si  les  forces  R,  R',  R% . . .  supposées  attractives  ont  pour 
expressions 

U  =  p,     R-^,>     R  =  pr2'---J 
la  fonction 

r      r        r" 
est  un  maximum  ou  un  minimum  quand  il  y  a  équilibre. 

481 .  Le  premier  membre  de  l'équation  générale  des  vitesses  vir- 
tuelles est  encore  une  différentielle  exacte,  quand  les  forces  consi- 
dérées proviennent  des  actions  mutuelles  des  points  du  système,  et 
qu'elles  sont  simplement  fonctions  des  distances  mutuelles  des  points 
qui  agissent  les  uns  sur  les  autres. 

482.  Dans  l'équilibre  d'un  système  de  points  pesants,  sollicités 
uniquement  par  leurs  poids,  lo  centre  de  gravité  est  le  plus  haut 
ou  le  plus  bas  possible. 


SizwÊ.  —  MécAl.  28 
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TRENTE-SIXIÈME  LEÇON. 

PRINCIPE   DE   d'aLEHBERT. 

483  à  485.  Démonstbatiox  du  principe  de  d*alehbert.  —  Zei 
forces  motrices  d'un  système  font  à  chaque  instant  équilibre  à  des 
forces  égales  et  contraires  aux  forces  qui  produiraient  son  mouve- 
ment effectif,  si  tous  ses  points  devenaient  libres. 

486.  Remarques  sur  le  principe  de  d'alembert.  --  On  peut 
présenter  le  principe  de  d'Âlembert  sous  une  autre  forme,  utile 
dans  quelques  cas.  Chaque  force  étant  décomposée  en  deux.  Tune 
nommée  force  effective  et  qui  produirait  le  mouvement  du  point, 
s'il  était  entièrement  libre,  et  Tautre  qu'on  nomme  force  perdue, 
on  peut  dire  qu'à  chaque  instant  les  forces  perdues  se  font  éqm- 
libre. 

487.  On  pourrait  remplacer  d'une  infinité  de  manières  les  forces 
données  par  d'autres  susceptibles  d'imprimer  le  même  mouvement 
au  système,  non  plus  libre,  mais  assujetti  aux  conditions  données, 

488.  Équation  générale  du  mouvement  d'un  système. —Soit P 
la  force  appliquée  au  point  M,  dont  la  masse  est  m.  Nommons  X, 
Y,  Z  ses  composantes  parallèles  à  trois  axes  rectangulaires;  on  a 


(0 


489  à  492.  Conséquences  de  l'équation  générale.  —  Les  con- 
ditions 

(a)  L  —  o,    M  =  o,    N  =  o, . . . , 

devant  être  satisfaites  par  le  système,  on  aura 

r/L  »  dL  *         dL  •        dL  »    , 

-7-  ^  J7  4- -3-  ^r -»-  -7-  ^^ -^- -r-/ ^«^  H"  •  •  •  ^  o- 
djc  djr  dz  dx 

de  c(r  ^2  dr' 

dx  df    ^        dz  dx 

•  •  •  •  , 

Si  n  est  le  nombre  de  points  du  système,  il  y  aura  3/ï  —  *  varia- 
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lions  arbitraires^  et  t  variations  fonctions  de  celles-là  déterminées 
par  les  i  équations  précédentes.  Ou  portera  les  valeurs  de  ces  /  va- 
riations dans  réquation(i],  et  égalant  à  o  les  coefficients  des  3/i  —  / 
variations  restantes,  on  aura  3/i  —  i  équations  différentielles  entre 
le  temps,  les  forces  et  les  coordonnées  des  points  du  système.  En  y 
joignant  les  i  relations  (2),  on  aura  3/?  équatious  pour  déterminer 
les  3/ï  variables  a:, ^,  z,  x\x\  z',, ..  en  fonction  du  temps  /.  Il 
restera  à  intégrer  ces  équations.  On  peut  aussi  employer  la  mé- 
thode des  multiplicateurs. 


TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

EXTENSION  ET   APPLIGATiONS  DU   PRINCIPE   DE  d'aLEMBERT. 

493,  494.  Des  forces  instantanées  ou  percussions.  —  On  ap- 
pelle ainsi  les  forces  qui  agissent  pendant  un  temps  très-court  avec 
une  grande  intensité. 

495  à  497.  Extension  du  principe  de  d*Alembert  aux  forces 
DE  percussion.  —  Le  principe  de  d'Alembert  s'applique  aux  forces 
de  percussion,  en  remplaçant  ces  forces  par  les  quantités  de  mou- 
vement qu*elles  sont  capables  de  produire.  Considérons  le  système 
depuis  le  temps  ^0  jusqu'au  temps  /«+  9,  pendant  lequel  la  perçus- 
sion  agit.  On  aura 


4- 


(r-z*.„4-™j) ,.]... 


les  lettres  affectées  de  l'indice  o  désignant  les  valeurs  relatives  à 
répoque  /«,  et  les  lettres  sans  indice  les  valeurs  relatives  à  l'époque 

Cette 'équation  exprime  qu'il  f  a  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouvement  que  les  percussions  communiqueraient  aux  différents 
points  s'ils  étaient  libres,  les  quantités  de  mouvement  qu  ils  possè- 
dent au  moment  où  les  percussions  commencent  à  agir  et  celles 
quUls  ont  après  leur  action,  ces  dernières  étant  prises  en  sens  con- 
traires. On  néglige  pendant  le  temps  ô  les  forces  ordinaires,  telles 
que  la  pesanteur,  qui  n'ont  pas  une  intensité  très-grande. 

a8. 
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Lorsque  le  système  part  du  repos,  il  y  a  équilibre  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  que  les  forces  donneraient  aux  divers  points  du 
système  s'ils  étaient  libres  et  celles  qui  ont  lieu  effectivement,  et 
avec  lesquelles  ce  système  commence  à  se  mouvoir,  au  boni  du 
temps  9,  ces  dernières  étant  prises  en  sens  contraire, 

498.  Marche  a  suivre  pour  appliquer  le  principe  de  o'âlex- 
BERT  DANS  LE  CAS  DES  PERCUSSIONS.  --  Pour  appliquer  le  principe 
de  d'Âlembert,  étendu  au  cas  des  percussions,  il  laat  suivre  la 
marche  indiquée  au  n""  490. 

499  à  503.   Mouvement  de  deux   corps  liés  par  cn  fil  et 

PLACES  SUR  deux  PLANS  INCLINÉS. 


TRENTE-HUlTIExME  LEÇON. 

SUITE   DES  APPLICATIONS   DU    PRINCIPE  DE  d'aLEMBERT. 

504  à  506.  Mouvement  de  corps  lies  par  des  cordons. 

507  à  510.  Mouvement  d'une  chaîne  sur  deux  plans  incunés. 

511.  Mouvement  de  deux  points  assujettis  a  demeurer  scb 
deux  courbes  donnehs  et  dont  la  distance  est  invaruble. 


TRENTE-NEUVIEME  LEÇON. 

MOMENTS   d'inertie. 

512.  DÉFINITIONS.  —  On  appelle  moment  d'inertie  d'un  point 
matériel  par  rapport  à  un  axe  le  produit  de  la  masse  de  ce  point 
par  le  carré  de  sa  distance  à  l'axe. 

513.  Le  moment  d'inertie  d'un  système  dé  points  matériels  dont 
la  forme  est  invariable,  par  rapport  à  un  axe,  est  la  somme  des 
moments  d'inertie  de  tous  ces  points  par  rapport  à  cet  axe. 

514.  Les  points  matériels  qui  composent  un  corps  n'y  sont  pas 
répandus  d'une  manière  continue  :  on  sait,  au  contraire,  qu'ils 
sont  séparés  entre  eux  par  des  espaces  vides  qu'on  appelle  dfs 
pores.  Cependant  on  peut,  dans  chaque  cas^  obtenir  le  moment  d'i- 
nertie, en  supposant  la  masse- distribuée  d'une  manière  continue 
dans  le  corps. 
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SI 5.  Moments  d'inertie  d'un  parallélipipède  rectangle.  — 
En  appelant  M  la  masse  du  corps,  et  a,  b^  c  les  longueurs  de  ses 
arêtes,  les  moments  d'inertie  du  parallélipipède  par  rapport  aux 
axes  Ojt,  0/,  Oz  sont 

Le  plus  grand  correspond  à  la  plus  petite  arête  et  le  plus  petit  à  la 
plus  grande. 

Si6  à  518.  Ellipsoïde  homogène.  —  Soit 

l'équation  d*un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  principaux. 
M  étant  la  masse  de  Tellipsoïde  et  A,  B^  C  désignant  ses  moments 
d'inertie  par  rapport  aux  axes  0.r,  0/,  Oz,  on  aura 

519.  '^Pr.  est  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  par  rapport  à 
un  diamètre  quelconque. 

est  le  moment  d'inertie,  relativement  à  un  diamètre  quelconque, 
d'une  couche  sphérique  dont  les  rayons  intérieur  et  extérieur  sont 
a  et  b,  et  dans  laquelle  la  densité  p,  supposée  la  même  pour  tous 
les  points  situés  à  une  même  distance  du  centre,  est  variable  avec 
cette  distance. 

SâO.  Solides  de  révolution.  —  Soient  CD  la  courbe  méridienne 
Fig.  i58.  et  Ox  l'axe  de  révolution.  Le  mo- 

D_  ment  d'inertie  du  volume  engendré 

par  la  révolution  de  l'aire  ACDBâera 


l^p£  r'^, 


B     9 


en  désignant  par  a  et  ^  les  ab- 
scisses OA  et  OB  des  extrémités  de 


la  courbe  CD. 
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521.  Le  moment  d'inertie  du  segment  sphérique  est 


^pHx-Ï--) 


522.  Relation  entre  les  moments  d'inertie  par  rapport  a 


Fig.  iSg. 


DEUX  AXES  PARALLÈLES.  —  Soit 

0  le  eentre  de  gravité,  a  égale 
à  la  plus  courte  distance  OA  des 
deux  droites  Os  et  ÂB;  m  égale 
à  la  masse  du  point  M  ;  MH  =  /*, 
MK=R.  Ona 


Le  moment  (Vinertie  d\in  système  (le  points  par  rapport  à  un 
axe  quelconque  est  égal  à  celui  de  ce  système  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  à  celui-ci  mené  par  le  centre  de  grapité,  augmenté  du  prO' 
duit  de  la  masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Le  moment  d'inertie  d'un  corps  par  rapport  à  un  axe  qui  passe 
pa.r  son  centre  de  gravité^  est  moindre  que  pour  tout  autre  axe  pa^ 
rallèle  à  celui-ci;  ce  moment  est  le  même  pour  tous  les  axes  parai' 
lèles  et  également  éloignés  du  centre  de  gravité^  et  il  augmente  à 
mesure  que  l'axe  s'éloigne  de  ce  point. 

523.  Relation  entre  les  moments  d'inertie  par  rapport  a 

differents  axes  qui  passent  par 

LE  MÊME  POINT.  —  Soit   01   Un  8X6 

quelconque.  Abaissons  MH  perpen- 
diculaire sur  01.  Soient  2,  6,  7  les 
angles  que  01  fait  avec  Ox,  0^, 
Oz,  /x  le  moment  d'inertie  de  tout 
le  système  par  rapport  à  Taxe  01. 
Posons 


B=^m(x'-i-z'), 


D  =2  "'y^y 
E  :^y^mxz, 

?=^mx)r. 


on  a 


|x  =r  A  cos'a  -h  B  cos*6 -h  C  cos'v 

—  !»Dcos6cos7  —  aEcosacosy  —  aFcosacosS. 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DES  MOMENTS  d'iNERTIE.  —  ROTATION  AUTOUR   d'uN  AXE. 

524.  Ellipsoïde  central.  —  Sur  la  droite  01  (/g'.  160)  prenons 
une  longueur  ON  =  -p  •  Si  Ton  a  fait  la  même  construction  pour 

toutes  les  droites  menées  par  le  point  0^  le  lieu  des  points  N  a 
pour  équation 

AX'+  BY'4-  CZ»-  2DYZ  -  aEXZ  -  aFXY  =  o. 

C'est  un  ellipsoïde  ayant  le  centre  pour  origine. 

5â5.  Axes  principaux.  —  Quand  les  axes  coordonnés  sont  dirigés 
suivant  les  axes  principaux  de  Tellipsoïde,  on  .a 

Ces  trois  axes  sont  appelés  les  axes  principaux  d'inertie  du  sys- 
tème^ et  les  moments  d'inertie  correspondants  sont  dits  moments 
principaux, 

526,  527..  Le  système  des  axes  principaux  est  unique,  à  moins 
que  l'ellipsoïde  ne  soit  de  révolution.  Dans  ce  cas,  Taxe  de  révolu- 
tion et  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux  et  à  cet  axe 
forment  un  système  d'axes  principaux.  Si  l'ellipsoïde  devient  une 
sphère,  trois  diamètres  quelconques  perpendiculaires  entre  eux 
sont  des  axes  principaux,  et  les  moments  d'inertie  par  rapport  à 
ces  axes  sont  égaux.  Le  moment  d'inertie  le  plus  grand  correspond 
au  plus  petit  axe  de  l'ellipsoïde,  et  le  plus  petit  correspond  au  plus 
grand. 

528.  On  peut  prendre  des  axes  coordonnés  tels,  que  deux  des 

rectangles  disparaissent  dans  Téquation  de  Tellipsoïde  et  qu'elle 

prenne  la  forme 

AX'4-  BY^  4-  CZ»  -  a FXY  =  i . 

L'axe  des  z  est  alors  l'un  des  axes  principaux  du  corps  relatifs  au 
point  0. 

529.  Relation  entre  les  axes  principaux  relatifs  a  diffé- 
rents POINTS.  —  Les  axes  principaux  relatifs  à  un  point  quel- 
conque d*un  corps  sont  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  au 
centre  de  gravité  de  ce  corps  lorsque  la  droite  qui  Joint  le  premier 
point  au  second  est  un  axe  principal  relatif  au  second. 
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530,  531.  Points  pour  lesquels  les  iioME!<rrs  prinopaux  d'i- 
nertie D*UN  CORPS  SONT  ÉGAUX.  —  Quand  l'ellipsoïde  relatif  au 
point  0,  centre  de  gravité  du  corps,  est  de  révolution  autour  de 
son  petit  axe,  il  existe  sur  cet  axe  deux  points  symétriques  par 
rapport  au  point  0  et  situés  à  nne  distance  de  ce  point  égale  à 


n/ 


*  I» 

TT —  r  qui  répondent  à  la  question. 


53â.  Prenons  pour  exemple  Tellipsoïde 

L'ellipsoïde  doit  être  de  révolution  autour  de  son  petit  axe.  Il  y 
aura  deux  points  répondant  à  la  question,  situés  sur  le  plus  petit 

If)* a^ 

axe  à  des  distances  du  point  0  égales  à  =fc  »  /  — 7 —  • 

533.  Mouvement  de  rotation  d'un  ststèue  solide  autour  d'un 
AXE  FIXE.  —  La  vitesse  des  points  situés  à  une  distance  de  Taxe 
égale  à  l'unité  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  ou  de  rota- 

ds 

tion  du  système.  Nous  la  désignerons  par  &>.  La  vitesse  ~  d'un 

point  quelconque  à  une  distance  r  de  l'axe  est  représentée  par  rv. 

531.  Un  mouvement  de  rotation  est  dit  tmiforme  quand  la  vitesse 
de  rotation  est  constante.  Ce  mouvement  a  lieu  lorsque  les  points 
du  système  ne  sont  sollicités  par  aucune  force  motrice  ou  par  des 
forces  motrices  qui  se  font  équilibre  autour  de  Taxe  fixe. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  azb  (suite). 

535.  Cas  ou  le  corps  est  mis  en  mouvement  par  des  percus- 
sions. —  Décomposons  chaque  force  instantanée  P  en  deux  :  Z,  pa- 
rallèle à  Taxe  Oz;  Q,  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe.  Soit  v  la  vitesse  que  cette  dernière  composante  serait  capable 
d'imprimer  au  point  m  s'il  était  libre;  m  la  vitesse  de  rotation  du 
système;  q  la  plus  courte  distance  de  l'axe  et  de  la  force  Q  ;  on  aura 


2 


mvq 

2  -• 


r 
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836,  837.  Si  toutes  les  vitesses  p,  v\  p*,.  . . ,  sont  égales  et  pa- 
rallèles; désignons  par  p  la  somme  des  masses  des  points  qui  re- 
çoivent directement  cette  vitesse  commune  p.  Appelons  /  la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  fA  à  un  plan  passant  par  l'aze  et 
parallèle  à  la  direction  des  vitesses.  On  a 

u.vf 

6>  =  \--± • 

Cette  formule  convient  à  un  corps  solide  C  mobile  autour  d'un  axe 
fixe  Oz,  choqué  par  un  autre  corps  C,  qui  après  le  choc  reste  atta- 
ché en  C,  au  premier  et  dont  tous  les  points  sont  animés  de  vitesses 
égales  et  parallèles. 

838^  839.  Si  le  corps  est  choqué  simultanément  par  plusieurs 
nasses  p,  /x',  /x", . . . ,  animées  de  vitesses  différentes  et  qui  lui  de- 
meurent attachées  après  tous  ces  chocs,  on  aura 


fù  = 


1^. 


840.  Si  le  système,  au  lieu  d'éprouver  des  percussions  simulta- 
nées, reçoit  une  suite  de  chocs  se  succédant  à  des  époques  quel- 
conques^ la  vitesse  angulaire  sera  toujours  donnée  par  la  formule 
précédente. 

811  à  813.  Calcul  des  percussions  exercées  sur  l*axe  fixe. 
—  Supposons  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement  par  une  force 
instantanée  qui  imprimerait  une  vitesse  V  à  une  certaine  masse  }l 


Fig.  1G4. 


au  centre  de  gravité  de  laquelle  elle 
serait  appliquée.  Cette  force  instanta- 
née ou  percussion  a  pour  mesure  la 
quantité  de  mouvement  Ypt. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de 
la  quantité  de  mouvement  |xY,  et  X,, 
Y, ,  Z,  celles  de  la  résistance  du  point  0  ; 
X„  Y„  Z,  celles  de  la  résistance  du 

pomt  H  ;  enfin  iw -^ ,   'w -^j   m -jr 

les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  effective  pour  le 
point  m  :  soit  OH  =  A.  On  aura,  jr,  et  /,  désignant  les  coordonnées 
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du  centre  de  gravité  du  corps  entier, 

X  -4-  »M/,  -h  X,  -t-  X,  —  o, 
Y  -  «Ma:,  -t-  Y,  -f  y,  -  o, 


z 

-^Z.-^Z,r 

o; 

zp- 

-  u  \^  /wxz  - 

0, 

-X,/i4 

Za 

-  W  V  /WJ2  =^ 

-0, 

xp  - 

Ya 

-\~  w  \  /wr*  r 

-  0. 

Ces  équations  déterminent  X,  et  Y,,  X,  et  Y,  et  la  somme  Z,  +  Z,, 
sans  déterminer  séparément  Z^  et  Z,. 

544  à  3tô.  Conditions  four  que  l'axe  n'éprouve  aucune  pee- 
CU5SI0N.  —  Centre  de  percussion.  —  i**  La  direction  de  la  per- 
cussion doit  être  perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  Taxe  fixe  et 
par  le  centre  de  gravité  du  corps. 

2°  Ce  plan  doit  ôtre  un  des  axes  principaux  pour  le  point  où  il 
rencontre  le  plan  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  contient  la  force 
instantanée. 

3°  Enfin  la  distance  de  cette  force  à  l'axe  doit  être  égale  à  a  -I — ^ 

a 

a  étant  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  à  Taxe  et  MX'  le 
moment  d'inertie  du  corps  relativement  à  un  axe  mené  par- ce  centre 
de  gravité  parallèlement  à  l'axe  fixe. 

547.  On  appelle  centre  de  percussion  le  point  auquel  la  percus- 
sion doit  être  appliquée  dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  le  centre 
de  gravité  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'effort  exercé  sur  Taxe  fixe  :  la 

distance  du  centre  de  percussion  à  l'axe  fixe  est  a  H * 

Si  l'axe  passait  par  le  centre  de  gravité,  il  éprouverait  toujours 
une  percussion. 

548.  Réciproquement,  si  le  corps  est  en  mouvement  autour  de 
l'axe,  on  pourra  Farrèter  brusquement  sans  qu'il  existe  aucune  per- 
cussion contre  l'axe  en  appliquant  au  centre  de  percussion  une  force 
instantanée  égale  à  uiM/?,  perpendiculaire  au  plan  mené  par  Taxe 
et  par  le  centre  de  gravité  du  corps. 

549.  Condition  pour  qu'il  n'y  ait  de  percussion  qu'en  un  point 
DE  l'axe.  —  Si  ce  point  est  le  point  H,  et  si  Z  =  o,  en  posant 


D  ^  V  //îjz,     E  =  \nijcz, 
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l'équation  de  condition  est 

DY4-EX  =  wMtf. 

Si  02  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  0,  la  percus- 
sion est  appliquée  au  point  0. 


QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

ROTATION  d'un  CORPS  AUTOUR  d'cN  AXE  (sUITE). 

S50.  Rotation  d'un  corps  sollicité  par  des  forces  quelcon- 
ques. ~  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  motrice  P  du 
point  m(Xjjr,  z),  on  a 


2 


mr^ 


551  à  553.  Pressions  sur  l'axe.  —  On  applique  à  deux  points 
quelconques  0  et  H,  pris  sur  l'axe,  deux  forces  R.  (X,,  Y^,  Z^)  et 
R,(X„  Y,,  Z„),  égales  et  contraires  aux  pressions  exercées  sur  ces 
deux  points  à  chaque  instant  du  mouvement.  On  aura,  en  posant 
OH  =  hj  en  désignant  par  (^o  jr^  2,)  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème et  par  M  sa  masse , 

2x  +  ^M/.4-o>'Mx..4-X.-,'-X,-o, 
^Y-Jmot.^-cu'Mj.  +  Y.  +  Y,  =  0, 
2  Z  +  Z.  +  Z,  -  o, 

2  {z/  -  Ys)  -f-  ^  2  "'-^2-  w'  2  ^y'^- Y»'*  =  °> 

55i.  Cas  ou  il  n'v  a  pas  de  forces  motrices.  —  Les  résis- 
tances R(  et  R,  se  réduisent  à  deux  forces  perpendiculaires  à  Taxe, 
et  font  équilibre  aux  forces  centrifuges  de  tous  les  points  du  corps 
qui  agissent  sur  l'axe  perpendiculairement  à  sa  direction.  La  force 
tangentielle  est  nulle  pour  chaque  point.  Les  résistances  sont  pro- 
portionnelles au  carré  de  la  vitesse  constante  &>. 
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555.  Si  un  corps  retenu  par  un  seul  point  fire  commence  à  tour^ 
ner  autour  d'un  des  axes  principaux  relatifs  à  ce  point ,  il  conti'^ 
nuera  à  tourner  uniformément  autour  de  cet  axe  comme  s'il  était 
fixe, 

La  pression  sur  le  point  0  est  dirigée  dans  le  plan  qui  passe  par 
Taxe  et  par  le  centre  de  gravité. 

556.  Pour  que  le  point  0  ne  supporte  aucune  pression,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  centre  de  gravité  soit  sur  l'axe  de  rotation,  et  alors 
le  mouvement  ayant  commencé  autour  de  cet  axe,  supposé  fixe,  con- 
tinuera uniformément  autour  du  même  axe  lorsqu'on  le  rendra  en- 
tièrement libre. 

557.  558.  Cas  on  les  forces  motrices  se  réduisent  a  ux 
COUPLE.  —  Les  conséquences  précédentes  subsistent  quand  les 
forces  motrices  se  réduisent  à  un  couple  situé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe. 

559.  Un  corps  retenu  par  un  point  fixe  0  et  sollicité  par  un 
couple  ne  tend  pas  à  tourner  autour  d'une  perpendiculaire  Oz  au 
plan  de  ce  couple,  à  moins  que  cette  perpendiculaire  ne  soit  l'un 
des  axes  principaux  relatifs  au  point  0. 

560  à  563.  Mouvement  du  treuil. 


QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 
pendule  composé. 

565.  Pendule  composé.  —  Équation  du  mouvement*  —  On 
nomme  pendule  composé  un  corps  qui  peut  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  horizontal. 

Prenons  Taxe  fixe  Oz  pour  axe  des  z\  pour  axe  des  x  une  hori- 


Fî{j.  i66. 


zontale  Ox  perpendiculaire  à  Os,  et  pour 
axe  des  y  ^Q^  verticale  0/  dirigée  dans 
le  sens  de  la  pesanteur.  M  étant  la  masse 
totale  du  corps  et  G  le  centre  de  gravité, 
abaissons  GÂ  perpendiculaire  sur  Oz,  me- 
nons la  verticale  AD  et  abaissons  sur  cette 
droite  la  perpendiculaire  GD.  Soit  G^  la 
position  initiale  de  G,  MX-'  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  un  axe  passant  par 

le  point  G  et  parallèle  à  Oz.  Posons  GA  =  a,  DAG  =  0,  DAG,  =  a; 

on  a 
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et  l'on  trouYO 

û  étant  la  vitesse  angulaire  initiale. 

566.  Pendule  cohposb  BAMExé  au  peadule  simple.  —  Suppo- 
sons la  longueur  /  déterminée  par  1  équation 

1  =  a-i • 

a 

Alors  le  pendule  composé  ou  plutôt  la  droite  ÂG  et  le  pendule  simple 
de  longueur  /  auront  le  même  mouvement  angulaire,  pourvu  que  les 

valeurs  initiales  de  -?-  soient  les  mêmes. 

ai 

567.  Axe  d*cscillation.  —  Si  da/is  le  plan  passant  par  l'axe  cl 

par  le  centre  de  gravité  du  pendule 
on  mène  une  droite  IBI'  parallèle  à 
cet  axe  et  à  une  distance  de  celui-ci 
égale  à  I,  chaque  point  de  cette  droite 
se  mouvra  comme  s*il  ne  faisait  pas 
partie  du  corps  et  qu'il  fût  simple- 
ment lié  à  l'axe  par  une  droite  ri- 
gide  et  sans  masse. 

La  droite  IBr  est  nommée  Vaxe 
d'oscillation  du  corps,  correspondant  à  Taxe  de  suspension  Oz,  Le 
point  B  de  cette  droite,  situé  sur  la  droite  AG  perpendiculaire  à 
Taxe  de  rotation,  se  nomme  centre  d' oscillation.  Ou  l'obtient  en  pro- 

longeant  AG  d'une  longueur  égale  à  —  • 

568.  Les  axes  d'oscillation  et  de  suspension  sont  réciproques^ 
c'est-à-dire  que  si  l'on  faisait  osciller  le  corps  autour  de  II',  l'axe 
do  suspension  primitif  Oz  deviendrait  l'axe  d'oscillation. 

569.  Étant  donné  l'axe  de  suspension  d'un  corps,  on  peut  trou- 
ver, par  Texpérience,  Taxe  d'oscillation  correspondant. 

570.  Iljra  une  incité  d'axes  autour  desquels  les  petites  oscilla' 
lions  sont  de  même  durée, 

571.  Axe  de  la  plus  courte  oscillation.  —  L'axe  de  suspension 
est  perpendiculaire  à  l'axe  du  plus  petit  moment  d'inertie  A  relatif 
au  centre  de  gravité.  On  a 
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QUARANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

PBNDULB   CONIQUE. 

• 

572,  573.  Penxule  conique.  —  Équatioxs  du  mouvement.  — 
Un  point  matériel  m  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  d'une 
sphère  dont  le  centre  est  au  point  0,  et  dont  le  rayon  est  /.  En  dé- 
signant par  N  Ta  résistance  de  la  surface,  et  Taxe  des  z  étant  pris 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  les  équations  du  mouvement  sont 

d^x       N:r  d^r       Nr  d^z       Nz 

574  à  576.  Cas  ou  le  point  pesant  reste  dans  un  plan  hori- 
zontal. —  Le  point  décrit  un  cercle,  intersection  de  ce  pian  et  de 
la  surface  sphérique. 

La  vitesse  v  est  constante  et  le  mouvement  circulaire  est  uni- 
forme. 

cit'  ^        dt'  ' 

On  a 

A  k 

La  durée  de  la  révolution  est  égale  à  air  i /-• 
577  à  580.  LvTÉGRATiON  DES  équations  du  mouvement.  —  On  a 

P»  =  25^(2  — z, -!-/#.), 

±ldz 

dt  = 


i  étant  Tangle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  p  avec  la  perpendi- 
culaire au  plan  mOz,  on  a 

C  -  /•;  pj  cos'sp  =  %gh^  r\  cos'éj  =  igK{l*  —  z\  )  cos*«4, 

±Wz 


dt=-^^—=r 


^•;tgyJ[P-z^)[z-^z,-^h.]^\l-^z\)h,co^U. 
581,  Maximum  et  minimum  de  la  valeur  de  z.  —  L'équation 

(/»«3^)(2_;3.-^//J-(/'-Z;)A.C0S\=:O 

a  trois  racines  réelles  :  une  première  a  comprise  entre  /  et  z^,  une 
seconde  b  comprise  entre  z,  et;î  —  h^  et  une  troisième  négative  —  c 
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entre  —  /  et  —  oo .  La  variable  z  restera  comprise  entre  a  sa  valeur 
maximum  et  6  sa  valeur  minimum. 

582  à  584.  Expression  du  temps  employé  a  parcourir  un  arc 

DE  LA  TRAJECTOIRE. 


QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

PENDULE  CONIQUE  (  SUITE  ).  —  MOUVEMENT  d' UNE  TIGE  PESANTE. 

585,  586.  Calcul  de  l'angle  >|/. 
587 ,  588.  Tension  du  pil.  —  On  a 

589.  Cas  ou  lb  pendule  s'écarte  peu  de  la  verticale.  —  On 
a  à  peu  près  N  =  g^  ;  en  posant 

x  =  acoSfx/,     j^=6sinfx/. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite  est  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  ika  et  a€. 

La  durée  de  la  demi-révolution  est  tt  i /-9  c'est-à-dire  égale  à 

celle  d'un  pendule  de  même  longueur  qui  oscillerait  dans  un  plan 
vertical. 

590.  La  projection  du  pendule  sur  un  plan  horizontal  décrira 
encore  à  très-peu  près  une  ellipse  si  l'angle  que  le  ^ondule  fait  avec 
la  verticale  varie  très-peu. 

La  durée  de  la  demi-révolution  est  7^4/-)  valeur  moindre  que 


s/l 


591  à  595.  Mouvement  d'une  tige  pesante  tournant  autour 

D'UN  DE  ses  points  QUI   EST  FIXE. 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

propriétés  générales  du  mouvement.  —  mouvement 

du  centre  de  gravité. 

597.  Remarques  sur  les  systèmes  de  points  qui  peuvent  se 
MOUVOIR  COMME  DES  CORPS  SOLIDES.  —  CoDsidéroDS  UD  systèmo  de 
points  malériels  m,  m\  /ti',...,  sollicilés  respectivement  par  des 
forces  P,  P',  P', . . . ,  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 
X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z';....  Si  les  liaisons  sont  telles,  que  les  points 
puissent  se  déplacer  sans  que  leurs  distances  changent,  on  aura 

2"S?=2''.  X-î-S''.  2™S-2^- 

598,  599.  Pour  que  le  système  puisse  se  déplacer  comme  un 
corps  solide,  c*est-à-dire  sans  que  les  distances  de  ses  points  va- 
rient, il  faut*et  il  sufDt  que  chaque  équation  de  condition  se  réduise 
à  une  relation  entre  les  distances  de  ses  différents  points. 

600,  601.  Mouvement  du  centrs  de  gravité.  —  Le  centre  de 
gravité  de  tout  système  libre  se  meut  comme  si  les  masses  de  tous 
les  points  matériels  y  étaient  réunies  et  que  les  forces  motrices  j 
fussent  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes,         • 

602.  Vitesse  iNrriALB  du  centre  de  gravité  d*un  système  mis 

EN  MOUVEMENT  PAR  DBS  FORCES  INSTANfANÉES.  —   Cette  viteSSe  eSt 

celle  que  prendrait  un  point  ayant  la  masse  M ,  placé  au  centre  de 
gravité  et  qui  serait  sollicité  par  toutes  les  forces  instantanées  du 
système  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point. 

603,  604.  Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 
—  Quand  toutes  les  forces  motrices  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  \i?.  point  quelconque  s*y  font  équilibre ,  le  mouve- 
ment du  centre  do  gravité  est  rectiligne  et  uniforme. 

60o.  Si  Ton  considère  les  quantités  de  mouvement  de  toutes  les 
molécules  comme  des  forces  et  qu'on  les  transporte  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  un  même  point,  elles  donnent  une  résultante  de 
grandeur  et  de  direction  constante.  Le  centre  de  gravité  se  meut 
suivant  une  ligne  droite  parallèle  à  cette  résultante  et  avec  une  vi- 
tesse égale  à  cette  résultante  divisée  par  la  masse  totale  du  système. 
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QUARANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT  RELATIVES  AUX  AIRES. 

606.  Relations  E?rrRE  les  quantités  de  mouvement  d'cn  sys- 
tème. —  Dans  un  ensemble  de  points  matériels  qui  peuvent  se  dé- 
placer comme  un  système  solide,  on  a 

Ces  équations  subsistent  s'il  y  a  dans  le  système  un  point  fixe, 
pourvu  qu'il  soit  pris  pour  origine  des  coordonné^. 

607.  Lorsqu'en  supposant  le  système  solidifié,  les  forces  qui  le 
sollicitent  se  font  équilibre,  ou  bien  encore  lorsqu'elles  se  réduisent 
à  une  force  unique  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  masses  du  système 
par  rapport  à  une  ligne  droite  quelconque  est  constante. 

608.  Si  Ton  considère  comme  des  forces  les  quantités  de  mouve- 
ment qui  animent  les  différents  points  du  système,  qu'on  les  com- 
pose comme  si  elles  étaient  appliquées  à  un  corps  solide,  on  trou- 
vera toujours  la  même  résultante  et  le  même  couple  résultant  par 
rapport  à  une  même  origine.  Le  moment  de  ce  couple  résultant  est 

A  =  /c*-hc'^+c:%  et  son  plan,  perpendiculaire  à  la  droite  qui  fait 

c'    c'    c 
avec  les  axes  des  angles  ayant  pour  cosinus  j?  r»  tj  a  pour 

équation 

c'x  4-  c'jr  4-  rz  =  o, 

r,  c',  c"  étant  les  sommes  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
aux  axes  des  z,  ^,  x. 

609.  Principe  des  aires.  —  Quand  les  forces  motrices  appli' 
quces  à  un  sjrstème  se  font  équilibre  en  supposant  le  système  soli- 
difié,  ou  bien  quand  toutes  ces  forces  ont  une  résidtante  unique 
passant  par  l'origine  des  coordonnées,  la  somme  des  aires  décrites 
par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  chacun  des  plans  coordon» 
nés  multipliées  respectivement  par  les  masses  des  points  correspon- 
dants est  proportionnelle  au  temps»  C'est  ce  qu'on  appelle  le  principe 
de  la  conservation  des  aires. 

STtRM.-»/«^C.  II.  ^9 
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610.  Cette  loi  a  lieu  en  particulier  quand  les  forces  motrices  du 
système  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles  entre  ses  différents 
points  ou  à  des  forces  constamment  dirigées  vers  un  même  point 
fixe,  pourvu  qu'on  prenne  celui-ci  pour  Torigine  des  coordonnées. 

611 ,  612.   Du  PRLXGIPE  DES  AIRES  BANS  LE  MOUVEMENT  RELATIF. 

—  Prenons  pour  origine  un  point  mobile  avec  le  système  0^.  Dési- 
gnons par  a:^f  x^^  z^  ses  coordonnées  par  rapport  à  un  système 
fixe  Ox,  O7,  Oz,  Soit  m  un  point  ayant  pour  coordonnées  x^  y^  z 
dans  l'ancien  système  et  S,  19,  Ç  dans  le  nouveau  composé  de  trois 
axes  0(^1,  OijTn  O^z^  parallèles  aux  anciens  et  mobiles  avec  le 
point  0,.  On  aura 

si  0,  est  le  centre  de  gravité,  ou  si  Ton  prend  pour  origine  mobile 
un  point  qui  ait  dans  Tespace  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme, 
enfin  si  la  force  accélératrice  du  point  0,  est  constamment  dirigée 
vers  le  centre  de  gravité  du  système. 

613.  Si  Torigine  des  coordonnées  mobiles  est  choisie  de  Tune  de 
ces  trois  manières,  on  aura,  par  rapport  aux  axes  dont  Torigine  est 
mobile,  des  propriétés  semblables  à  celles  qu'on  a  trouvées  pour  des 
axes  fixes. 

614.  Plan  du  maximum  des  aires.  —  Dans  un  système  de  points 
en  mouvement  pour  lequel  le  principe  des  aires  a  lieu,  en  prenant 
pour  origine  un  point  fixe  ou  mobile  suivant  les  conditions  établies 
précédemment,  il  existe  un  plan  fixe  tel,  que  la  somme  des  aires 
décrites  pendant  un  temps  quelconque  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  des  points  mobiles  sur  ce  plan,  multipliées  par  leurs  masses, 
est  plus  grande  que  pour  tout  autre  plan  de  projection.  Ce  plan  est 
toujours  le  même ,  quel  que  soit  le  temps  écoulé.  On  l'appelle  plan 
du  maximum  des  aires  ou  plan  invariable.  Son  équation  est 

c^x  -r  c*x  -i-cz  —  o 

et  la  somme^/wft)  relative  à  un  autre  plan  de  projection  se  déduit 

de  celle  qui  se  rapporte  au  plan  tt,  en  la  multipliant  par  le  cosinus 
de  Tangle  des  deux  plans. 
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Ce  plan  est  le  même  que  celui  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement  du  système  solidifié  (602). 


QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

DES  FORGES  YIYES   DkHS  LE  MOUVEMENT  d'uN  SYSTÈME. 

615  à  617.  Principe  des  forces  vives.  —  Dans  tout  système 
dont  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  r accroissement  de  la 
somme  des  forces  vives  de  tous  les  points,  pendant  un  temps  quel- 
conque, est  égal  au  double  de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les 
forces  pendant  le  même  temps, 

618.  Conséquences  du  principe  des  force*"  vives.  —  Dans  un 
système,  assujetti  à  des  conditions  quelconques,  mais  qui  ne  dépen» 
dent  pas  explicitement  du  temps,  sUl  n'y  a  pas  de  forces  motrices 
ou  si  les  forces  motrices  se  font  continuellement  équilibre,  la  somme 
des  forces  vives  reste  constante. 

Ce  principe  est  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives, 

619.  Si  la  fonctiony'(X^x4-Yr(r-f-Zrf2)  est  la  différentielle 

exacte  d'une  fonction/  des  variables  x^  y,  z,  ^',. . .,  considérées 
comme  indépendantes  ou  comme  liées  entre  elles  par  les  équations 
L  =  0,  M  =  o, . . . ,  lorsque  le  système  passe  d'une  position  à  une 
autre,  V accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  ne  dépend  que 
des  coordonnées  des  points  dans  ces  deux  positions, 

620.  Si  les  points  mobiles  occupent  la  même  position  à  deux 
époques  différentes  t  et  t^,  la  somme  des  forces  vives  aura  la  même 
valeur  à  ces  deux  époques,  pourvu  que,  les  coordonnées  des  points 
reprenant  les  mêmes  valeurs,  la  fonction  /(x,  j,  z,  j?', ...)  re* 
prenne  aussi  la  même  valeur. 

621.  L'expression^ (Xgfcc  +  Ydy  +  Zdz)  est  une  différentielle 

exacte  quand  les  forces  motrices  sont  constamment  dirigées  vers 
des  centres  fixes ,  et  qu'elles  sont  fonctions  des  distances  de  leurs 
points  d'application  aux  centres.  Cela  arrive  aussi  quand  les  forces 
proviennent  d'attractions  ou  de  répulsions  mutuelles  entre  les  points 
du  système,  actions  dont  les  intensités  sont  fonctions  des  distances 
des  points  entre  lesquels  elles  s'exercent. 

29- 
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622.  L*expressîon^(XrZr-|- Y<yr-|-Z^/z)  n'est  pas  une  diffé- 


rentielle exacte  dans  le  cas  où  les  points  du  système  éprouvent  des 
frottements  ou  la  résistance  d*un  milieu. 

623.  Des  forces  vives  daxs  un  ststème  a  liaisons  complètes. 
—  Quand  un  système  de  n  points  est  à  liaisons  complètes,  Téqualion 
des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le  mouvement  de  chaque 
point.  Exemples  :  pendule  composé,  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe. 

625.  Des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif.  —  Dan$ 
un  système  quelconque,  lors  même  qu'il  ne  serait  pas  entièrement 
libre  dans  l'espace,  la  somme  des  forces  vitres  des  points  dans  leur 
mouvement  absolu  est  égale,  à  cluique  instant,  à  la  même  somme 
considérée  dans  le  mouvement  relatif  autour  du  centre  de  grapité, 
augmentée  du  produit  de  la  masse  totale  du  système  multipliée  par 
le  carré  de  la  vitesse  du  centre  de  gropité. 

626.  Dans  le  mouvement  relatif  d'un  système  absolument  libre, 
autour  de  son  centre  de  gravité ,  la  différentielle  de  la  somme  des 
forces  vives  des  points  du  système  est  égale  au  double  de  la  somme 
des  quantités  de  travail  apparent  des  forces  motrices. 


QUARANTE-NEUVIEME  LEÇON. 

DU  CHOC  DES  CORPS. 
627.    Du  CHOC  DIRECT  DE  DEUX  CORPS   SPBÉRIQUES.   ~    CODSidé- 

rons  deux  sphères ,  dont  les  centres  se  meuvent  sur  une  même 
droite  Ox,  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires,  et  dont  tous 
les  points  décrivent  des  parallèles  à  cette  droite. 

628.  Si  les  deux  corps  sont  mous,  c'est-à-dire  dépourvus  d*élas- 
ticité,  après  s'être  comprimés  jusqu'à  un  certain  degré,  ils  cessent 
d'agir  l'un  sur  l'autre  à  Tinstant  où  les  vitesses  sont  devenues 
égales )  et  ils  continuent  à  se  mouvoir  en  restant  juxtaposés  avec 
une  vitesse  commune  et  conservant  la  forme  que  la  compression 
leur  a  donnée. 

629.  S'ils  sont  élastiques,  ils  tendent,  au  moment  oî^  la  compres- 
sion cesse,  à  reprendre  leur  forme  primitive  aussitôt  que  la  vitesse 
est  devenue  la  même,  et  de  là  naissent  de  nouvelles  pressions  qui 
tendent  à  séparer  les  deux  corps.  Si  ces  pressions  sont  égales  ea 
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intensité  à  celles  qui  ont  lieu  dans  la  première  partie  du  choc  et 
que  les  deux  corps  quand  ils  se  séparent  soient  dans  le  même  état 
qu*au  moment  où  le  choc  a  commencé,  on  dit  qu'ils  sont  parfaite- 
ment élastiques, 

630.  Mouvement  des  gentbbs  de  gravité.  —  Soient  OC  =  jr, 

«.  OC  =  x*:  R  la  valeur  des  deux 

Fig.  171.  •        x     r        M.        ^    ' 

pressions  égales  et  contraires  ap- 
pliquées aux  centres  des  deux 
sphères  et  qui  résultent  des  ac- 
tions mutuelles  de  leurs  molé- 
cules, m  et  m'  les  masses  des 
deux  sphères.  On  aura 

ff.r   ,      fffx'  ,      t  , 

/w  -7-  -i-  m'  — T-  =nw-{-  in9\ 
lit  (It 

Celte  équation  exprime  que  la  somme  des  quantités  de  mouve- 
ment reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  choc. 

631.  Choc  de  deux  corps  dépourvus  d'élasticité.  —  Désignons 
par  u  la  vitesse  commune  avec  laquelle  ces  deux  corps  réunià  en 
un  seul  se  mouvront  après  le  choc.  On  aura 


u  = 


m  4-  m' 


Si  avant  le  choc  les  deux  corps  allaient  dans  le  même  sens,  après 
le  choc  le  sens  du  mouvement  commun  sera  le  même.  S'ils  allaient 
en  sens  contraire,  la  vitesse  commune  après  le  choc  sera  celle  de 
la  sphère  qui  avait  la  plus  grande  quantité  de  mouvement.  En  par- 
ticulier, si  les  deux  corps,  allant  à  la  rencontre  Tun  de  l'autre,  avaient 
des  quantités  de  mouvement  égales,  le  choc  les  réduirait  au  repos. 

632.  Équation  des  forces  vives.  —  On  a,  pendant  toute  la 
durée  du  choc, 


m 


{^y+'n'(^y  =  n.'^n>V'+.f^,r. 


Cette  équation  exprime  que  la  somme  des  forces  vives  à  une 
époque  quelconque  est  égale  à  cette  somme  prise  au  commencement 
du  choc,  plus  le  double  de  l'intégrale  de  R^r,  prise  à  partir  de  la 
même  époque. 

633,  634.  Cuoc  de  deux  corps  parfaitement  élastiques.  — 
On  a 

m  (^-^  -f-  m'  (  ^  )  =  /WP^4-  m'v'*. 


(S)--(S-)  = 
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Vitesses  des  deux  centres  de  gravité  après  le  choc  : 

-.       {m  —  m')tf-^^m'tf' 

V  =   ; ; 7 

m  -f-  m 

-., _  a  mv  +  (  /w'  —  m)p* 
"~  ///  -h  m' 

635.  Soit  u  la  vitesse  commune  aux  deux  centres  de  gravité,  au 
moment  où  la  compression  est  la  plus  grande.  On  a 

V  =  2  «  —  c,    V  =  2  «  —  u\ 

La  vitesse  de  chaque  corps  au  milieu  du  choc  est  la  moyenne 
arithmétique  entre  sa  vitesse  avant  le  choc  et  sa  vitesse  après  le 
choc. 

La  vitesse  relative  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  C  s'éloigne 
de  G'  après  le  choc  est  égale  à  celle  avec  laquelle  il  s'en  approchait 
à  l'instant  où  le  choc  a  eu  lieu. 

636.  Examen  de  quelques  cas  particuliers.  —  Si  le  corps  C 
est  en  repos  au  mometit  où  C  vient  le  rencontrer,  la  vitesse  après 

le  choc  est 

mv 
u  = >• 

m  4-  m 

637   Si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques, 
Y-  {m  —  m')v  %mp 


r-  ^      y  = ,  • 

m  -i-  m  m  -|-  m 

Si  m'  est  infiniment  grande  par  rapport  à  m,  le  corps  choqué  de> 
meure  en  repos,  tandis  que  l'autre  est  réfléchi  en  sens  contraire  avec 
une  vitesse  égale  à  celle  avec  laquelle  il  est  venu  rencontrer  lu 
premier. 

638.  Quand  les  deux  masses  m  et  m*  sont  égales,  si  les  deux 
corps  sont  mous, 


u 


2 


Si  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  ils  ne  feront  qu'é- 
changer leur  vitesse. 

Si  l'un  des  corps  était  en  repos,  l'autre  restera  immobile  après 
le  choc  et  lui  transmettra  sa  vitesse. 

639.  Théorème  de  Carnot.  —  La  somme  des  forces  vives  ne 
change  pas  par  l'effet  du  choc  quand  les  corps  sont  parfoitement 
élastiques.  Mais  lorsqu'ils  sont  mous,  elle  diminue  et  la  différence 
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est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  acquises  ou 
perdues  par  les  deux  corps  : 

»  •  •  ■ 

On  peut  encore  mettre  cette  perte  de  force  vive  sous  la  forme 
mm'     /M, 

m  -h  m'  ^  ' 

640.  Mouvement  du  centre  de  gravité  commun.  —  La  vitesse 
du  centre  de  gravité  commun  reste  constante  avant,  pendant  et 
après  le  choc. 

641.  Principe  de  la  moindre  action.  —  Dans  le  mouvement 
d'un  système  de  corps  pour  lequel  le  principe  des  forces  vives  a 
lieu,  si  Ton  multiplie  la  vitesse  de  chaque  point  du  système  par  sa 
masse  et  par  l'élément  de  sa  trajectoire,  et  qu'on  intègre  la  somme 
de  ces  produits  depuis  une  position  donnée  du  système  jusqu'à  une 

autre  position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  intégrale  /  ^^muds 

est  généralement  un  minimum. 
Quand  les  points  mobiles  ne  sont  soumis  à  aucune  force,  on  a 


r 


mv^dt  =  c  [i  —  tj, 
Le  temps  du  trajet  est  un  minimum. 


CINQUANTIÈME  LEÇON. 

PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEMENT  d'uN  CORPS  SOLIDE;  APPLICATIONS. 

642.  La  position  d'un  corps  solide  est  déterminée  par  celle  de 
trois  droites  Oi^i,  OiVi,  OiZi  qui  lui  sont  liées  invariablement. 

643.  Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  solide  dont  les  divers 
points  décrivent  des  trajectoires  situées  dans  des  plans  parallèles 
peut  être  regardé  comme  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané 
perpendiculaire  aux  plans  précédents. 

614.  Le  mouvement  continu  du  même  solide  lui  serait  donné  si 
on  le  liait  à  un  cylindre  roulant  sans  glisser  sur  un  cylindre  fixe. 

645.  Les  vitesses  des  points  d'une  figure  plane  qui  se  meut  dans 
son  plan  sont,  à  un  instant  donné,  perpendiculaires  aux  droites  qui 
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joignent  les  points  au  centre  instantané  et  proportioûnelles  à  ces 
droites. 

646-647.  Les  vitesses  angulaires  de  deux  manivelles  réunies  par 
une  bielle  sont  inversement  proportionnelles  aux  distances  des 
centres  de  rotation  à  la  bielle. 

648.  Quand  on  suppose  que  le  point  Oi  du  solide  coïncide  ton- 
jours  avec  Torigine  des  axes  fixes,  les  coordonnées  d'un  même  point 
par  rapport  aux  deux  systèmes  d'axes  sont  liées  par  les  relations 

or  =  flxi -+- /i^'i -h  czj, 

z  =  a' Xi  H-  b'jTx  -H  d'il. 
Si  Ton  pose 

elh       ,db'       .fib"  de  .fia 

les  projections  de  la  vitesse  d'un  point  sur  les  axes  mobiles  sont 

649-650,  Le  mouvement  élémentaire  du  solide  est  une  rotation 
dont  Taxe  passe  par  le  point  fixe  ;  le  mouvement  continu  s'obtient 
en  liant  le  solide  à  un  cône  qui  roule  sur  un  cône  fixe. 

651.  Quand  Jes  axes  mobiles  coïncident  avec  les  axes  fixes,  on  a 

_ffy^ d^  _dc      _dff  _^'__^ 

P"  dt'^      dt^     "^^  dt"^      dt^     ^"^  dt"      dC 

652.  Si  0.ri,^i,  zi  sont  des  axes  principaux  d'inertie,  la  force 

vive  du  solide  est 

A/?«-f-B7»-+-Cr«. 

653-654.  Les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  aux  axes  mobiles  sont  A/?,  B^,  Cr  et  par  rapport  aux 
axes  fixes 

655.  Joint  universel. 

656.  Plusieurs  rotations  simultanées  autour  d'axes  concourants 
ou  parallèles  donnent  à  un  solide  le  même  mouvement  qu'une  rota- 
tion unique  dont  les  éléments  s'obtiennent  comme  ceux  de  la  ré- 
sultante de  plusieurs  forces. 

C57.  Les  cosinus  a,  6,  c, . . .  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de 
l'angle  9  des  plans  xOj  et  ^lOji,  et  des  angles  '\  et  ©  que  Tinter- 
section  de  ces  plans  fait  avec  Ox  et  O^t. 
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658.  /?=  sin«psin9~H-cos!p^> 

659.  Le  mouvement  élémentaire  le  plus  général  d'un  solide  libre 
est  un  mouvement  hélicoïdal. 


aNQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

ROTATION  d'un  CORPS  SOLIDE  AUTOUR  d'UN  POINT  FIXE  ( SUITE }• 
—   MOUVEMENT  d'^N  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

660,  661.  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT.  —  Faisant  coïncider  les 
axes  fixes  avec  les  axes  principaux  du  corps  Ox,,  Qy^^  Oz^,  pris 
dans  la  position  qu'ils  occupent  au  bout  du  temps  /,  on  a 

Cj4-(B-A)/.7=N., 

formules  d'Euler  :  L,,  M,,  N,,  moments  des  forces  motrices  par  rap- 
port aux  axes  principaux  du  corps  à  Tépoque  i. 

662  à  664.  Cas  ou  il  n'y  a  pas  de  forces  motrices. 

A;>»  +  B7»-f-Gr»  =  /i, 

Celte  équation  exprime  que  la  force  vive  est  constanlo. 

AV-hB'7'-f  CV  =  G', 
±:  G  v/ÏBr/r 


dt=  - 


r//  = 


v'Lci^  — ii//-4-(ii-(:)C/-]  [A/*  -ci'-i-tC  — AjC/'-'j 

ABC&)r/w 


v/[B^-Cj/<  — G^  — Bu«V(A4-C)//  — G='--ÀCwV(A4-iij/r--G----'ABw' 

665.  Plan  invariable.  —  Le  couple  résultant  des  quantités  de 
mouvement  a  un  moment  constant. 

666j  667.  La  perpendiculaire  au  plan  du  couple  résultant  des 
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quantités  de  mouvement  est  fixe  dans  Vespace  : 

«cos(IO,G)=-^^ ^ =^, 

quantité  constante  qui  représente  la  composante  de  la  vitesse  angu- 
laire autour  de  l'axe  fixe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mou- 
vement. 

668.  Le  plan  du  couple  résultant  G  étant  pris  pour  plan  des  xj^ 
on  aura 

sinô  sinç  =  -^î     sinO  cosç  =  -~?     cosô  =  —  » 

669.  La  vitesse  angulaire  est  proportionnelle  au  demi-diamètre 
qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  de  rotation. 

670.  Mouvement  de  l'ellipsoïde  central.  —  Le  plan  tangent 
à  Tellipsoïde  central  au  pôle  de  rotation  est  fixe  dans  l'espace.  Cest 
un  plan  parallèle  à  celui  des  quantités  de  mouvement. 

L'ellipsoïde^  dont  le  centre  est  fixe,  roule  sans  glisser  sur  ce  plan 
fixe  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  est  proportionnelle  au  rayon 
qui  va  du  centre  au  pôle  instantané  subla  surface  de  l'ellipsoïde. 

La  courbe  décrite  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  par  le  pôle  instan- 
tané de  rotation  est  appelée  poloïde. 

671.  Lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps.  —  Il  a  pour 
équation 

A(G'-AA)x"-hB(G'-BA)y»-hC(G»-C/i)z'»  =  o. 

672.  673.  Lieu  des  axes  du  couple  résultant.  —  On  a 

équation  du  cône  décrit  dans  le  corps  par  l'axe  fixe  OG. 

674.  Les  axes  principaux  relatifs  au  point  0  sont  les  seuls  qui 
puissent  rester  immobiles  avec  un  mçuvement  de  rotation  uni- 
forme. 

675  à  678.  Mouvement  d'un  corps  solide  entièrement  lirre. 
—  Le  mouvement  d'un  corps  solide  libre,  sollicité  par  des  forces 
données,  sera  connu  quand  on  pourra  déterminer  le  mouvement 
absolu  d'un  de  ses  points  et  le  mouvement  relatif  de  tout  autre 
point  du  corps  autour  de  celui-là.  On  pourra  choisir  à  volonté  le 
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point  dont  on  considère  lo  mouvement  de  translation.  Mais ,  dans 
l'application,  il  est  avantageux  de  prendre  le  centre  de  gravité. 

Sous  raction  des  forces  motrices  le  mouvement  de  rotation  autour 
du  centre  de  gravité  est  le  même  que  si  ce  point  était  fixe» 

679,  680.  Mouvement  d'un  ellipsoïde. 


Fi^.  176. 


CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT   d'uNE   CORDE  VIBRANTE. 

681.  Équations  du  mouvement.  ~  Soit  s  le  produit  de  la  section 

normale  de  la  corde  par 
sa  densité  au  point  M, 
dans  la  position  AMB, 
p  le  poids  de  la  corde, 
/  sa  longueur  primi- 
tive AB,  T  la  tension 
au  point  M ,  a  le  poids 
tenseur  :  si  Ton  néglige 
les  forces  motrices,  on  a 

X  est  Tabscièse  primitive,  z  +  u  l'abscisse  pendant  ce  mouvement. 

682  à  685.  Cas  des  petites  vibrations.  —  q  étant  un  coefQ- 
cient  constant  pour  la  même  corde,  on  a 

«,  du 


et,  en  posant  ^-i  =  a*  ^ — 
p  '    p 


-a\ 


d^u 

€lt^ 

d\r 
d^" 


=  7} 


a' 


(Pu 
dx^' 

dx^' 
d^z 


4* 

Tt^'  "^'"^'dP 


I 
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Les  mouvements  des  points  de  la  corde  parallèlement  aux  axes  se- 
ront indépendants  et  coexisteront  sans  s'influencer  mutuellement. 

* 

G86  à  688.  Viba^itions  transversales.  —  L'équation 

a  pour  intégrale  générale 
Soit  pour  r  =  o, 

ç'(*)-f(x)=-^. 
Posant^  pour  abréger, 

on  a 

9(x)  =  l[/{x)  +  F(x)4-C], 

La  fonction  7  [X»)  est  périodique  et  a  pour  période  2/.  Comme  on 
connaît  cette  fonction  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  com- 
prises entre  zéro  et  2/,  elle  sera  connue  pour  toutes  les  valeurs 
de  (  positives  ou  négatives. 

689,  690.  L'autre  fonction  ^|«  est  périodique,  comme  la  première» 

et  sa  période  est  aussi  2/. 

La  corde  fait  une  suite  de  vibrations  toutes  égales  et  isochrones 

2/ 
dont  la  durée  est  — • 

a 

691.  La  résistance  de  l'air  et  la  communication  d'une  partie  du 
mouvement  de  la  corde  à  ses  deux  points  extrêmes  Â  et  B  dimi- 
nuent graduellement  l'amplitude  des  vibrations  et  finissent  par  les 
anéantir,  sans  toutefois  altérer  sensiblement  leur  isochronisme. 

692.  Si  l'on  désigne  par  T  la  durée  d'une  vibration  de  la  corde 
et  par  n  le  nombre  des  vibrations  dans  Tunité  de  temps,  on  a 
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Pour  une  même  corde,  le  nombre  n  est  proportionnel  à  la  ra- 
cine carrée  de  la  tension  a  ;  pour  des  cordes  d*une  même  matière 
et  d'une  même  épaisseur,  lestiombres  de  vibrations  sont  en  raison 
inverse  des  longueurs.  Enfin  pour  des  cordes  de  même  longueur  et 
également  tendues,  n  est  en  raison  inverse  des  racines  carrées  de 
leurs  poids.  L'expérience  a  confirmé  ces  lois. 

693.  Noeuds  de  vibration.  —  Il  y  a  des  cas  où  la  corde,  en 
raison  de  son  état  initial,  se  partage,  pour  ainsi  dire,  spontanément 
en  un  certain  nombre  de  parties  égaies  vibrant  à  Tunisson  et  dont 
les  points  de  séparation,  appelés  nœuds ^  restent  immobiles  pendant 
la  durée  du  mouvement.  Alors  le  son  s*élève  proportionnellement  au 
nombre  de  ces  parties. 

La  corde  ayant,  sans  vitesse  initiale^  la  forme  de  la  courbe 

^  =  G  sin  —r-  -i  si  on  l'abandonne  à  elle-même,  elle  effectuera  une 
suite  indéfinie  de  vibrations  isochrones. 

694.  Le  nombre  de  vibrations  effectuées  dans  Tunité  de  temps 
sera  m  —.y  c'est-à-dire  m  fois  celui  qui  correspond  au  son  le  plus 
grave  de  la  corde,  déterminé  par  la  théorie  générale. 

695.  Dans  ce  cas  la  corde  se  partage  spontanément  en  m  parties 
égales  qui  vibrent  comme  si  elles  étaient  séparées,  de  sorte  qu'il  y 
aura  m  —  i  nœuds  de  vibrations. 

696.  697.  ViBBATiONS  LONGrruDiNALES.  —  Si  l'on*  désigne  par  /t' 
le  nombre  des  vibrations  longitudinales  effectuées  dans  l'unité  de 
temps,  on  a 


„.=  «  /q,  IL  =  JÎ 

:à\  pi       «         \  (/ 


De  deux  sons  les  plus  graves  rendus  par  une  même  corde,  celui 
qui  correspond  aux  vibrations  longitudinales  est  de  beaucoup  le  plus 
aigu. 


CINQUANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

ÉQUILIBRE  D*UNB  MASSE  FLUIDE. 

698.  Notions  préliminaires.  —  L'hydrostatique  a  pour  objet  les 
lois  de  l'équilibre  des  fluides.  Un  fluide  doit  être  considéré  comme 
un  assemblage,  en  apparence  continu,  de  molécules  matérielles  qui 
cèdent  au  moindre  effort  tendant  à  les  séparer  les  unes  des  autres. 
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L'hypothèse  d'une  mobilité  parfaite  pourrait  conduire  à  des  résul- 
tats peu  conformes  à  l'expérience  dans  le  cas  d'un  fluide  en  mouve- 
ment :  mais  si  Ton  excepte  quelques  liquides  où  la  viscosité  est  con- 
sidérable, les  lois  de  l'équilibre  auxquelles  nous  parviendrons  en 
Supposant  les  molécules  parfaitement  mobiles  et  sans  aucune  cohé- 
sion, s'appliqueront  sans  erreur  sensible  aux  fluides  naturels. 

699.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  liquides  et  les  gaz 
ou  fluides  aériformes. 

700.  Pression  d'un  liquide  sur  une  paroi.  —  La  pression  au 
point  M  est  la  limite  du  rapport  de  la  pression  exercée  sur  l'élé- 
ment ta  qui  comprend  le  point  M  à  Taire  u,  quand  cette  aire  w  tend 
vers  zéra  en  comprenant  toujours  le  point  M. 

701.  Égalité  db  pression  en  tous  sens.  —  On  admet  comme 
un  résultat  de  l'expérience  ou  comme  une  conséquence  de  la  distri- 
bution uniforme  des  molécules  des  fluides ,  que  la  direction  de  la 
pression  est  toujours  perpendiculaire  à  l'élément  de  surface  w  sur  le< 
quel  elle  s'exerce. 

Si ,  en  un  point  quelconque  de  l'intérieur,  on  suppose  une  paroi 
plane  solide,  il  y  aura  sur  chaque  élément  de  cette  surface  une  pres- 
sion toujours  perpendiculaire  à  son  plan.  Il  y  a  égalité  de  pression 
en  tous  sens  pour  un  même  point,  c'est-à-dire  que  si  l'on  considère 
une  surface  infiniment  petite  &>  passant  par  un  point  M  pris  à  vo- 
lonté dans  le  fluide,  la  pression  exercée  par  le  fluide  sur  chaque 
face  de  l'élément  w  sera  toujours  la  môme,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion que  l'on  donne  à  l'élément  &>,  en  le  faisant  tourner  autour  dn 
point  M. 

702.  Équilibre  d'un  fluide  incompressible.  —  Supposons  un 

Fig.  ,-Q,  liquide  incompressible  contenu 

dans  un  vase  polyédrique  ÂBCDE. 
Plusieurs  parois  sont  percées 
d'ouvertures  a,  a\  fl*,...,  sur 
lesquelles  sont  ajoutés  de  petits 
cylindres  ayant  leurs  arêtes  per- 
pendiculaires à  ces  parois.  Si  l'on 
imagine  des  pistons  qui  peuvent 
se  mouvoir  dans  l'intérieur  de  ces  cylindres,  les  forces  P,  P',  P*,. . . 
nécessaires  pour  les  maintenir,  quand  il  y  a  équilibre,  sont  égales 
aux  pressions  exercées  par  le  liquide  contre  leurs  bases. 

Concevons  que  l'on  fasse  mouvoir  simultanément  tous  les  pistons  ; 
soient  /i,  h\  h",.,. ,  les  espaces  qu'ils  parcourent,  ces  espaces  étant 
regardés  comme  positifs  ou  négatifs,  selon  que  les  pistons  entrent 
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dans  lo  vase  ou  en  sortent.  On  a 
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Fig.  180. 


ce  qui  est  l'équation  des  vitesses  virtuelles  dans  cet  exemple  parti- 
culier. 

703.  Équilibre  d'une  masse  fluide  quelconque.  —  Soient  p  la 

densité  du  fluide  au  point  m 
et  P  la  force  motrice  rapportée 
à  l'unité  de  masse,  qui  sollicite 
la  molécule  771  de  ce  parallélipi- 
pède  infiniment  petit;  X,  Y,  Z 
les  composantes  de  la  force  P  ; 
p  la  pression  rapportée  à  l'unité 
de  surface  qui  s'exerce  au  point  m 
et  qui  est  la  môme  tout  autour  de  ce  point.  On  a 

^P  _«Y      '^P      .V      ^^P      .7 

et 

fi{pX)^d{pY)^     d(pX)  ^d{pZ)^     d{pY)^d{pZ) 
djr  ilx  dz  dx  dz  dy    ' 

C  est  une  constante  qui  sera  déterminée  quand  on  connaîtra  la  pres- 
sion/^^  en  un  point  particulier  (x^,,/,,  z,). 

701.  SMl  n'y  a  pas  de  force  qui  sollicite  les  molécules  intérieures, 
la  pression  sera  constante  dans  toute  la  masse  du  fluide,  de  sorte 
qu'une  pression  extérieure  exercée  sur  une  partie  du  fluide  adja- 
cente à  une  paroi  du  vase  doit  se  transmettre  avec  la  même  inten- 
sité sur  des  éléments  de  surface  équivalents  dans  toute  la  masse  et 
sur  toutes  les  parois. 

705.  On  appelle  surface  de  niveau  une  surface  dont  tous  les 

points  éprouvent  la  même  pression.  Elles  sont  toutes  comprises 

dans  l'équation 

/(j7,  /,  z)  =  a. 

Une  couche  de  niveau  est  la  masse  du  fluide  comprise  entre  deux 
surfaces  de  niveau.  Deux  surfaces  de  niveau  ne  peuvent  pas  se 
couper. 

706.  La  force  motrice  est  normale  à  la  surface  du  niveau  en  cha- 
cun de  ses  points. 
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707.  Si  la  pression  est  nulle  ou  constante  en  tous  les  points  de  la 
surface  libre  d'un  fluide,  celle-ci  est  une  surface  de  niveau. 

708.  Si  Xffy-hYdjr^Zdz  est  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction  <ï>(x,  7-,  z),  en  tous  les  points  d'une  surface  de  niveau  la 
densité  est  constante. 

709.  Dans  les  fluides  élastiques,  si  la  température  est  constante 
duns  toute  l'étendue  de  la  masse,  on  a 

Si  la  température  n*est  pas  la  même  dans  toute  la  masse,  on  aura 

Dans  l'atmosphère  qui  enveloppe  la  terre,  il  ne  peut  y  avoir 
équilibre,  si  la  température  n*est  pas  la  même  à  la  même  distance 
du  centre,  et  les  surfaces  de  niveau  doivent  être  des  sphères  ayant 
leur  centre  au  centre  de  la  terre. 


CINQUANTE-QUATRIÈME  LEÇON. 

CQUILIBRB  DBS  FLUIDES  ET  DES  CORPS  PLONGÉS  PAKS  LES  FLUIDES. 

710.  Figure  permanente  d'un  fluide  autour  d*un  axe.  —  Un 
fluide  pesant,  contenu  dans  un  vase  de  forme  quelconque,  tourne 
d*un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  Oz.  Soient  «>  la 
vitesse  angulaire  et  p  la  pression,  en  donnant  kp  des  valeurs  con- 
stantes, on  aura  différentes  surfaces  de  niveau.  Leur  équation 

g?    ^g 

représente  un  parabolo'i'de  de  révolution. 

711.  On  déterminera  la  constante  G  en  exprimant  que  le  volume 
du  liquide  est  donné.  Supposons  que  le  liquide  soit  contenu  dans 
un  vase  cylindrique  ayant  pour  base  sur  le  plan  xOjle  cercle  dont 
le  rayon  est  a,  que  b  soit  la  hauteur  de  la  partie  du  cylindre  oc- 
cupée par  le  liquide  avant  le  mouvement,  et  que  la  surface  libre 
supporte  la  pression  atmosphérique  constante  représentée  par  u.  On 
aura 


iP       4 
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713.  Pression  d*un  liquide  sur  le  fond  du  vase  qui  le  ren- 
ferme. —  S\  b  est  l'aire  de  la  base  supposée  horizontale  et  h  la 
hauteur  du  liquide,  la  pression  totale  P  que  supporte  cette  base  est 

V=gpbh. 

713.  Supposons  qu*on  ait  deux  liquides  contenus  dans  le  même 
vase  et  qu'ils  ne  se  mélangent  pas. 

Leur  surface  de  séparation  sera  nécessairement  un  plan  horizon- 
tal. Soient  b  la  base,  h  la  hauteur,  et  p  la  densité  de  la  première 
couche  reposant  sur  le  fond  du  vase;  b',  h\  p'  les  quantités  ana- 
logues relatives  à  la  seconde  couche.  La  pression  exercée  sur  lo 
fond  du  vase  sera  ^(p7<'+p/0^f  c'est-à-dire  égale  au  poids  d'une 
colonne  cylindrique,  dont  la  base  serait  6,  qui  contiendrait  une 
hauteur /i  du  liquide  inférieur  et  une  hauteur  h'  du  liquide  supérieur. 

Théorème  analogue  pour  un  nombre  quelconque  de  liquides  con- 
tenus dans  un  même  vase  et  pour  un  liquide  dont  la  densité  varie- 
rait d'une  manière  continue  avec  la  hauteur. 

7<i.  Vases  communiquants.  —  Les  hauteurs  auxquelles  deux  li- 
quides s'élèvent  dans  deux  vases  communiquants  sont  en  raison  in- 
verse de  leurs  densités. 

Si  l'on  ajoutait  un  nombre  quelconque  de  liquides  dans  les  deux 
vases,  il  faudrait  que  la  somme  des  produits  de  leurs  densités  par 
les  hauteurs  de  leurs  tranches  fût  la  même  de  part  et  d'autre. 

745.  Pression  d'un  liquide  sur  une  paroi  plane.  —  La  pres- 
sion totale  est  égale  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  qui  aurait  une 
base  égale  à  la  surface  de  la  paroi  et  une  hauteur  égale  à  la  distance 
du  centre  de  gravité  de  cette  paroi  au  niveau  supérieur  du  liquide. 

Le  point  d'application  de  la  résultante  des  pressions  exercées  sur 
la  surface  AB  est  appelé  centre  de  pression, 

716  à  7i8.  Supposons  que  la  paroi  immergée  ait  la  forme  d'un 
Fig   ,33^  trapèze  dont  les  côtés  parallèles  AB, 

CD  soient  horizontaux.  Le  centre  de 
pression  est  sur  la  droite  GH  qui  joint 
les  milieux  de  ces  deux  côtés.  Ëo  nom- 
mant u^  la  distance  du  centre  de  pres- 
sion I  à  AB,  h  la  hauteur  du  trapèze, 
a  Tangle  que  le  plan  du  trapèze  fait 
avec  un  plan  horizontal,  c  la  distance 

de  AB  à  la  surface  du  liquide,  en  posant  AB  =  a,  CD  =  b^  EF  =  v, 

MI^  =  i£,  on  a 

_  ihc  (rt-h  2^) -h  ft^[a  4-  3fl^)sina 
*~"    6c(« -|-^)4-2A(û -h  2^)  sinoc 
Sturu.  -—  Mec.  II.  3o 
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Quand  le  trapèze  est  horizontal,  le  centre  de  pression  coïncide  avec 
le  centre  de  gravité. 

749  à  723.  Pbinxipb  d*ârghimèdb.  —  Quand  un  corps  pesant 
est  plongé  dans  un  liquide^  les  pressions  exercées  sur  sa  surface 
ont  une  résultante  unique  y  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et  ap- 
pliquée au  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  fluide^  supposée 
solidifiée. 

Le  principe  d*Archimède  subsiste  quand  le  corps  n'est  plongé 
qu'en  partie  dans  le  fluide,  ou  quand  la  densité  p  n'est  pas  la  môme 
à  toutes  les  profondeurs. 

724.  Quand  on  pèse  un  corps  dans  un  fluide,  si  P  est  le  poids  du 
corps  et  P'  celui  d'un  égal  volume  de  liquide,  D  et  p  les  denàilés 
vraie  et  apparente,  on  a 

725.  Le  principe  d'Ârchimède  subsiste  dans  le  cas  où  Ton  con- 
sidère un  fluide  contenu  dans  un  vase.  Si  l'on  fait  une  ouverture  à 
l'une  des  parois  latérales,  le  vase  sera  mis  en  mouvement  en  sens 
contraire  de  Técoulement  du  liquide.  C'est  là  le  principe  des  diffé- 
rentes machines  dites  à  réaction. 


DP' 


Fig.  i86. 


CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON- 

CORPS  FLOTTANTS.  —  MESURE  DES  HAUTEURS  PAR  LE  BAROIÈTRB. 

726  à  728.  Équilibre  des  corps  flottants.  —  Une  section  ABC 
perpendiculaire  aux  arêtes  étant  faite  dans  le  prisme,  DE  étant  le 

niveau  du  liquide,  soient 

CDE_ 
ABC""''' 

r  étant  le  rapjwrt  de  la   densité  du 
prisme  à  celle  du  liquide, 

CA-    rz,    CB:    b,    AB^   c, 
CK  =r.  /i,    CD  -  X,    CE  --   y, 

on  a 

xy  =  rab. 

Si  l'on  nomme  a  et  6  les  angles  ACK  et  BCK,  on  a 

x'  —  ilix  cosa  =  y^  —  ihy  cos6, 
X*  —  2/*cosa.ar*-r  2r/ttiZ>cos6.x—  r^a^h^-=^  o. 
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n  y  a  au  plus  trois  positions  d'équilibre  pour  lesquelles  le  sommet 
seul  est  plongé  dans  le  liquide. 

Le  problème  précédent  revient  à  mener  par  un  point  donné  K 
une  normale  à  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  CA  et  CB. 

729.  Le  cas  où  deux  sommets  A  et  B  du  triangle  sont  immergés, 
se  ramène  au  cas  où  un  seul  plonge  dans  le  liquide. 

730.  Stabilité  d'un  corps  flottant.  —  Un  corps  solide  étant 
Fij.  i»-p.  plongé  dans  un  liquide,  soit  G  le  centre 

de  gravité  de  ce  corps,  et  H  celui  de 
la  partie  immergée.  Supposons  que  l'on 
écarte  un  peu  le  corps  de  sa  position 
d'équilibre  et  que  tous  ses  points  re- 
çoivent de  petites  vitesses.  SoilA'B'C'D' 
la  section  faite  dans  le  corps  par  le 
nouveau  plan  de  flottaison,  le  premier 
étant  venu  en  ABCD. 
Par  le  centre  de  gravité  I  de  la  sec- 
tion ABCD  menons  un  plan  AB'CD",  parallèle  au  plan  horizontal 
A'B'C'D'  et  qui  coupe  ABCD  suivant  la  droite  AIC.  Posons  G  égal  à 
l'angle  des  deux  plans  ABCD,  AB'CD",  ^  égal  à  la  distance  du  point  I 
au  plan  A'B'C'D',  p  égal  à  la  densité  du  fluide,  u  égal  à  la  vitesse 
de  la  molécule  dm,  V  égal  au  volume  de  la  partie  immergée  quand 
le  corps  est  en  équilibre;  GH  =  a\  t  égal  à  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre  au  moins.  On  a 

La  constante  c  peut  être  supposée  aussi  petite  qu'on  voudra. 

731 .  Si  le  centre  de  gravité  G  du  corps  est  au-dessous  de  celui 
du  fluide  déplacé  H,  l'équilibre  est  toujours  stable. 

732.  Quand  le  point  G  est  au-dessus  du  point  H,  si  /x  ou  lo 
moment  d'inertie  de  l'aire  ABCD  par  rapport  à  la  dpoite  AIC  resto 
plus  grand  que  y  a  à  toute  époque,  l'équilibre  sera  stable.  Il  faut  et 
il  suffît  que  Va  soit  moindre  que  le  plus  polit  moment  d'inertie  de 
la  section  ABCD,  par  rapport  à  toutes  les  droites  qu'on  peut  y 
mener  par  le  point  L  Si  /a  devenait  moindre  que  Va,  on  ne  peut 
rien  affirmer  relativement  à  la  stabilité  de  l'équilibre. 

733.  Du  métacentre.  —  Soit  S  un  corps  solide  flottant.  Lorsqu'il 
est  en  équilibre,  son  centre  de  gravité  G  et  celui  H  du  volume  du 
liquide  déplacé  sont  sur  une  môme  perpendiculaire  au  plan  de  flot- 
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taison  ABCD.  Supposons  que  ce  corps  soit  symétrique  par  rapport 
à  un  plan  vertical  BLD,  lequel  contient  alors  la  droite  KGH.  Ima- 
p.     jgg  ginons  qu'on  dérange  un  peu  ce  so- 

lide de  sa  position  d'équilibre,  tout 
en  maintenant  vertical  le  plan  BDG. 
Ce  plein  contiendra  toujours  le  centre 
de  gravité  de  la  masse  fluide  dépla- 
cée. Le  contre  de  gravité  *du  Quide 
déplacé  A'B'C'D'L  est  un  certain 
point  H'.  Le  point  M  où  la  verticale 
H'M  rencontre  la  droite  KGU  est  ce 
qu'on  appelle  le  niétacentre. 
Si  le  métacentre  reste  toujours  au-dessus  du  point  G,  sur  la 
droite  HGK,  l'équilibre  est  stable. 

Si,  au  contraire,  le  métacentre  est  constamment  au-dessous  du 
centre  de  gravité,  l'équilibre  du  corps  sera  instable. 

EnGn,  si  le  métacentre  peut  être,  tantôt  au-dessus,  tantôt  au- 
dessous  du  centre  de  gravité,  la  considération  seule  du  métacentre 
ne  fait  plus  rien  connaître  relativement  à  la  stabilité  de  Féquilibre 
du  corps  flottant. 

734.  De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre.  --  Soient 
or  la  force  élastique  de  l'air,  et  D  sa  densité  à  la  température  zéro; 
p  la  pression,  p  la  densité  de  lair  à  la  température  0  ;  en  désignant 
par  a  le  coefficient  de  dilatation  o,oo366  pour  chaque  degré  d'ac- 

croissement  de  la  température,  et  faisant  rr  =  X-,  on  aura 

/?=  ^p(i4-a9).. 

La  densité  de  Tair  mélangé  de  vapeur,  quand  la  température 
s'élève,  la  pression  v  restant  la  même,  doit  diminuer  un  peu  plus 
que  ne  l'indiquerait  la  formule  précédente.  Pour  avoir  égard  à  cette 
circonstance,  on  augmente  le  coefficient  a,  et  Ton  prend  a  =  0,004. 

735.  En  désignant  par  z  la  hauteur  d'un  point  quelconque  de 
l'atmosphère  au-dessus  de  la  surface  terrestre,  M  =:=Oy434'<£946: 
on  a 

I05  -  = 


r 


736.  Soit  h  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  pour  la  sta- 
tion dont  la  hauteur  verticale  est  z,  et  soii  T  la  température  du 
mercure,  qui  peut  être  différente  de  celle  de  l'air  ambiant.  Soient 
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h^  et  T^  la  hauteur  et  la  température  du  mercure  à  la  station  infé- 
rieure, r  le  rayon  terrestre,  on  a 

en  posant,  pour  abréger, 

H  est  dite  la  hauteur  corrigée;  c'est  celle  qu'aurait  la  colonne  baro- 
métrique si  la  température  du  mercure  à  la  station  supérieure 
était  la  même  qu'à  la  station  inférieure. 

737,  738.  Si  Ton  désigne  par  \  la  latitude  de  la  station,  et  par  G 
la  pesanteur  à  Paris,  dont  la  latitude  est  de  43*^50' i4'y  on  a 

G  =  9,80806 

^  ..(14-0,0049)      (,_^i\U^„h,^^^^„(^^i\l 

I  -  o,ooa588  cosaX  \^  rj  L  °  H  *      "'^  \  ^  r)]' 

en  posant 

a  =  jTTT  [i  —  o, 002588  cosa  (48°5o'i4')]. 

On  calcule  le  nombre  a  par  Téquation  même  où  Ton  substitue  à 
la  place  de  z  une  ou  plusieurs  hauteurs  mesurées  par  les  procédés 
trigonométriques.  On  a  trouvé  ainsi 

fl  =  i8336. 

« 

Lorsque  z  n'est  pas  très-grande,  on  néglige  entièrement  -  dans 

la  formule;  mais  alors  il  faut  augmenter  le  nombres.  M.  Ramond 
a  conclu  d'un  grand  nombre  d'observations  faites  dans  le  midi  de 
la  France,  a  =  18893,  et  il  a  adopté  pour  les  latitudes  peu  diffé- 
rentes de  4^°  la  formule  très-simple 

a  =  18393  (n- 0,0040)  log  iJ* 


CINQUANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

MOUVEMENT   DES   FLUIDES* 

.739.  Équations  générales  du  mouvement.  —  Les  équations 
d'équilibre  des  fluides  sont  fondées  sur  la  propriété  qu'ils  ont  de 
transmettre  également  en  tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur 
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surface,  et  sur  celle  d*exercer  sur  chaque  élément  de  surface  autour 
d'un  point  quelconque  de  leur  masse,  en  vertu  des  actions  rooléco- 
Jâires,  une  pression  égale  en  tous  sens  et  normale  à  Télément  de 
surface  qui  le  supporte.  Cette  dernière  propriété  n'a  pas  to^jours 
lieu  quand  le  fluide  est  en  mouvement;  mais  on  peut  radmettre 
quand  le  mouvement  n*est  pas  très- rapide. 

^ient  Xf  Xi  ^  I^  coordonnées  d*un  point  m;  p  la  masse  de  la 
molécule  fluide  qui  se  trouve  au  point  m  après  le  temps  ^;  X,  Y,  Z  les 
composantes,  rapportées  à  Tunité  de  masse,  de  la  force  qui  agit  sur 
la  molécule  fx  ;  u,  p,  tv  les  composantes  de  la  vitesse  du  point,  p  sa 
pression  et  p  sa  densité. 

740.  Équations  formées  par  le  principe  de  d'Âlembert  : 

i  dp       -,        du         du  du  du 

p  djc  at  dx  djr  dz 

I  dp       --       dv  dv  dv  dv 

— f  =Y--— u-j p  -. (v-—y 

p  d/  dt  djc  djr  dz 

i  dp       „       div         dtv         dtv  dw 

f-=Z «-; P-7 W-T-- 

p  dz  di  dx         dx  dz 

741 .  Équation  de  continuité  : 

dp   .   dpu'  .   dpp   .   dpw 
dt  dx  dx  dz 

742.  Si  la  densité  du  fluide  est  constante,  Téquation  précédente 

devient 

du       dif       dw  ^ 

dx       dx       dz  "    * 

743.  Si  le  fluide  est  incompressible,  mais  non  homogène,  Féqua- 
tion  de  continuité  revient  aux  deux  suivantes  : 

dp   ,      dp   ^     dp  dp 

dt  dx         dx  dz 

du       dv       dw 
dx       dx        dz 

74  i.  Dans  le  cas  d'un  fluide  élastique  et  compressible,  on  aura 
encore  la  relation  p=  X^p,  le  coefficient  k  ne  dépendant  que  de  la 
température  de  la  masse  gazeuse. 

745.  On  suppose  que  les  molécules  en  contact  avec  une  paroi 
fixe  ou  mobile  y  restent  indéfiniment  et  que  les  molécules  qui  ap- 
partiennent à  la  surface  libre  ne  cessent  jamais  d'en  faire  partie. 
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Soit  /(/,  X,  y,  z)  —o  réqualion  d'une  surface  sur  laquelle  un  point 
du  Ouide  doit  toujours  demeurer.  On  a 

df        (if  ,     fif         df 
dt  lue         df  (tz 


Si  la  paroi  est  6xe, 


dx  djr         dz 


La  vitesse  du  point  est  à  chaque  instant  dirigée  suivant  une  tan- 
gente à  la  surface. 

La  surface  libre  du  liquide  étant  soumise  à  une  pression  rs  qui 
est  la  même  pour  tous  les  points,  mais  qui  peut  varier  avec  le 
temps^  on  aura 

dp  dp  dp  dp       da 

di  dx  dy  dz       dt 

746.  Si  Ton  veut  obtenir  le  mouvement  d*une  molécule  particu- 
lière, ses  coordonnées  .r,  y,  z  cesseront  d'être  des  variables  indé- 
pendantes. Pour  les  connaître^  il  faudra  intégrer  les  équations  si- 
multanées 

dv  dy  dz 

dt         '     dt         ^     dt 

747.  Lorsque  u,  tf^  w  sont  telles,  que  l'on  ait 

udx  -H  vdy  -\-  ivdz  =  d^, 
Xdx-\'Ydy-\-Zdz=--dW, 
on  a 

±=„v-4--i4(S)V(J;)V(S)-]. 

Les  diiïérentielles  sont  prises  par  rapport  h  x,  y,  z  sans  faire  va- 
rier /. 

Si  le  fluide  est  homogène,  on  a 

v-'=s+;[(â)-(sy-(sy]- 

II  faut  y  joindre  l'équation 
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qui  devient,  pour  un  fluide  incompressible, 

(Pff      d^ff      fi^ff  _ 

748  à  754.  Mouvement  d'un  fluide  dans  une  BTPornâsB  pab- 

TICULIÈRE. 

755.  Mouvement  permanent  d'un  liquide.  —  En  un  point 
quelconque  la  pression  est  toujours  la  même  et  la  vitesse  de  chaque 
molécule  qui  passe  par  ce  point  est  constante  en  grandeur  et  en 
direction  ;  des  molécules  qui  à  des  époques  différentes  occupent  une 
môme  position  parcourent  la  même  trajectoire  d'une  manière  iden- 
tique. On  a 

dp  =  ^(Xdr -^-Ydx-^  Zdz)  -  ^dt^. 

V  est  la  \'itesse  de  la  molécule  \l  à  Tépoque  i  où  elle  passe  au  point 
/??,  et  dp  est  l'accroissement  de  la  pression  quand  on  passe  du  point 
m  au  point  où  arrive  cette  molécule  après  le  temps  dt, 

756.  Pour  un  liquide  pesant  dont  le  niveau  est  entretenu  à  une 
hauteur  constante  et  qui  s'écoule  hors  du  vase  qui  le  contient  par 
un  orifice  pratiqué  à  sa  partie  inférieure,  on  a,  en  prenant  Taxe  des 
z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 

p^  et  Pf  étant  la  pression  et  la  vitesse  au  premier  point,  peip  m 
second. 

757.  Supposons  que  la  'surface  supérieure  du  liquide  soit  plane 
et  soumise  en  tous  ses  points  à  une  pression  égale  et  constante  P,. 
En  désignant  par  P  la  pression  extérieure  qui  s*exerce  à  l'orifice, 
on  aura 

en  posant  P,  —  P  =  g'p  A^. 

Soit  6>  Taire  de  Torifice  et  û  l'aire  de  la  section  du  vase  par  le 
plau  du  niveau  supérieur  :  on  a 


p  = 


758.  Si  le  rapport  -  est  très-petit,  et  si  la  pression  est  sensible- 
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ment  la  même  à  la  partie  supérieure  du  liquide  et  à  l'orifice,  on  a 
en  négligeant  /-. 


CINQUANTE-SEPTIÈME  LEÇON. 

YIBRATIONS   DES   GAZ   DANS   LES   TUYAUX   CYLINDRIQUES. 

759.  Équation  du  uouvement.  —  Dans  Tétat  naturel  d'équilibre 
d'un  gaz,  sa  force  élastique  a  est  égale  à  gnih^  g  étant  la  pesan- 
teur, m  la  densité  du  mercure  et  h  la  hauteur  de  la  colonne  de 
mercure  qui  fait  équilibre  à  la  pressien  de  ce  gaz. 

Nous  supposons  que  les  molécules  du  fluide  en  repos  qui  sont 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  du  tuyau,  se  dé- 
placent d'un  mouvement  commun  parallèlement  aux  arêtes. 

Nous  désignerons  par  u  le  déplacement  MN  des  molccules  qui 
p      |g  étaient  d'abord  dans  le 

plan  M;  par  p  la  force 


J"^'^        ^"^  élastique  ou  la  pression 

2i^i±^ Sl:^ du  gaz  en  N  rapportée  à 


lunité  de  surface,  par  /» 
la  densité  du  gaz. 

Le  mouvement  d'une  tranche,  s'il  n'y  a  pas  de  force  étrangère, 
sera  donné  par  l'équation 

f£jt  __    2  </*« 
en  posant 

P 

TfiO.  Cas  du  tuyau  indéfini  dans  les  deux  sens.  —   L'équa- 
tion du  mouve.nent  est 

Kn  siiii[)u<ant  pour  /  =-  o, 

7r.  =  f(^)    et    :77=/.(-^)» 


on  aura 


dx      '  ^    '  dt 
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761.  Supposons  que  la  partie  primitivement  ébranlée  s*étende 
deu::rroàa:=:/  seuloment.  Cette  portion,  qu*on  appelle  onde, 

est  constituée  d'une  ma- 
Fiç-  »9o-  nière  invariable  qui  ne 

~:       j;;  ^         ^        ^ ;;■"  dépend  que  de  la  fonc- 

tion 4''-  Elit'  s*éloigne  in- 
définiment de  OL  avec  une  vitesse  constante  a\  il  ne  faut  pas  con- 
fondre ce  déplacement  de  Tonde  avec  le  mouvement  d'une  molécule 

qui  ne  dure  que  pendant  le  temps  -  • 

762.  Le  mouvement  se  propage  aussi  vers  les  x  négatives  par 
une  onde  CD'  dont  la  nature  dépend  de  la  fonction  7'  et  qui  se 
transporte  à  gauche  du  point  0  avec  une  vitesse  uniforme  égale 
à  a. 

Une  même  molécule  est  en  mouvement  pendant  un  intervalle  de 

temps  égal  à  -?  depuis  t  >  —  jusqu'à  /  < ^  • 

a  il  u 

m 

763.  Le  mouvement  se  propagerait  par  une  seule  de  ces  deux 
ondes,  si  l'ébranlement  initial  était  tel,  qu'on  eût,  dans  la  partie 
OL,  f'(x)  =  o  ou  ^'(x)  —  o,  ce  qui,  d'après  les  formules  (4)> 
revient  à  supposer  la  relation 

tin  (in  fin  iiu 

—-  =z^a  -r    ou    —  ^  a  -^    pour    /  ^ o. 

764.  Si  l'ébranlement  initial  avait  lieu  dans  plusieurs  parties  du 
tuyau  séparées  par  des  intervalles  en  repos,  il  suffirait  de  supposer 
les  fonctions  7'  (x)  et  ^1^'  (x)  nulles  dans  ces  intervalles  pour  ren- 
trer dans  le  cas  qui  précède  d'un  ébranlement  limité  ;  chaque  partie 
ébranlée  doit  donner  naissance  à  deux  ondes  qui  s'en  vont  à  droite 
et  à  gauche  avec  la  vitesse  uniforme  a. 

765.  766.  Tuyau  fermé  a  itne  EXTRÉMrrÉ  et  lndépini  uans  un 
SENS.  —  Si  l'ébranlement  initial  est  renfermé  dans  un  espace  li- 
mité KL  entre  les  abscis- 

f'itf-  *9'-  ses  X*  et  /■  -f-  /,  il  donnera 

~î  i'        o  ^L  K         naissance  à  deux  ondes 

animées  des  vitesses  a  et 
—  <7  :  il  y  aura  deux  ondes  symétriques  de  celles-ci,  s'écartant  à 
droite  et  à  gauche  de  l'intervalle  K'L'  symétrique  de  KL. 

Celles  qui  s'éloignent  de  l'origine  0  n'éprouveront  aucune  alté- 
ration. Quant  aux  deux  autres,  elles  arriveront  en  même  temps  en 
0,  et,  continuant  leur  route,  elles  se  composeront  en  se  pénétrant; 


r 
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pais  ces  deux  ondes,  après  s'être  traversées  et  séparées,  continue- 
ront leur  marche  sans  altération. 

L'effet  produit  est  le  même  que  si  les  diverses  tranches  de  l'onde, 
qui  s'approche  du  plan  fixe  0,  se  repliaient  sur  ellos-méones  en 
conservant  la  même  densité  et  prenant  une  vitesse  égale  en  sens 
contraire.  C  est  en  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement  sur 
un  plan  fixe. 

767.  Tuyau  indéfini  dans  un  sens  et  ouvert  dans  un  milieu 
GAZEUX  de  densité  CONSTANTE.  —  On  admet  que  la  force  élastique 
du  gaz  à  l'ouverture  0  du  tuyau  est  la  même  que  celle  du  gaz  ex- 
térieur en  repos. 

Si  l'ébranlement  initial  n'a  lieu  que  dans  une  étendue  limitée,  il 
y  aura  dans  le  tuyau  réel  une  onde  s'éloignant  indéfiniment  de  l'o- 
rigine, et  dans  le  tuyau  prolongé  indéfiniment,  deux  autres  ondes 
marchant  vers  l'origine,  se  pénétrant  et  se  traversant  sans  s'altérer, 
de  sorte  que  dans  le  tuyau  réel  à  un  instant  quelconque  se  trouvera 
Tonde  qui  se  dirigeait  d'abord  vers  l'origine  et  qui  s'y  réfléchit  en- 
suite de  manière  à  former  une  nouvelle  onde  dirigée  en  sens  con- 
traire; les  vitesses  dans  les  différentes  sections  sont  les  mêmes  et 
de  même  sens  que  quand  l'onde  s'approchait  de  l'origine,  tandis 
que  le  dilatation  change  de  signe. 

C'est  en  cela  que  consiste  la  réflexion  du  mouvement  sur  un  mi- 
lieu de  densité  constante. 

768,  769.  TuTAu  fermé  a  ses  deux  extrémptés.  —  L'ébranle- 
ment initial  donne  naissance  à  deux  ondes  qui  marchent  en  sens 
inverse  et  vont  successivement  se  réfléchir  aux  deux  extrémités. 

Après  avoir  subi  deux  réflexions  et  parcouru  des  chemins  égaux 
à  deux  fois  la  longueur  du  tuyau,  elles  viennent,  au  bout  d'un  in- 

tervalle  de  temps  égal  à  —  ?  reproduire,  en  se  composant,  l'état  ini- 
tial ;  et  cet  effet  se  répétera  de  nouveau  indéfiniment. 

770.  Tuyau  limité  ouvert  a  ses  deux  extrémités.  —  L'état 
du  tuyau  est  encore  périodique  et  redevient  le  même  après  chaque 

intervalle  de  temps  égal  à  — 

771 .  Tuyau  limité  ouvert  a  une  extrémité  et  fermé  a  l'autre. 
—  L'état  du  tuyau  ne  redevient  le  même  qu'après  un  intervaliO  de 

temps  égal  à  —  • 

fin. 
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i.  Un  solide  étant  soumis  à  I*actioDde  forces  données,  trouver  le 
lieu  des  points  tels  qu'en  y  transportant  les  forces  parallèlement  à 
elles-mêmes  on  donne  naissance  à  un  couple  dont  Taxe  soit  dirigé 
suivant  la  résultante  des  forces;  ce  lieu  s'appelle  axe  central,    SG. 

S.  Quand  trois  forces  se  font  équilibre,  elles  sont  dans  un  même 
plan  ;  quand  quatre  forces  se  font  équilibre,  elles  sont  sur  un  hy- 
perboloïde.    SG. 

3.  Étant  donnés  deux  systèmes  de  forc&<^  équivalents  P,P',P,. . 
et  Q,  Q',  Q', . . . ,  la  somme  des  tétraèdres  qui  ont  pour  arêtes  oppo- 
sées les  droites  représentant  les  forces  du  premier  système  com- 
binées deux  à  deux  est  égale  à  la  somme  analogue  que  fournit  le 
second  système  ;  il  faut  toutefois  regarder  comme  négatifs  les  vo- 
lumes de  certains  tétraèdres  quand  les  forces  qui  en  forment  les 
arêtes  opposées  ont  un  moment  négatif  Tune  par  rapport  à 
Tautre.    SG. 

4.  Quatre  droites  admettent  en  général  deux  transversales  com- 
munes, et  cinq  droites  n'en  admettent  pas  ;  soient  toutefois  cinq 
droites  a,  ^,  c,  d^  e  rencontrant  une  droite  t\  b^c,d,  e  auront  une 
seconde  transversale  commune  a  autre  que  /  ;  de  môme  c,  d,  e,  a 
en  auront  une  seconde  b\  et  ainsi  des  trois  autres  systèmes  de 
quatre  droites  :  démontrer  que  a*,  b\  c*,  rf*,  e'  ont  une  transversale 
commune.    SG. 

5.  Une  tige  pesante  et  homogène  s*appuie  par  ses  extrémités  contre 
un  plan  horizontal  et  contre  un  plan  vertical  parfaitement  polis  ; 
elle  est  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans  fixes  et  reliée 
à  cette  intersection  par  un  fil  partant  de  Tun  de  ses  points,  qu  on 
donne,  et  situé  dans  le  plan  vertical  de  la  tige  :  tension  du  fil  quand 
il  y  a  équilibre.    PJ. 
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6.  Une  tige  pesante  et  homogène  passe  entre  deux  chevilles  à  des 
hauteurs  différentes  et  s'appuie  par  son  extrémité  inférieure  sur  un 
plan  horizontal  :  calculer  les  pressions  exercées  sur  les  chevilles  et 
sur  le  plan.    PJ. 

7.  Une  porte  peut  tourner  autour  de  deux  gonds  A,  B,  situés  sur 
une  droite  non  verticale  :  calculer  la  force  qui  doit  agir  normale- 
ment à  la  porte  pour  qu'elle  fasse  un  angle  donné  avec  le  plan  ver- 
tical qui  passe  par  AB.     PJ. 

8.  Une  tige  pesante  peut  tourner  autour  d'une  charnière  placée 
à  son  extrémité  inférieure  et  s'appuie  à  l'autre  extrémité  contre 
une  verticale  :  déterminer  les  pressions  supportées  par  cette  verti- 
cale et  par  la  charnière.    PJ. 

9.  On  remplace  un  système  de  forces  par  un  autre  équivalent 
formé  des  forces  P,  Q,  K.  . . . ,  qu'on  peut  choisir  d'une  infinité  de 
manières;  soieni  pp\  qr/\  ...  les  droites  qui  représentent  les  forces 
P,  Q,  R, . .  .*:  la  droite  qui  joint  le  centre  des  moyennes  distances 
de  p,  fjy  . ..  BU  centre  des  moyennes  distances  de  p\q\  •  --  est  pa- 
rallèle à  un  plan  fixe,  pourvu  que  le  nombre  des  forces  P,  Q,  . . . 
soit  constant.    PJ. 

10.  A  chaque  élément  d'une  surface  fermée,  da,  on  apphque 

une  force  normale  égale  k  da,  ou  k  (  r^  -f-  ^  W<r  ;  on  a  -^^  dv, 

R  et  R,  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  sur 
l'élément  da  :  montrer  que  dans  les  trois  cas  toutes  les  forces  se 
font  équilibre.    PJ. 

il.  Position  d'équilibre  d'une  droite  pesante  et  homogène  qui 
repose  sur  deux  plans  inclinés  polis.    SG. 

12.  Positions  d'équilibre  d'une  planche  elliptique,  d'épaisseur 
constante,  située  dans  un  plan  vertical  et  reposant  sur  deux  che- 
villes à  la  même  hauteur.    SG. 

13.  Déterminer  quatre  forces  agissant  aux  sommets  d'un  té- 
traèdre perpendiculairement  aux  faces  opposées,  de  manière qu'ellci 
se  fassent  équilibre.    SG. 

14.  Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  deux  poids  égaux  as- 
sujettis à  rester  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical  et  se  re- 
poussant avec  une  intensité  inversement  proportionnelle  à  leur 
distance.    SG. 
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15.  Entre  deux  plans  inclinés  on  place  deux  sphères  homogènes 
de  manière  qu*elles  s'appuient  Tune  contre  Tautre  et  que  chacune 
touche  un  des  plans:  déterminer  les  conditions  d'équilibre.    PJ.  * 

16.  Deux  fils  flexibles  partent  d'un  môme  point  :  l'un  soutient 
une  sphère  pesante,  l'autre  un  petit  poids  qui  pend  au-dessous  de 
la  sphère  sans  la  toucher  :  Ggure  d'équilibre.    PJ. 

17.  Dans  un  cylindre  mince,  ouvert  aux  deux  bouts,  reposant 
par  une  de  ses  bases  sur  un  plan  horizontal,  on  introduit  deux 
sphères  égales  dont  le  diamètre  surpasse  le  rayon  du  cylindre  :  quel 
doit  être  au  moins  le  poids  du  cylindre  pour  qu'il  ne  soit  pas  ren- 
versé?   PJ. 

18.  Une  enveloppe  sphérique  mince  repose  sur  un  plan  incliné  et 
contient  à  son  intérieur  un  très  petit  poids  qui  est  attiré  vers  un 
point  du  plan  incliné  avec  une  force  proportionnelle  à  la  distance  : 
positions  d'équilibre  de  la  sphère  et  du  point  intérieur.    SG. 

19.  Une  tige  pesante  est  mobile  autour  de  son  extrémité  A  et  sou- 
tenue à  l'autre  extrémité  par  un  fil  sans  masse  qui  passe  sur  une 
poulie  située  verticalement  au-dessus  de  A,  puis  sur  une  seconde 
poulie  C,  pour  se  terminer  par  un  anneau  qui  soutient  une  chaîne 
pesante;  celle-ci,  parfaitement  flexible,  a  sa  seconde  extrémité  fixée 
au-dessous  de  C  :  figure  d'équilibre.    SG. 

20.  D'un  point  partent  trois  fils  de  môme  longueur  portant  trois 
sphères  dont  les  poids  et  les  volumes  sont  égaux  ;  sur  ces  trois 
sphères  on  en  place  une  quatrième,  et  l'on  demande  les  figures 
d'équilibre  possibles  en  supposant  les  centres  des  trois  premières 
dans  un  môme  plan  horizontal.    SG. 

21.  Un  segment  de  paraboloïde  de  révolution  est  placé  en  équi- 
libre sur  deux  plans  également  inclinés  à  l'horizon:  quelle  peut 
être  la  hauteur  maximum  du  segment  pour  qu'en  le  supposant  di- 
visé en  deux  parties  par  le  plan  vertical  de  l'intersection  des  doux 
plans  fixes  les  moitiés  ne  se  séparent  pas?    SG. 

22.  Une  tige  pesante  et  homogène  s'appuie  par  une  extrémité 
sur  un  plan  horizontal  dépoli,  tandis  que  l'autre  extrémité  est 
soutenue  par  un  fil  qui  passe  sur  une  petite  poulie  et  se  termine 
par  un  poids  :  position  du  système  quand  la  barre  est  près  de  glis- 
ser.   PJ. 

23.  Une  barre  pesante  repose  sur  une  cheville  dépolie  et  est  sol- 
licitée à  son  extrémité  inférieure  par  une  force  de  grandeur  et  de 


48o  ÉNONCÉS    DE    PIIOBLÈMES. 

direction  données  :  position  de  la  tige  quand  elle  est  près  de  glis- 
ser.   PJ. 

2i.  Une  échelle  s*appuie  sur  un  plan  horizontal  et  sar  un  mur 
vertical  dont  les  coefficients  de  frottement  sont  connus  ;  elle  est  per- 
pendiculaire à  l'intersection  des  deux  plans  :  dans  quelle  position 
est-elle  près  de  glisser?    PJ. 

25.  Une  planche  rectangulaire  située  dans  un  plan  vertical  re- 
pose sur  un  plan  dépoli  perpendiculaire  au  premier  et  dont  on  aug- 
mente graduellement  Finclinaison  :  déterminer  dans  quelles  condi- 
tions la  planche  se  mettra  à  glisser  ou  à  basculer  autour  de  son 
sommet  inférieur.  .  PJ. 

26.  Une  barre  pesante  est  parfaitement  libre  de  se  mouvoir  autour 
d'une  de  ses  extrémités,  qui  est  fixe  ;  l'autre  bout  appuie  contre 
un  mur  vertical  dépoli  :  position  où  la  barre  es*  près  de  glis- 
ser.   PJ.  SG. 

27.  Une  barre  homogène  AB  peut  tourner  autour  de  son  milieu  C 
et  porte  un  poids  à  son  extrémité  A  ;  une  barre  pesante  mobile 
autour  d'une  de  ses  extrémités  0  appuie  sur  l'extrémité  B  de  la 
première,  où  se  produit  un  frottement;  la  droite  CO  est  verticale  et 
égale  à  CA  :  quelle  est  l'inclinaison  de  AB  quand  le  glissement  est 
près  de  se  produire?    SG.  * 

28.  Une  tige  pesante  et  homogène  AB  repose  en  A  sur  une  bori- 
xontale  ûxe  OX  et  touche  une  courbe  située  dans  le  plan  vertical 
qui  contient  OX  ;  le  coefficient  de  frottement  est  le  môme  sur  OX 
et  sur  la  courbe  :  déterminer  la  nature  de  celle-ci  de  telle  sorte  que, 
dans  toutes  les  positions  que  peut  prendre  AB,  elle  soit  sur  le  point 
de  glisser.    SG.  ' 

29.  Déterminer  le  coefficient  du  frottement  du  fer  sur  lui-même 
et  sur  le  su.  de  manière  qu'en  disposant  quatre  boulets  égaux  en 
forme  de  pile  «.riangulaire  ils  soient  en  équilibre,  mais  tout  près  de 
glisser.    SG. 

30.  Deux  roues  égales  dont  les  axes  sont  réunis  par  une  barre 
homogène  et  pesante  sont  situées  dans  le  môme  plan  vertical  et  re- 
posent sur  une  droite  inclinée  dépolie;  l'une  des  roues  est  libre  de 
rouler,  mais  l'autre  est  enrayée  :  calculer  l'inclinaison  du  rail  d'ap- 
pui quand  le  chariot  est  près  de  glisser.    PJ. 

31.  Figure  d'équilibre  d'unpolygone  plan  dont  les  côtés  sont  ar- 
ticulés à  charnières  et  pressés  normalement,  chacun  en  son  milieu. 
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par  une  force  proportionnelle  à  sa  longueur  et  comprise  dans  le 
plan  du  polygone.    PJ.  SG. 

3â.  On  donne  un  quadrilatère  articulé  dont  les  côtés  ne  sont  pas 
pesants  ;  les  sommets  opposés  sont  réunis  par  deux  fils  :  quel  est 
le  rapport  des  tensions  des  deux  fils  pour  une  figure  d'équilibre 
donnée?    PJ. 

33.  Appliquer  la  théorie  du  polygone  funiculaire  à  la  figure 
d'équilibre  de  quatre  barres  pesantes,  homogènes  et  égales,  for- 
mant une  ligne  brisée  ABCdË  dans  un  plan  vertical  ;  les  extrémi- 
tés A  et  £  sont  articulées  en  deux  points  fixes  d'une  même  horizon- 
tale et  les  barres  successives  sont  articulées  entre  elles;  il  n'y  a 
pas  de  frottement.    SG. 

34.  Déterminer  la  forme  d'un  fil  pesant,  parfaitement  flexible  et 
inextensible,  dont  les  deux  bouts  sont  fixes,  et  où  la  densité  en 
chaque  point  est  inversement  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de 
Tare  compris  entre  ce  point  et  le  point  le  plus  bas.    PJ. 

35.  Un  fil  pesant  prend  la  forme  d'une  demi-circonférence  :  com- 
ment varie  la  densité  sur  ce  fil  ?    PJ. 

36.  Un  fil  homogène  et  pesant  repose  sur  deux  chevilles  hori- 
zontales placées  à  la  même  hauteur  ;  les  deux  bouts,  qui  pendent 
librement  de  chaque  côté,  sont  égaux  :  quelle  est  la  longueur  mini- 
mum du  fil  compatible  avec  l'équilibre,  et  quelle  est  alors  la  pres- 
sion supportée  par  les  chevilles  ?    PJ. 

37.  Un  fil  homogène  non  pesant  est  sollicité  en  chacun  de  ses 
points  par  une  force  répulsive,  émanant  d'une  droite  fixe  à  laquelle 
elle  est  perpendiculaire,  et  proportionnelle  à  la  distance  du  point 
repoussé  à  la  droite;  les  extrémités  du  fil  sont  fixées  en  des  points 
donnés,  et  l'on  demande  la  figure  d'équilibre.  Cas  où  le  fil  s'écarte 
peu  de  l'axe  répulsif.    SG. 

38.  Relation  générale  entre  la  forme  d'équilibre  d'un  fil  pesant 
et  la  loi  de  la  densité  suivant  ce  fil.    SG. 

39.  Calculer  en  chaque  point  l'épaisseur  d'un  câble  de  fer  dont 
le  poids  spécifique  est  7,7  et  dont  les  extrémités  sont  fixées  sur 
une  même  horizontale  à  100  mètres  l'une  de  l'autre;  chaque  élé- 
ment du  câble  doit  supporter,  outre  son  poids,  une  charge  propor- 
tionnelle à  sa  projection  horizontale,  et  égale  à  3oo  kilogrammes 
pour  une  projection  d'un  mètre  :  on  veut  que  la  flèche  de  l'arc 
formé  par  le  câble  soit  de  10  mètres  et  que  la  tension  en  chaque 

Sturm.  —  Méc,  11.  3i 


482  ÉNONCÉS    DE    PROBLÈMES. 

point  du  câble  soit  de  11  kilogrammes  par  millimètre  carré  de  sec^ 

tion.    SG. 

40.  Courbe  d'équilibre  d'un  01  pesant  et  homogène  posé  sur  la 
surface  concave  d'un  cône  droit  à  axe  vertical  dont  le  sommet  est 
en  bas;  tension  en  chaque  point.    SG. 

41.  Figure  d'équilibre  d'un  fîl  non  pesant  dont  chaque  élément 
est  sollicité  par  une  force  normale,  proportionnelle  à  la  distance  de 
l'élément  à  une  horizontale  donnée.    SG. 

42.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  non  pesant  dont  les  extrémités  sont 
fixes,  et  dont  chaque  élément  est  attiré  vers  un  point  fixe  par  une 
force  réciproque  au  carré  de  la  distance.    PJ. 

43.  Un  fil  inextensible  et  sans  poids  passe  sur  une  courbe  dépolie 
située  dans  un  plan  vertical  et  se  termine  à  ses  deux  extrémités 
par  deux  poids  :  quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  ces  poids  et  la 
courbure  totale  do  l'arc  embrassé  par  le  fil  pour  que  le  glissement 
se  produise?    PJ. 

44.  Un  fil  élastique  pesant,  homogène  à  l'état  naturel,  repose  sur 
une  cycloïde  dont  Taxe  est  vertical  ;  une  extrémité  est  attachée  au 
sommet  de  la  cycloïde,  et  l'autre  arrive  as  point  le  plus  bas  :  cal- 
culer la  longueur  naturelle  du  filet  sa  tension  quand  il  s'est  allongé 
le  long  de  la  cycloïde.    SG. 

43.  Figure  d'équilibre  d'un  fil  élastique,  pesant,  homogène  à 
rétat  naturel,  et  dont  les  extrémités  sont  fixes.    PJ. 

46.  Déterminer  à  l'aide  du  principe  des  vitesses  virtuelles  la  po- 
sition d'équilibre  d'un  point  pesant  posé  sur  un  plan  incliné  et  at- 
tiré vers  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance  ;  pression 
sur  le  plan.    SG. 

47.  Position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  reposant  sur  une  che- 
ville horizontale  et  appuyant  par  son  extrémité  inférieure  contre 
un  mur  vertical  ;  charge  des  appuis.    SG. 

48.  Positions  d'équilibre  de  trois  points  assujettis  à  rester  sur  un 
cercle  horizontal  poli  et  exerçant  les  uns  sur  les  autres  des  répui- 
sions proportionnelles  à  leurs  distances.    SG. 

49.  Trois  points  A,  B,  C  peuvent  se  mouvoir  dans  un  plan,  de 
manière  toutefois  que  les  angles  du  triangle  ÂBC  restent  constants: 
déterminer  les  conditions  d'équilibre  de  trois  forces  constantes  ap- 
pliquées aux  trois  points.    PJ. 
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^.  Une  barre  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extré- 
mité inférieure  porte  à  Tautre  bout  un  poids  et  est  soutenue  par 
un  ressort  dont  la  force  varie  en  raison  inverse  de  la  pente  de  la 
barre  :  figure  d'équilibre.    PJ. 

51 .  Une  barre  pesante  et  homogène  peut  se  déplacer  tout  en 
restant  tangente  à  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical,  et  vient  ^ 
buler  contre  un  mur  vertical  ;  quelle  doit  être  la  nature  de  la  courbe 
pour  que  la  barre  soit  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions  sans 
qu'il  y  ait  de  frottements?    PJ. 

52.  Une  barre  pesante  peut  tourner  dans  un  plan  vertical  autour 
de  son  extrémité  mférieure,  tandis  que  l'autre  extrémité  est  soute- 
nue par  un  fil  qui  passe  sur  une  petite  poub'e  et  se  termine  par  un 
poids  assujetti  à  glisser  sur  une  courbe  :  déterminer  la  nature  de  la 
courbe  de  manière  qu'il  y  ait  équilibre  quelle  que  soit  la  position 
du  poids.    PJ. 

53.  Une  pile  triangulaire  debouletssphériques  parfaitement  polis 
a  sa  base  retenue  entre  trois  murs  verticaux  formant  un  prisme 
équilatéral  :  calculer  la  pression  supportée  par  chacun  de  ces 
murs.    SG. 

54.  Position  d'équilibre  d'un  poids  attiré  proportionnellement  à 
la  distance  vers  deux  points  fixes  À,  B  qui  sont  à  la  même  hauteur 
et  obligé  de  restera  une  distance  constante  du  milieu  de  AB;  dis- 
tinguer si  l'équilibre  est  stable  ou  instable.    SG. 

55.  Un  point  non  pesant  est  en  équilibre  au  centre  d'un  octaèdre 
régulier  dont  les  sommets  l'attirent  proportionnellement  à  la  /z'^^e 
puissance  de  la  distance  :  quelles  sont  les  valeurs  de  n  pour  les- 
quelles l'équilibre  est  stable?    SG. 

56.  Un  fil  de  masse  négligeable  passe  dans  un  anneau  et  a  ses 
extrémités  attachées  en  deux  points  pris  sur  un  côté  d'une  planche 
carrée  à  égale  distance  du  milieu  de  ce  côté  :  déterminer  les  posi- 
tions de  la  lame  qui  correspondent  à  l'équilibre  et  rechercher  si 
celui-ci  est  stable  ou  instable.    PJ. 


3i. 
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57.  Mouvement  d*uD  point  pesant  placé  dans  un  tube  rectîlîgne 
qui  tourne  uniformément  autour  d'une  verticale  qu*îl  ren- 
contre. PJ. 

58.  Mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  un  plan 
qui  tourne  uniformément  autour  d'une  de  ses  horizontales.    PJ. 

59.  Un  point  matériel  est  enfermé  dans  un  tube  circulaire  hori- 
zontal dont  le  centre  est  fixe,  mais  dont  le  rayon  augmente  propor- 
tionnellement au  temps:  le  point  ayant  été  mis  en  mouvement  dans 
le  tube,  déterminer  sa  trajectoire  et  la  pression  qu'il  exerce.    SG. 

60.  Deux  poids  égaux  Â  et  B  s'attirent  proportionnellement  à  la 
distance  et  sont  assujettis  à  rester,  Â  sur  un  plan  incliné  P,  B  sur 
une  verticale  D  ;  il  n'y  a  pas  de  frottement  :  déterminer  le  mouve- 
ment. Cas  particulier  :  le  sinus  de  l'angle  de  P  avec  l'horizon  est  |  ; 
les  positions  initiales  de  A  et  de  B  conviennent  à  l'équilibre,  mais 
on  leur  donne  des  vitesses  initiales  telles,  que  la  vitesse  dp  B  est 
égale  à  la  vitesse  de  A  estimée,  soit  suivant  une  horizontale,  soit 
suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  P.    SG. 

61.  Trois  points  assujettis  à  rester  dans  un  plan  s'attirent  sui* 
vant  la  loi  newtonionne  :  trouver  tous  les  cas  oii  le  mouvement  de 
deux  des  points  autour  du  troisième  est  identique  à  celui  d'un 
point  attiré  vers  un  centre  fixe  suivant  la  loi  de  Newton.    PJ. 

62.  Un  cylindre  auquel  est  attaché  un  corps  pesant,  symétrique 
par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  peut 
rouler  sans  glisser  sur  les  deux  parties  d'un  plan  horizontal  séparées 
par  un  intervalle  destiné  à  laisser  passer  le  corps  attaché  au  cy- 
lindre ;  mouvement  de  ce  système.    PJ. 

63.  Mouvement  d'une  tige  pesante  assujettie  à  glisser  sur  deux 
droites  fixes  dans  un  plan .  vertical  ;  pression  sur  les  deux 
guides.    PJ. 

64.  Mouvement  d'une  chaînepesante,mince,  mais  non  homogène, 
enfermée  dans  un  tube  dont  la  forme  est  celle  d'une  cvcloîde  située 
dans  un  plan  vertical  a\ec  sa  base  horizontale  et  son  sommet  en 
bas.    PJ.  SG. 

C2.  Un  m  est  enroulé  sur  un  cylindre  mobile  autour  d'un  axo 
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horizontal  et  porte  à  ses  extrémités  deux  points  auxquels  on  im- 
prime une  certaine  vitesse  tout  en  laisant  les  fils  verticaux  :  dé- 
terminer le  mouvement  du  système  en  supposant  que  l'air  oppose 
aux  poids  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  leur  vi- 
tesse.   SG. 

66.  Un  fil  inextensible  et  sans  masse  repose  surdeux  petites  pou- 
lies A  et  B  situées  à  la  môme  hauteur  et  porte  à  ses  extrémités 
deux  poids  égaux  à  P:  au  milieu  de  AB  on  pose  sur  le 'fil  un 
poids  Q  et  on  l'abandonne  sans  vitesse  initiale  :  déterminer  le  mou- 
vement du  système.  Cas  où  Q  est  beaucoup  plus  petit  que  P.    SG. 

67.  Une  planche  très  mince  de  forme  quelconque  repose  sur  un 
cylindre  horizontal  sur  lequel  elle  ne  peut  que  rouler  sans  glisser: 
loi  do  ses  oscillations  quand  elle  est  écartée  de  sa  position  d'équi- 
libre.   SG. 

68.  Une  portion  d'une  chaîne  homogène  est  pelotonnée,  tandis 
que  l'autre  portion  forme  une  ligne  droite  sur  un  plan  horizontal 
et  se  tormine  par  une  masse  ;  on  imprime  à  celle-ci  une  certaine 
vitesse  suivant  la  direction  de  la  portion  de  chaîne  qui  est  dérou- 
lée, et  Ton  demande  le  mouvement  du  système  en  supposant  que  la 
chaîne  se  déroule  sans  elTort.    SG. 

69.  Une  tige  de  masse  négligeable  porte  à  ses  extrémités  A  et  B 
deux  poids  égaux;  A  est  libre, et  B  assujetti  à  rester  sur  une  droite 
inclinée  et  polie  :  mouvement  du  système  en  supposant  que  AB  reste 
toujours  dans  le  même  plan  vertical  ;  tension  de  AB  et  pression 
qu'elle  exerce  sur  son  guide.    SG. 

70.  Sur  un  plan  horizontal  poli  repose  un  parallélépipède  rec- 
tangle; dans  sa  section  verticale  médiane  on  a  creusé  un  canal  do 
forme  connue  dans  lequel  peut  glisser  une  petite  bille;  le  prisme 
est  d'abord  immobile  et  la  bille  abandonnée  sans  vitesse  :  mouve- 
ment du  système.  Cas  où  la  forme  du  tube  et  celle  d'une  cycloïdo 
convexe  vers  le  bas,  et  où  la  bille  part  du  point  de  rebroussemcnt 
de  la  cycloïde.    SG. 

71.  On  donne  un  système  de  points  ayant  pour  masse  w,  w,, 

77/, ,  sollicités  par  des  forces  F,  F,,  F2,  . . .  et  assujettis  à  des 

liaisons  quelconques;  un  second  système  est  semblable  au  premier 
quant  à  la  disposition  de  ses  points  et  des  liaisons,  et  le  rapport  do 

similitude  esta;  les  massesde  ce  système  sont  pm,  pm et  elles 

sont  soumises  aux  forces  yF, 7F parallèles  à  F,  F,. . . .  aux 

points  homologues  :  démontrer  que  les  points  dans  les  deux  sys- 
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témes  décriront  des  courbes  semblables  et  que  le  rapport  des  temps 

employés  à  décrire  des  arcs  homologues  sera  égal  à  i  /  -^^  •     PJ. 

72.  Une  série  de  sphères  parraîtement  élastiques  ont  leurs 
centres  en  ligne  droite;  on  donne  les  masses  des  sphères  extrêmes, 
et  Ton  demande  de  déterminer  les  masses  des  sphères  intermé- 
diaires de  sorte  qu'en  donnant  à  la  première  sphère  une  vitesse 
connue  la  vitesse  transmise  à  la  dernière  soit  maximum.    PJ. 

73.  Deux  sphères  animées  de  vitesses  u,  u'  suivant  la  même 
droite  se  choquent  et  prennent  les  vitesses  (*,  f''  :  on  dit  que  leurs 
coefficients  d'élasticité  sont  e,  c'  si  l'on  a  p'—  p  —  e€\u  —  a')  :  cal- 
culer V  et  p',  ainsi  que  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc. 

PJ. 

74.  Trois  points  s'attirent  suivant  la  loi  new^tonienne  :  cher- 
cher si  l'on  peut  leur  donner  des  positions  et  des  vitesses  initiales 
telles  qu'ils  soient  toujours  en  ligne  droite;  déterminer  leurs  tra* 
jectoires  dans  ce  cas.    SG. 

75.  On  donne  un  plan  horizontal  et  un  plan  vertical  parfaitement 
polis  sur  lesquels  s'appuiç  une  barre  homogène,  perpendiculaire  à 
leur  intersection  et  maintenue  d'abord  en  repos.  Un  animal  peut  se 
mouvoir  le  long  de  la  perche,  qui  lui  fournit  une  réaction  longitudi- 
nale pour  accélérer  au  besoin  son  mouvement  :  déterminer  la  loi  de 
ce  mouvement  de  telle  sorte  que  si  l'on  cesse  de  maintenir  la  perche 
elle  reste  néanmoins  en  repos.    SG. 

76.  Une  tige  homogène  de  masse  y.  peut  tourner  autour  de  son 
milieu  0  dans  un  plan  horizontal  ;  sur  cette  tige  peut  glisser  un  an- 
neau de  masse  m  attiré  vers  0  proportionnellement  à  la  distance  : 
mouvement  du  système  et  réactions.  Cas  où  fi=  3i7i  etoù  l'anneau 
se  trouve  d'abord  à  un  bout  de  la  tige,  avec  une  vitesse  de  glisse- 
ment égale  à  zéro.    SG. 

77.  Un  point  est  lié  à  deux  autres  par  deux  fils  inextensibles  et 
sans  masse  qui  passent  dans  un  même  anneau  très  petit  ;  les  trois 
points  restent  sur  un  plan  horizontal  poli  ;  on  leur  donne  des 
vitesses  connues  et  l'on  demande  la  loi  de  leurs  mouvements  ulté- 
rieurs.   PJ. 

78.  Un  point  M  est  assujetti  à  rester  sur  un  cône  droit  dont  Taxe 
est  vertical  et  la  pointe  dirigée  vers  le  haut;  M  est  attaché  à  un  fil 
sans  masse  qui  passe  dans  un  très  petit  trou  au  sommet  du  cône. 
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va  s'enrouler  sur  une  poulie  et  se  termine  par  un  poids  M'.  Déter- 
miner le  mouvement  du  système  en  supposant  que  M'  soit  d'abord 
immobile  et  M  animé  d'une  vitesse  horizontale.    SG. 

?9.  Mouvement  d'une  droite  homogène  et  pesante  assujettie  à 
rester  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical  et 
qui  ne  donne  lieu  à  aucun  frottement.    SG. 

80.  Mouvement  d'une  barre  pesante  et  homogène  dont  une  extré- 
mité reste  sur  un  plan  horizontal  et  l'autre  sur  une  droite  verticale  ; 
la  vitesse  initiale  de  la  seconde  extrémité  est  nulle  :  réactions  ;  dis- 
cussion.   SG. 

81 .  Deux  masses  /w,  m\  posées  sur  un  plan  horizontal,  sont  reliées 
par  un  fil  sans  masse  qui  passe  dans  un  très  petit  anneau  sur  le 
plan  donné  ;  cet  anneau  attire  m  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  ;  on  imprime  des  vitesses  connues  aux  deux  masses,  et  l'on 
demande  le  mouvement  qui  en  résulte.    SG. 

82.  Loi  des  petites  oscillations  d'une  balance  légèrement  écartée 
de  sa  position  d'équilibre,  en  supposant  les  plateaux  réduits  à  de 
simples  fils  sans  masse  attachés  aux  extrémités  du  fléau.    PJ. 

83.  Un  fil  élastique  de  masse  négligeable  est  tendu  verticalement 
entre  deux  points  fixes  et  porte  deux  petites  masses  qui  partage- 
raient le  fil  en  trois  segments  égaux  s'il  n'était  pas  allongé;  on 
écarte  les  masses  de  leurs  positions  d'équilibre  tout  en  laissant  le 
fil  vertical  :  loi  des  oscillations  du  système.    PJ. 

84.  Une  barre  pesante  et  homogène  suspendue  par  un  fil  à  un 
point  fixe  est  écartée  de  sa  position  d'équilibre:  déterminer  son 
mouvement  en  supposant  qu'elle  reste  dans  un  même  plan  vertical. 

PJ. 

85.  Mouvement  d'un  cylindre  droit  non  homogène  placé  sur  un 
plan  horizontal  poli,  en  supposant  la  vitesse  de  chaque  point  du 
cylindre  toujours  perpendiculaire  aux  arêtes.    SG. 

86.  Pertes  de  travail  occasionnées  dans  les  machines  par  les  ré- 
sistances passives  ;  frottements  dans  les  engrenages  cylindriques  et 
coniques,  dans  la  vis  à  filets  carrés,  dans  la  vis  sans  fin;  pertes  de 
travail  dues  à  la  raideur  des  cordes.    PJ. 

87.  Un  tube  circulaire  assujetti  à  rester  dans  un  plan  vertical  ne 
peut  que  rouler  sans  glisser  sur  une  horizontale  fixe  et  contient 
dans  son  intérieur  une  petite  bille  :  mouvement  du  système,  en  le 
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supposant  abandonné  à  lui-môme  sans  que  ses  points  aient  de  vi- 
tesse initiale.    SG. 

88.  Un  fil  inextensible  et  sans  masse,  attaché  en  un  point  Hxe, 
porte  deux  poids  à  des  hauteurs  différentes  :  déterminer  le  mouve- 
ment du  système,  en  supposant  qu'il  reste  dans  le  même  plan  verti- 
cal.   SG.  PJ. 

89.  Étudier  dans  un  plan  le  mouvement  d'un  point  matériel  non 
pesant  attiré  vers  deux  centres  fixes  avec  des  intensités  inverse- 
ment proportionnelles  au  carré  de  la  distance.    SG. 

90.  Application  des  équations  de  Lagrange  et  d'Hamilton  à  plu- 
sieurs des  problèmes  précédents.    SG. 

91 .  Moment  d'inertie  d'un  arc  'de  cercle  homogène  par  rapport  à 
son  axe,  à  une  perpendiculaire  à  son  plan  menée  par  le  centre. 

SG. 

92.  Moment  d'inertie  de  l'aire  d'une  ellipse  par  rapport  aux  deux 
axes,  à  la  normale  au  plan  menée  par  le  centre.    SG. 

93.  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  aux 
axes,  à  une  diagonale   du  parallélépipède  rectangle  circonscrit. 

SG. 

9i.  Moment  d'inertie  de  l'aire  d'un  triangle  par  rapport  à  une 
médiane,  à  un  côté,  à  la  normale  au  plan  menée  par  un  sommet. 

SG. 

9o.  Moment  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  l'axe,  à  un  diamètre 
équatorial.    S.  G. 

96.  Moment  d'inertie  d'une  lentille  biconvexe,  dont  les  deux  ca- 
lottes ont  môme  rayon,  par  rapport  à  l'axe,  à  un  diamètre  de  Téqua- 
teur.    PJ. 

97.  Condition  pour  qu'une  droite  soit  axe  principal  d'inertie  en 
l'un  de  ses  points;  application  à  une  des  arêtes  d'un  tétraèdre  ho- 
mogène.   SG. 

98.  Les  plans  conjugués  d'une  droite  par  rapport  aux  ellipsoïdes 
centraux  relatifs  aux  divers  points  de  cette  droite  passent  tous  par 
une  droite  fixe.    PJ. 

99.  Lieu  des  droites  menées  par  un  point  donné  d'un  solide 
connu  et  qqi  sont  principales  en  l'un  do  leurs  points.    PJ. 

dOO.  Lieu  des  points  d'un  solide  donné  où  les  axes  principaux 
sont  parallèles  à  ceux  d'un  point  connu.    PJ. 
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401.  Connaissant  la  grandeur  et  la  direction  des  rayons  princi- 
paux de  gyration  relatifs  au  centre  de  gravité  d'un  solide,  calculer 
le  moment  d'inertie  autour  des  diverses  droites  qui  passent  par  un 
point  :  les  axes  principaux  en  ce  point  sont  les  normales  de  trois 
surfaces  du  second  degré  homofocales  à  un  ellipsoïde  déterminé. 
Lieu  des  points  où  deux  moments  principaux  sont  égaux,  où  l'un 
des  moments  principaux  a  une  valeur  donnée.    SG. 

402.  Un  parallélépipède  homogène  et  pesant  est  fixé  par  les  deux 
extrémités  d'une  de  ses  arêtes,  qui  est  verticale  :  quelle  vitesse  de 
rotation  faudrait-il  lui  imprimer  pour  que  la  charge  de  l'appui  in- 
férieur fût  nulle  ?    SG. 

403.  Un  pendule  est  formé  d'une  sphère  homogène  suspendue  à 
l'aide  d'une  tige  rigide  de  masse  négligeable  :  en  quel  point  do  cette 
tige  faudrait-il  fixer  le  centre  d'une  autre  sphère  donnée  pour  dimi- 
nuer le  plus  possible  la  durée  des  oscillations  ?    PJ. 

dOI.  Une  tige  pesante,  homogène  et  rigide  oscille  autour  d'une 
de  ses  extrémités  dans  un  plan  vertical  :  chercher  en  quel  point  de 
cette  tige  la  force  qui  tend  à  la  courber  exerce  le  plus  grand  effort. 

PJ. 

405.  Avec  quelle  vitesse  une  voiture  pent-elle  tourner  sur  un 
plan  incliné  sans  qu'elle  cesse  de  s'appuyer  sur  ses  quatre  roues? 

PJ. 

106.  Lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  dans  un  solide 
et  autour  desquelles  ce  solide  oscillerait  dans  un  temps  déterminé. 

PJ. 

407.  Un  cylindre  de  volume  et  d'épaisseur  donnés  oscille  autour 
d'une  parallèle  à  ses  génératrices  :  quelle  forme  doit-on  donner  à  sa 
base  pour  rendre  minimum  la  longueur  du  pendule  simple  syn- 
chrone ?  Déterminer  au  même  point  de  vue  la  méridienne  d'une 
surface  de  révolution  de  volume  donné  oscillant  autour  d'une  droite 
qui  coupe  son  axe  à  angle  droit.    SG. 

408.  Une  planche  rectangulaire  homogène  est  fixée  par  les  deux 
extrémités  d'une  de  ses  arêtes,  laquelle  fait  un  angle  avec  la  verti- 
cale :  mouvement  de  la  planche  quand  on  l'écarté  de  sa  position 
d'équilibre;  charges  supportées  par  les  gonds.    SG. 

409.  Oscillations  d'une  aiguille  aimantée  autour  d'un  axe  hori- 
zontal passant  au  centre  de  gravité;  influence  du  frottement  qui 
s'exerce  sur  l'axe  dans  le  cas  où  l'aiguille  oscille  dans  le  plan  du 
méridien  magnétique.   SG. 
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ilO.  Considérons  un  solide  tournant  autour  d'un  point  fixe  snns 
être  sollicité  par  des  forces  extérieures  ;  on  propose  de  démontrer 
les  théorèmes  suivants  : 

1°  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  axes  de  Fellip- 
soîde  central  relatif  au  point  fixe,  sur  le  plan  du  couple  résultant 
des  quantités  de  mouvement,  est  constante. 

a"*  Le  plan  tangent  à  Fellipsoïde  à  l'extrémité  de  Vaxe  instantané 
mtercepte  sur  les  axes  de  l'ellipsoïde  des  longueurs  telles,  que  la 
somme  des  inverses  de  leurs  carrés  ou  de  ces  carrés  multipliés 
par  les  moments  d'inertie  autour  des  droites  considérées  est  con- 
stante.   SG. 

111.  En  revenant  au  problème  précédent,  trouver  les  courbes 
directrices  des  cônes  lieux  des  axes  instantanés  de  rotation  dans 
Tespace  ou  relativement  au  solide.    SG. 

112.  Mouvement  d'un  solide  de  révolution  pesant  fixé  en  Ton 
des  points  de  son  axe  de  figure.    SG.  PJ. 

Ii3.  Mouvement  d'une  toupie  dont  la  pointe  repose  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  poli.    PJ. 

114.  Un  petit  anneau  homogène,  parfaitement  mobile,  a  son 
centre  au  centre  d'un  très  grand  anneau  fixe  dont  les  molécules  at- 
tirent colles  du  premier  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  ;  on 
laisse  immobile  le  centre  du  petit  anneau,  mais  on  donne  à  ce  solide 
un  mouvement  connu  autour  de  ce  point:  dire  comment  il  se  mouvra 
sous  l'influence  du  grand  anneau.    SG. 

115.  Mouvement  d'un  solide  pesant  libre  dans  l'espace  et  dont 
les  molécules  sont  attirées  vers  un  point  fixe  proporticonellemenl 
à  la  distance.    SG. 

116.  Mouvement  d'une  sphère  homogène  lancée  sur  un  plan  ho- 
rizontal dépoli.    PJ. 

117.  Une  tige  homogène  est  soutenue  à  ses  extrémités  par  deux 
fils  verticaux  d'égale  longueur  et  attachés  tous  deux  à  une  hori- 
zontale fixe  :  mouvement  de  la  barre  quand  on  l'écarté  légèrement 
de  sa  position  d'équilibre,  tout  en  la  laissant  horizontale.    PJ. 

118.  Mouvement  d'un  cylindre  pesant  et  homogène  abandonné 
sans  vitesse  sur  un  plan  incliné  de  manière  que  ses  arêtes  resteni 
horizontales  :  on  tient  compte  du  frottem^t  et  de  la  résistance  au 
roulement.    SG. 
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110.  On  lance  une  sphère  homogène  le  long  d*un  plan  incliné 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  l'horizontale  du  plan,  en  môme 
temps  qu'on  lui  imprime  une  rotation  de  même  sens  que  si  la  sphère 
roulait  sans  glisser,  mais  plus  rapide  :  déterminer  le  mouvement  en 
tenant  compte  du  frottement  de  glissement.    PJ. 

120.  Un  cylindre  homogène  est  couché  sur  un  plan  horizontal 
assez  rugueux  pour  ne  permettre  que  le  roulement  ;  on  fait  tourner 
uniformément  le  plan  autour  de  la  droite  suivant  laquelle  il  était 
d'abord  touché  par  le  cylindre,  et  Ton  demande  le  mouvement  de 
celui-ci.    PJ. 

lâl.  Une  sphère  homogène  repose  sur  un  plan  horizontal  sur  le- 
quel elle  ne  peut  que  rouler;  ses  molécules  sont  attirées  vers  un 
point  du  plan  proportionnellement  à  la  distance  :  mouvement  de  la 
sphère  quand  on  néglige  la  résistance  au  roulement.    SG. 

122.  Mouvement  d*une  sphère  sur  un  plan  horizontal  qui  tourne 
uniformément  autour  d'une  verticale  :  la  sphère  ne  peut  que  rouler, 
et  l'on  néglige  la  résistance  au  roulement.    SG. 

123.  Une  sphère  dont  le  centre  est  fixe  est  animée  d'une  grande 
vitesse  de  rotation  autour  d'un  diamètre  qui  peut  tourner  dans  un 
plan  horizontal  :  mouvement  que  prend  la  sphère  sous  l'influence  de 
la  rotation  de  la  Terre.    SG.  , 

124.  Mouvement  d'un  solide  pesant  sur  un  plan  incliné  poli,  en 
tenant  compte  de  la  rotation  de  la  Terre.    PJ. 

125.  Les  liaisons  d'un  système  en  mouvement  viennent  à  être 
modifiées  pendant  un  temps  très  court  ;  la  perte  de  force  vive  est 
égale  à  la  somme  des  produits  des  masses  par  le  carré  des  vitesses 
perdues,  c'est-à-dire  des  vitesses  qu'il  faut  composer  avec  les  vi- 
tesses après  le  choc  pour  avoir  les  vitesses  avant  le  choc,   PJ. 

.  126.  Déterminer  la  percussion  qu*il  faudrait  appliquer  à  un  cube 
libre  et  en  repos  pour  le  faire  tourner  d'abord  autour  d'une  arête. 

SG. 

127.  Une  barre  OA  est  articulée  en  0  à  un  point  fixe  et  en  A  à 
une  barre  égale  AB  ;  le  système  peut  se  mouvoir  sans  frottement 
sur  un  plan  horizontal  :  déterminer  le  mouvement  résultant  d'une 
percussion  appliquée  perpendiculairement  à  AB  en  un  de  ses 
points;  on  suppose  OAet  AB  primitivement  en  ligne  droite.    SG. 

128.  Une  barre  homogène  est  en  mouvement  sur  un  plan  hori- 
zontal poli  ;  le  centre  instantané  est  en  un  point  de  la  barre  quand 
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elle  vient  à  rencontrer  un  obstacle  fixe  :  déterminer  la  grandeur  du 
choc  et  le  mouvement  ultérieur.    SG. 

129.  Une  planche  elliptique  dont  le  plan  est  vertical  est  soutenue 
en  ses  deux  foyers  par  deux  chevilles  ;  on  en  retire  brusquement 
une,efron  demande  la  charge  supportée  par  Tau  tre  immédiatement 

après.    SG. 

• 

d30.  Une  ellipse  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  :  lieu  dé- 
crit par  un  des  foyers  ;  enveloppe  de  la  directrice  correspondante. 

SG. 

d31.  Dans  un  solide  animé  d'un  mouvement  quelconque,  déter- 
miner à  un  instant  donné  le  Heu  des  points  où  raccéléralion  est 
tout  entière  tangenticlle,  centripète  ou  d'une  grandeur  déterminée. 

SG. 


HYDROSTATIQUE  ET  HYDRODYNAMIQUE. 

132.  La  pression  moyenne  exercée  par  un  liquide  pesant  sur  une 
surface  courbe  est  mesurée  par  la  hauteur  du  liquide  au-dessus  du 
centre  de  gravité  do  la  surface.    PJ. 

133.  Uiïc  ta  vite  hémisphérique  fermée  par  une  paroi  plane  coïn- 
cidant avec  sa  base  est  exactement  pleine  d'eau  :  comment  faul-il 
Forienter  pour  que  la  pression  moyenne  y  soit  maximum  ou  mini- 
mum ?    PJ. 

13 i.  Une  porte  d'écluse  est  formée  d'un  rectangle  dont  un  côté 
ÂBest  vertical  et  d'un  quart  de  cercle  dont  un  des  rayons  extrêmes 
est  AB  ;  la  porte  peut  tourner  autour  de  AB  comme  axe  :  déterminer 
la  largeur  du  rectangle  de  manière  que,  l'eau  atteignant  d'un  côté 
le  niveau  supérieur  de  l'écluàe  et  de  l'autre  côté  le  niveau  infé- 
rieur, on  puisse  faire  tourner  la  porte  sans  effort.    PJ. 

13^.  Parmi  tous  les  vases  de  révolution  autour  d'un  axe  verti- 
cal, de  hauteur  et  de  capacité  données,  quel  est  celui  qui  éprouve  la 
p!u.s  grande  pression  horizontale  de  la  part  du  Hquide  qui  les  rem- 
plit?   PJ. 

136.  Déterminer  le  centre  de  pression  pour  une  paroi  circulaire 
plane  dont  le  contour  affleure  le  niveau  du  liquide,  et  pour  l'aire 
elliptique  comprise  entre  deux  demi-diamètres  conjugués  dont  l'un 
est  à  la  surface  libre.    PJ. 
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437.  Un  cylindre  fermé  à.  ses  deux  extrémités  par  des  surfaces 
planes  est  plein  de  gaz  comprimé  ;  on  le  suppose  formé  par  la  réu- 
nion :  1**  des  deux  moitiés  que  déterminerait  un  plan  mené  perpen- 
diculairement à  Taxe  par  son  milieu  ;  a**  des  deux  moitiés  détermi- 
nées par  un  plan  mené  suivant  Taxe  :  l'épaisseur  étant  constante, 
dans  laquelle  des  deux  hypothèses  les  deux  parties  ont-elles  plus  de 
chance  de  se  séparer?    PJ. 

138.  Ëquilibre  d'un  prisme  droit  homogène,  à  base  carrée,  flot- 
tant sur  un  liquide  avec  ses  arêtes  horizontales.    PJ. 

139.  On  considère  une  série  de  plans  détachant  d'un  solide  donné 
des  segments  dont  le  volume  est  constant  ;  le  lieu  des  centres  de 
gravité  de  ces  segments  s'appelle  surface  de  carène;  le  plan  tan- 
gent en  un  point  de  cette  surface  est  parallèle  au  plan  qui  a  déter- 
miné le  segment  correspondant  à  ce  point  :  démontrer  ce  théorème 
et  en  conclure  que,  pour  l'équilibre  d'un  corps  flottant,  il  suffit 
qu'une  normale  menée  de  son  centre  de  gravité  à  la  surface  de 
carène  soit  verticale,    PJ. 

140.  Appliquer  le  résultat  précédent  à  l'équilibre  d'un  prisme 
triangulaire  droit  dont  une  base  est  immergée  et  la  base  opposée 
hors  de  l'eau.    PJ. 

141.  Théorie  du  baromètre  à  balance  du  P.  Secchi.    PJ. 

142.  Un  parallélépipède  rectangle  est  en  équilibre  sur  un  liquide, 
une  des  faces  étant  horizontale  ;  on  déplace  le  prisme  de  façon  que 
deux  côtés  opposés  de  cette  face  restent  horizontaux  :  condition  de 
stabilité  de  l'équilibre  primitif.    PJ. 

143.  Condition  de  stabilité  de  l'équilibre  d'un  prisme  droite  base 
de  triangle  isoscèle,  et  flottant  sur  l'eau  de  manière  que  la  face  la- 
térale répondant  à  la  base  du  triangle  isoscèle  soit  horizontale  et 
hors  de  l'eau  :  petites  oscillations  quand  on  écarte  le  prisme  de 
cette  position,  tout  en  laissant  les  arêtes  latérales  horizontale^. 

PJ. 

144.  On  suppose  que  dans  l'atmosphère  la  pression  soit  propor- 
tionnelle à  la  puissance de  la  densité,  et  l'on  demande  d'en 

déduire  la  hauteur  de  l'atmosphère,  étant  données  la  pression  et  la 
densité  à  la  surface  de  la  Terre.    PJ. 

145.  Un  vase  cylindrique  contenant  de  l'eau  tourne  unii'ormé- 
ment  autour  de  son  axe,  qui  est  vertical  ;  sur  l'eau  flotte  un  cy- 
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lindre  de  bois  dont  I*axe  coïncide  avec  celui  du  va^e  et  qui  tourne 
avec  la  même  vitesse  angulaire  :  figure  du  système»  supposé  ea  équi- 
libre relativement  au  vase.    PJ. 

146.  Une  masse  fluide  et  homogène  dont  les  molécules  s'attirent 
suivant  la  loi  de  Newton  et  qui  est  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe  peut  être  en  équilibre  quand 
sa  surface  est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  :  déterminer  Tapla- 
tissement  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  ;  application  à  la  Terre 
supposée  primitivement  fiuide  et  homogène.    PJ. 

147.  Un  vase  a  la  forme  d'un  demi-ellipsoïde  dont  Fouvertureesl 
horizontale  et  coïncide  avec  une  section  principale  :  on  demande  de 
le  couper  par  un  second  plan  horizontal  de  manière  qu'en  mainte- 
nant le  vase  plein  d'eau  jusqu'aux  bords  la  vitesse  du  liquide  qui 
s'écoule  ou  le  volume  fourni  dans  un  temps  donné  soit  maximum. 

PJ, 

148.  Calculer  le  volume  de  liquide  qui  s*écouIe  dans  un  temps 
donné  par  un  orifice  circulaire  de  dimensions  finies  pratiqué  dans 
la  paroi  verticale  d'un  vase  où  le  niveau  est  maintenu  constant. 

Pi. 

149.  Quand  on  suppose  que  les  vitesses  des  molécules  liquides 
qui  s'écoulent  par  un  orifice  est  la  môme  aux  divers  points  d'une 
tranche  normale  au  canal  suivi  par  le  liquide,  on  diminue  la  somme 
des  forces  vives,  pourvu,  bien  entendu,  qu'on  ne  change  pas  la  dé- 
pense réelle  de  liquide  pour  un  temps  donné.    PJ. 

150.  Deux  réservoirs  à  ciel  ouvert  où  le  niveau  est  constant,  mais 
différent  pour  les  deux,  sont  mis  en  communication  par  un  tuyau  de 
longueur  et  de  rayon  connus,  sans  coudes  :  volume  de  Teau  qui 
s'écoule  en  un  temps  donné.    PJ. 

lj$l.  Déterminer  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical  telle,  que 
si,'  après  l'avoir  remplie  de  liquide,  on  laisse  celui-ci  s'écouler  par 
un  petit  orifice,  le  niveau  supérieur  baisse  uniformément.    PJ. 

152.  Loi  des  oscillations  d'un  liquide  pesant  contenu  dans  un 
siphon  dont  les  deux  branches  sont  verticales  et  réunies  par  un 
tube  horizontal  de  diamètre  égal  à  celui  des  branches.     PJ. 

153.  On  connaît  la  hauteur  et  la  grande  base  d'un  tronc  de 
cône  immergé  dans  un  fluide  qui  se  meut  dans  la  direction  de  Taxe 
déterminer  la  petite  base  de  manière  que  la  résultante  des  pressions 
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éprouvées  par  cette  base  et  par  la  surface  conrexe  du  tronc  soil 
minimum.    PJ. 

154.  Déterminer  une  surface  de  révolution  telle  que  la  rêàutlante 
des  pressions  exercées  entre  deux  parallèles  donnés  par  un  liquide 
qui  se  meut  dans  le  sens  de  Taxe  soit  un  minimum.    PJ. 

153.  Déterminer  la  forme  et  le  mouvement  d'une  bulle  d*air  qui 
s'élève  à  travers  un  liquide  pesant.    PJ. 

156.  Un  cylindre  droit  pesant  repose  par  sa  base  sur  un  plan 
horizontal  sur  lequel  il  ne  peut  glisser:. déterminer  la  vitesse  avec 
laquelle  un  courant  d*air  parallèle  au  plan  doit  frapper  le  cylindre 
pour  le  renverser.    PJ. 

157.  Le  veut  se  meut  avec  une  vitesse  connue  dans  le  sens  do 
Tarbre  d'un  moulin  à  vent;  les  ailes  sont  engendrées  par  une  droite 
de  longueur  constante  qui  rencontre  normalement  Taxe  de  Taile 
perpendiculaire  à  l'arbre  ;  déterminer  la  forme  des  ailes  et  leur  vi- 
tesse angulaire  de  manière  que  le  travail  eiTcctué  par  le  vont  dans 
un  temps  donné  soit  maximum.  PJ. 
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